IIEYA Reta normal e plano tangente

Nessa aula vamos estudar as equagdes do plano tangente e reta
normal ao gréfico da fun¢do f(x,y) num ponto dado. Primeira-
mente vamos lembrar os fatos bésicos do curso de “Geometria
Analitica”.

Equagdes do plano e reta

Vamos lembrar as equagdes das retas e plano no espago. Suponha
que temos um ponto P = (x, o, zg) € um vetor 7 = (a,b,c).

P= (xO,yO,ZO)

Assim equagao do plano 7t passando pelo ponto P e perpendicu-
lar ao vetor 7 tem forma

[ a(x — 1) + b(y — yo) + clz — 20) — 0. ] (17.1)

Neste caso vetor 7 chama-se vetor normal ao plano 7. E a equagdo
da reta passando pelo ponto P paralela do vetor 7 (reta azul na
imagem acima) tem forma

(x,y,2) = (x0,Y0,20) + t(a,b,c). ] (17.2)

syl  Plano tangente

O gréfico de uma fungdo z = f (x,y) é uma superficie em R3
(espago tridimensional) e assim podemos agora comece a pensar no
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plano que é "tangente" a superficie em um ponto.

Vamos comegar com um ponto (xg, o) € vamos deixar C; repre-
sentar o trago para f (x,y) para o plano y = yo (permitindo que x
varie com y mantido fixo) e nds deixe C; representar o trago para
f (x,y) para o plano x = x¢ (permitindo y para variar com x man-

tido fixo). Agora, 5 (x0,Y0) € a inclinagdo da reta tangente ao traco

Cie gjyf (x0,Y0) € a inclinagdo da reta tangente ao traco Cy. Por-
tanto, seja L a reta tangente ao traco C; e seja L, a reta tangente ao
traco Cp.

O plano tangente serd entdo o plano que contém as duas retas
L1 e L. Geometricamente, esse plano terd o mesmo propédsito que
uma reta tangente no Célculo I. A reta tangente a uma curva era a
reta que tocava a curva naquele ponto e era “paralela” a curva no
ponto em questdo. Planos tangentes a uma superficie sdo planos
que apenas tocam a superficie no ponto e sao “paralelos” a superfi-
cie no ponto. Observe que isso nos dd um ponto que estd no plano.
Uma vez que o plano tangente e a superficie se tocam em (xg, ), 0
ponto seguinte estard tanto na superficie quanto no plano.

(x0,Y0,20) = (X0, Yo, f (x0,Y0))

O que precisamos fazer agora é determinar a equagdo do plano
tangente. N6s sabemos (veja secdo acima) que a equagdo geral de
um plano é dada por,

a(x—x0)+b(y—yo) +c(z=20) =0

onde (xg, Yo,z0) € um ponto que estd no plano, que temos. Vamos
reescrever um pouco. Vamos mover 0s termos x e os termos y para
o outro lado e dividir os dois lados por c. Fazer isso da,

o

a
z—zp=——(x—xg) — -
c c
Agora, vamos renomear as constantes para simplificar um pouco
a notacdo. Vamos renomeéd-los da seguinte maneira,

a b

A=-2 B=_2
c c

Com essa renomeacao, a equagdo do plano tangente torna-se,

z—zp=A(x—x0)+ B (y—yo)

e precisamos determinar os valores para A e B.

Vamos primeiro pensar no que acontece se mantivermos y fixo,
ou seja, se assumirmos que y = yo. Neste caso, a equacdo do plano
tangente torna-se,

z—z9=A(x—xp)

Esta é a equacdo de uma reta e esta reta deve ser tangente a
superficie em (xg, 1) (uma vez que faz parte do plano tangente).



Além disso, esta reta assume que y = yp e A é a inclinacdo desta
reta. Mas se pensarmos sobre isso, vemos que é exatamente o que é
a tangente a Cj, a reta tangente a superficie em (xg, 1/p) assumindo
que y = yo. Em outras palavras,

z—zp=A(x—xp)
é a equagdo para L; e sabemos que a inclinagdo de L; é dada por

3y (x0,Y0). Portanto, temos o seguinte,

0
A= % (x0,%0)

Se mantivermos x fixo em x = xg, a equacdo do plano tangente
torna-se,

z—z0=B(y—yo)
No entanto, por um argumento semelhante ao anterior, pode-
mos ver que isso nada mais é do que a equacio para L, e que sua

d
inclinagdo é B ou == (x¢, o). Entdo,

9y
0
B = aj; (x0,%0)

A equacdo do plano tangente a superficie dada por z = f (x,v)
em (xp,Yp) € entdo,

220 = 3 (10,30) (= 30) + - (x0.30) (v~ 10)

Além disso, se usarmos o fato de que zg = f (xp, o), podemos
reescrever a equacao do plano tangente como,

2= f (x0,90) = 35 (30,90) (x = 30) + 3 (10,30 (0= 30)

Assim temos a equacdo do plano tangente a superficie dada por

z= f(x,y) em (xo,Y0) &

2= £ (50.30) + 3 (30,90) (x = 20) + 3 (10,30 (1~ 0)

(17:3)
O vetor normal do plano tangente é
s (of of
n= <£ (xOIJ/O) 7 @ (xOI]/O) 7 _1> .

Agora usando (17.2), a equagdo da reta passando pelo ponto
(x0, Y0, f(x0,Y0)) e paralela ao vetor 7i é

(x,¥,2) = (x0, Y0, f (x0,¥0)) + f(gl(

of
x xO/]/O) 7 @ (xO/yO) 7 _1>

(17.4)

Reta (17.4) chama-se reta normal ao z = f(x,y) no ponto (xg,yo, f (x0,Y0))-
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Observacgdo 17.1

Observem que, para que o plano definido pela equagdo (17.3) seja tangente no ponto (xg, o), a
fun¢do f(x,y) deve ser derivavel no ponto (xg,yo) (veja Aula 16), ou seja o limite

i o+ hyo+k) — f (xo0,50) —ah —bk _
(1)~ (00) N7

_9of
T oy

0,

com g = % (x0,Y0), €l (x0,Y0)- Neste caso o nominador do limite

F (30 0-+) = £ (50.30) = 55 (o 0) 1= 5 (30, 0)

estd tendendo no 0 em (xp, o) e o plano “aproxima” o gréfico da funcdo f(x,y) em (xo, o). Assim
quando construimos o plano tangente vamos sempre verificar se func¢do é derivavel no ponto.

Exemplo 17.1

Considere a fungdo
flxy) =ynx

Temos que as derivadas parciais num ponto genérico (x,y) sdo dadas por

of _y of

ox x' dy = Inx

Ambas fungoes % e In x sdo continuas no dominio da fun¢do f(x,y) (Veja Aula 11). Assim a fungéo

f(x,y) = ylnx é derivavel no todo seu dominio (pois as derivadas parciais sdo continuas). Por-
tanto o plano tangente existe para qualquer ponto do dominio da fungéo f(x,y). Vamos encontrar
o plano tangente e reta normal no ponto P = (1,4, f(1,4)). Observe que f(1,4) = 4In1 = 0. Temos

of 4, f L
S (L4)=7=4, ay(1,4)f1n1f0

Assimi#i = (4,0,—1). Portanto, usando a equagédo (17.3) temos que a equagao do plano tangente
tem forma

s f049) = L9610+ Laay-9
=z=4(x—-1).

Ou seja z = 4x — 4 é equagdo do plano tangente no ponto (1,4,0).
Agora usando (17.4) temos que equagdo da reta normal tem forma

X 4 4
= 4 | +t- 0
z 0 -1



144

Exemplo 17.2

Este exemplo mostra porque precisamos realmente que a fungado seja derivavel no ponto (xo, yo).
Considere a fungao

xy
———, (%, 0,0
ﬂmw:{xuyz( ¥) # (0,0
0, (xy)=(00)
Temos que f(x,y) ndo é continua no ponto (0,0), pois o lim(, ) .0,0) f (x,y) ndo existe. Assim
f(x,y) ndo é derivavel em (0,0) (veja Aula 16). As derivadas parciais da f(x,y) existem e

of _q_9f
5:(0,0)=0= @(0,0).

Assim montando o plano como em (17.3), temos

z:f(0,0)—l—%~(x—x0)+%'(y_]/0),

z=04+0-(x—x9)+0-(y—yo).

Ou seja z = 0. Mas observem que o plano z = 0 ndo é tangente ao gréfico da f(x,y) em (0,0) (ou
seja ndo estd “proximo” da fungdo f(x,y)). Por exemplo, considere caminho x = y. Assim ao longo
esse caminho, temos

2
x 1 1
=== #0.
f(xy) x24x2 2 27'é
Exemplo 17.3
Considere a fungdo
f(x,y) = xe.
Vamos encontrar o plano normal e reta tangente no ponto P = (1,0,1). Temos que as derivadas

parciais num ponto genérico (x,y) sdo dadas por

a
Ty =¥ vay- e, Lixy) =2,
Ambas fungdes sdo continuas em R? (veja Aula 11). Assim a fungéo f(x,y) = xe*¥ é derivavel em

IR2. Portanto o plano tangente existe para qualquer ponto do dominio da fungdo f(x,y). Temos

of _ of _
S (1,0) =1, @(1,0) =1.

Agora usando (17.3) e (17.4), temos
2=14(x-1)+(y-0)=x+y

X 1 1
é plano tangentee | y = 0 |+ 1 - t, pois o vetor normal é 7 = (1,1, —1).
z 1 -1



Um bom uso dos planos tangentes é que eles nos fornecem uma
maneira de aproximar uma superficie perto de um ponto. Enquanto
estivermos proximos do ponto (xg, o) entdo o plano tangente deve
aproximar-se da fun¢do naquele ponto. Por causa disso, definimos
a aproximagdo linear como sendo,

L (x,y) = f (x0,%0) + % (x0,y0) (x —x0) + gi (x0,%0) (v — Yo)

(17.5)
e enquanto estivermos “préximos” (xg, o) entdo devemos ter
iSso,
of of
fxy) = Lxy) = f(xo,y0) + 57 (x0, o) (x = x0) + y (x0,y0) (¥ = vo)

Agora chamadodx =x—xpedy =y —yp, e

dz :% (x0,¥0) (x — x0) + E;ch (x0,y0) (¥ — vo0)
of of

=3 (x0,Y0) dx + 3y (x0,y0) dy,

vamos chamar por diferencial da f(x,y) no ponto (xo, yo).
Assim temos que

f(xy) = f(xo0,yo0) +dz
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Exemplo 17.4

Seja f(x,y) = x?y. Assim

9
) =2xy, Lixy) =2

of
ox ( oy

e diferencial tem forma
dz = 2xydx + x*dy
Agora vamos procurar o valor aproximado do f(1,02,201) = (1.02)2 - (2.01). Sem calculadora fazer

isso é complicado, mas fica mais facil com a férmula (17.5).

X0 = 1, Yo = 2
dx = 0.02, dy=0.01

Assim,
dz=2-1-2-0.02+1%-0.01
=4-.0.02+0.01 = 0.08 + 0.01 = 0.09

Agora
£(1.02,2.01) = f(1,2) + dz

=1%2.2+0.09 = 2.09

Observem que usando calculadora o valor exato da (1.02)2 - (2.01) é 2,091204 assim o erro é

Az = 2,091204 — 2.09 = 0,001204.



147

Exemplo 17.5

Vamos encontrar o valor aproximado de

V/(0.01)2 + (3.02)2 + (3.9)2.

floyz) =2 +y*+2

XOZO, y0:3, 20:4
dx =0.01, dy=0.02. dz =-0.1

Considere a fungdo

e considere

Agora, as derivada parciais, sdo

%_ X of y of z

/2y +z20 oy JaRryra? 0z 2 pyiiz?

Assim,

of ) _39f 4
5(0,3,4)_0,@(0,3,4)_5,5(0,3,4)_5.

4
\/ (0.01)2 4 (3.02)2 + (3.9)2 = V0 +32 +42 +0 - dx + %dy + gdz

S 54000142 42105

5 100 =4.928

5 10 = 500

Observem que o valor exato do +/(0.01)2 + (3.02)2 + (3.9)2 é 4.93259566. Assim o erro cometido é

4.93259566 — 4.928 = 0.00459566

Exercicio 17.1: (Trabalho p/ casa)

Determine o plano tangente ao grafico da z = In(2x+y) em (—1,3)
Resposta: z = 2x +y — 1.

Exercicio 17.2: (Trabalho p/ casa)

Determine o plano tangente ao grafico da funcéo

f(x,y) = sin(2x) cos(3y)

em (71/3,71/4)

Resposta: z = %x— %y— % — %ﬁ—i—?’%/g.



Exercicio 17.3: (Trabalho p/ casa)

Determine o plano que passa por (1,0,1) e (1,1,0) e é tangente
ao gréfico de f(x,y) = x%y.
Resposta: z+1/6 =1/2(x+1) — (y —1/6).

Exercicio 17.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule aproximadamente
(@) v/16,01 + /3,98
(b) In(1,01%) + /1,01 + 3,02

Resposta: (a) 4 + 55 155 — § 735, (b) 2.
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