NLETA Diferenciagio

Na aula passada a gente definiu a no¢do das derivadas parciais
of of
dx’ dy
particular a gente viu que a existéncia das derivadas parciais ndo

das fungdes de duas (e mais) varidveis reais f(x,y). Em

implica em geral que a fungdo f(x,y) é continua no ponto. Por
exemplo considerando funcao

Xy
o, .0/ s 0/0
foy =1 ey = (x,y) # (0,0)
0 se (x,y)=(0,0)
of of . < .
temos que ambos %’ 3y existem em (0,0) mas func¢do f(x,y) é

descontinua em (0,0) (pois o limite lim, ,)_,(,0) f(x, ¥) ndo existe).
O objetivo dessa aula é introduzir uma nova nogdo de funcao
derivavel (diferencidvel) num ponto (a,b) de modo que:

f é derivavel em (a,b) = f é continua em (a,b).

Lembrando Célculo I, a gente tem que func¢do da uma variavel
f(x) é continua em ponto xp se

o £ = f(x0)

X—Xq X — xO

= f'(x0).

Podemos reescrever isso da seguinte maneira: f é derivavel em x
se existir a tal que

lim flx+0+h) = f(xo) —ah _

0.
h*)XO |h|

E bem fécil confirmar que a existéncia de tal numero a é equiva-
lente a existéncia de f’(xp), pois a = f'(x(). Assim isso surgere a
seguinte defini¢do da funcdo derivéavel de 2 variaveis.
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Defini¢iao

Seja f(x,y) funcdo de 2 varidveis reais. Dizemos que f(x,y) é
derivavel num ponto (xo, yo) se existem dois numeros reais a
e b tais que

lin F(0 R yo+K) — f (x0,y0) —ah — bk _
(h)—(00) (0|

onde |(h, k)| = Vh? + k2.

0,

O numenador do limite acima vamos denotar por E(h, k)
E(hk) = f (xo+h,yo+k) — f (x0,y0) — ah — bk. (16.1)

Logo uma fungdo f(x,y) é derivavel em (xo, o) se

E(h,k)

im LR 6.
(02 00) VIZ 1 2 (162

para alguns a,b € R.
Agora vamos mostrar que tal definicdo implica que a funcéo
f(x,y) é continua no ponto (xo, yo).

Teorema 16.1

Se f(x,y) é derivavel em (xg,yo) assim f(x,y) é continua em (xo, yo).

Prova

Temos que fungdo f(x,y) é continua em (xg, o) se

lim  f(x,y) = f(xo0,%0),
(x,y)—(x0.40)

ou seja, se

lim X,Y)— (X0, =0= lim xo+h,vo + k) — f(xo, )
(x,y)%(xo,yo)[f( ¥) = flxo )] (h,k)a(O,o)V( 0+ hyo+k) = f(x0,30)]

Em termos de E(h, k) (veja (16.1)), temos

li h, k) — , = 1 h + bk + E(h, k)).
(h,k)l—rfzop)[f (xo + 1, y0 + k) — f(x0, yo)] (h,k)grE0,0)[a + bk + E(I, k)]

Observe que quando (h, k) — (0,0) assim obviamente, ah — 0 e bk — 0. Agora podemos escrever

E(h,k) E(h, k) )
E(h, k) como ——=——.-v/h? + k2. Temos que ——~— — 0 pelo (16.2), e Vh? + k2 — 0. Assim, re-
(&) NGRS e e 0 Opelo(i62)
sumindo, temos
li h, k) — , = 1 h+bk+E(h k)] =0
(h,k)l—IfEO,O)[f (x0 + h,yo + k) — f(x0,Y0)] (hlk)gr}w[a + bk + E(h, k)]

e fungdo é continua no ponto (xo, yo)-

O seguinte teorema diz que se funcdo f(x,y) é derivével, assim
existem as derivadas parciais da f(x,y) e, além, disso eles definam
os constantes a e b na defini¢do da fungéo derivavel.
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Teorema 16.2

Se f(x,y) é derivavel em (x¢, o) assim f(x,y) possui as derivadas parciais %, g; no ponto

(x0,Y0)-

Prova

Se f(x,y) é derivavel, assim existem os constantes 4, b tais que

i [ o+ hyo+k) — f (xo,50) —ah —bk _
(hk)=(0,0) Nl

Em particular existe o limite ao longo do caminho k = 0, i — 0, ou seja existe limite

i L (ot hyo) — f (xo,y0) —ah —b0 _ . f (x0+ 1, yo) — f (x0,0) — ah
(1,0)—(0,0) Vh?2 + 02 h=0 |h| ’

Assim, temos que

0,

0:

) 1 f(x0+h/y0) _f(x()/y()) o
3 (¥0,¥o) = lim ] =a.

Proseguindo na mesma maneira, ao longo do caminho & = 0,k — 0 temos
0

of i S (o yo +k) = f (xo,p0)
ay(xo,yo) = %lg(l] 7 =b.

Assim o Teorema é provado.

Resuminho o resultado do teorema anterior temos que uma
fungdo f(x,y) é derivavel no ponto (xo, o) se, e somente se,

of of

(i) Existem derivadas parciais a3y

no ponto (xg,yo) e

9 )
é(xo,l/o) =a, 3?/((xory0> =b.
. . E(hl k)
1 -~ " 7 = .
(i) Timyp, ) (00) W2 + K2

Agora vamos ver alguns exemplos para decidir se ou ndo uma
func¢do dada é derivavel no ponto.
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Exemplo 16.1

Seja f(x,y) = x2y. Assim temos que as derivadas parciais sdo
] ¥ Y q p

U vy — O ) = 22
o BY) = 2%y, 5 (xy) =

Assim a = 2xy e b = x2. Neste caso E (I, k) dado por
E(h k)= f(x+hy+k)— f(x,y) —ah — bk
= (x+h)? (y+k) — x*y — ah — bk
= (x2 +2xh + h2> (y + k) — x%y — 2xyh — x%k
= x?y + 2xyh + 2y + x°k + 2xhk + h*k — x*y — 2xyh — x°k
= Iy + 2xhk + h%k.
Agora o limite (16.2) escreva-se como

E(h,k) lim W2y + 2xhk + h*k

li ——
=100 VIZ L K2 (h0>(00)  VIZ+ 2

lim [h I AR SR SR }—o
=00 LY ViZ + 2 JEre Vil T
k

h
e
VhZ+K2 V242
confronto. Assim, funcdo, f(x,y) = x2y é derivavel para todos os pontos.

A gente usou que as fungoes sdo fungdes limitadas e aplicou o Teorema de
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Exemplo 16.2

Considere a fungao
3
x
flxy) = { 21y (x,y) # (0,0)
0, (x,¥) = (0,0).

Vamos calcular as derivadas parciais da f(x,y) no (0,0). Temos que

% (0,0) = tim £V =F00 _,  ¥=0_
o 0 x x—0 X
d y—0 y Ty

Assima =1eb = 0. Agora:
E(h,k) lim f(h,k) —£(0,0) —ah — bk

lim = i
(hk)=(00) [( k)  (hk)—(0,0) N
h3
=  lim PR 0-h-0
(hk)—=(00)  VHZ+ K2
C lim W3 — 13 — hk?
(hk)=+(0,0) (h? + k?)v/h? + k2

—hk?
lim .
(hk)=(0,0) (h% + k2)\/h? 4 k?

O dltimo limite n&do existe, pois ao longo do caminho & = k temos

lim —hh? = — 1 lim £
h—0 (h2 + h2)\/h2 + h? 22 h=0 |h|’

h
e o limite lim;, _,y — n&o existe. Assim fung¢do f(x,y) ndo é derivavel em (0,0).

1]

Observacgio 16.1

Observem que o exemplo acima mostra que existem fung¢des continuas ndo derivaveis. De fato

3

f(x,y)—{ xzxiﬂ,z (x,y) # (0,0)
0,  (xy)=(00).

é continua em ponto (0,0) (veja Aula 11), mas ndo é derivavel em (0,0).

Agora a gente vai desenvolver um critério bastante simples e

poderoso para verificar se ou ndo a fun¢do dada é derivavel no

ponto (xg, o). Isso vai permitir (em certos casos) decidir automati-

camente (sem calcular o limite (16.2)) a diferencibilidade da fungdo
dada.

Vamos precisar a nogdo dos conjuntos abertos.



Defini¢io

Um conjunto A C R? chama-se aberto se para todo (x,y) €
A existe raio € > 0 tal que a boa aberta de raio € centrada em
(x,y) estd contida completamente em A, ou seja

{(x',y’) (¥ —x)2+ (v —y)? < ez} C A.

Por exemplo o conjunto de baixo é aberto:

Mas o seguinte conjunto ndo é aberto, pois os pontos da fronteira
dele ndo cumprem a condicdo dada. De fato qualquer bola aberta
centrada na fronteira ndo estd em A completamente!:

Outro exemplo importante de conjunto aberto é todo IR?, que
obviamente cumpre a condi¢do da definigdo.

Defini¢ao

Seja f(x,y) uma fungdo definida num conjunto aberto A. As-

sim f é chamada da classe C! em A se as derivadas parciais
of of

g(xr y), @(x,y),

sdo fung¢des continuas em A.

Teorema 16.3

Se f é funcdo da classe C! em A, entdo f é derivavel em todo ponto (x,y) de A.

136
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Prova

Pela hipétese as derivadas parciais existem, entdo a condicdo (i) vale. Agora temos que
f(xo+hyo+k) = f(x0,y0) = f (x0 +h,y0 + k) = f (x0,y0 + k) + f (x0,y0 + k) = f (x0,%0) (16.3)
Seja G(x) = f (x,yo + k). Pelo Teorema do Valor médio existe ¥ entre x( e xo + k tal que
f(xo+hyo+k) — f (x0,y0 +k) = G(xo + 1) — G(xo)
_ G/(2)h = %(J?,yo k)
No mesmo jeito, temos:

£ (x0,%0 +K) — f (x0,%0) = ?,J;(xo,y)k

Assim (16.3) escreva-se como
d d
s+ b0 +1) = £ (o, 30) = S (& 90+ B+ 5 (20, 90k

Montando fungdo E(h, k) temos,

E(h,k) = f (xo +h,yo +k) — f (x0,y0) — %(xo,]/o)h - gjyc(xolyo)k

1o of of . of
= [5e v +0) = 5oy i[5 (o9) = 51 (o)
Agora
_ E(h, k) , af af h
lim 2~ ] % (% 90+ %) — 2L (x0, y0) |
(1) 2100) VIZ T K2 (1) 2(00) 5 3040 = 5 o) NCEY
of . of ko
+ [@(XO/:V) - @(xo,y(])} 7,7}12 iy =0.
Pois %(x,y), g(x,y) sdo continuas, logo
ox )
of (- of of (o oy _9f
[a(x,yo +k) — g(xo,yo)} =0, [@(Xo/y) ay(xo,yo)} = 0.

Assim f(x,y) é derivavel em (xg, yo).
Exemplo 16.3

) = x?y, temos que

_ f ) = 2
(ry) =2xy, 5 (xy) =%

Vamos revisar o Exemplo 16.1. f(x,y
of
ox
Temos que ambas as derivadas sdo continuas (como o produto das fun¢des continuas), logo f é
derivavel em todo R?.
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Exemplo 16.4

Seja f(x,y) = sen(x* + y?). Assim
of _ 2., .2 of _ 2, .2
a(x,y) = cos (x +y ) - 2x, @(x,y) = Ccos (x +y ) -2y
Agora cos (x2 +y?) é funcdo continua no todo IR? (pois é composicao das fungdes continuas).

Assim as derivadas parciais sdo continuas, logo f é da classe C!. Portanto f é derivavel em RR?.

Exemplo 16.5

1
flx,y) = { (x> +32) - sen eyl se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y) = (0,0).

Vamos calcular as derivadas parciais no ponto (0,0).

x2 - sen 1
Q&szhm 22—,
ox x—0 X
2 1
y=-sen —
9 (0,0) = lim -
d y—0 y

Assim as derivadas parciais sdo seguintes fungdes:

1 2 1
%(x,y) _ 2x sen e szyz "COS riy,  se (x,y) # (0,0)
ox 0, se(x,y)=(00)

g(x,y) = 2y sin xz.lwz - xzzfyz cos xziyz, se (x,y) # (0,0)
ay 0/ se (x,y) fnd (0/ 0)‘

Os limites lim(, ), (0,0 a(x,y) elim; )00 @(x,y) ndo existem (verifique!). Assim

of of

5 (x,y), 3y (x,y) ndo continuas em (0,0). Mesmo assim a fung¢éo f(x,y) é derivavel em (0,0).
Considere
. E(k, I) i FO+h,04k) — £(0,0) — 2(0,0) - _%@ﬁyk
m R m
(hk)=(00) VhZ +k2  (hk)—=(00) VIZ1 K2
= lim (h2 i k2) sen %#
(k)= (0,0) Vh2 + h?
1/2 1
_ : 2, 12 _ L
(h,kglgzo,O) (h +k ) sen 72 0.

Assim fungdo f(x,y) cumpre (16.1) e (16.2), portanto f(x,y) é derivavel em (0,0).



Exercicio 16.1: (Trabalho p/ casa)

Mostre que as seguinte fungdes sdo derivaveis no seu dominio (us-
ando definicdo formal e (16.1) e (16.2)).

@ f(xy) =x>+y2
(b) f(x,y) = sen(x? + y?)

Exercicio 16.2: (Trabalho p/ casa)

Mostre que as seguinte fung¢des sdo derivaveis no seu dominio (us-
ando o Teorema 16.3).

@ f(x,y)=In(x*+y?),
(®) f(x,y) = cos(e*™Y).

Exercicio 16.3: (Trabalho p/ casa)

Considere fungao:

4

f(x,y)={ xzxiﬂ,z (x,y) # (0,0)
0,  (xy)=1(0,0).

Descreva os pontos onde f é derivavel.
Resposta: todo R?.
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