VIV SN Derivadas parciais

Agora que temos uma breve discussdo sobre os limites e fungdes
continuas de vdrias varidveis, podemos prosseguir tomando as
derivadas de fun¢des de mais de uma varidvel. Antes de realmente
comecarmos a tomar as derivadas das fun¢des de mais de uma var-
idvel, vamos relembrar uma importante interpretacdo das derivadas
das func¢oes de uma variavel.

Lembre-se de que dada a fun¢do de uma variavel f(x) a derivada,
f1(x), representa a taxa de variagio da fungio quando x muda. Esta
é uma interpretagdo importante das derivadas e ndo vamos querer
perdé-la com fung¢bes de mais de uma varidvel. O problema com
fung¢des de mais de uma varidvel é que ha mais de uma variavel.
Em outras palavras, o que faremos se quisermos que apenas uma
das varidveis mude ou quando quisermos que mais de uma delas
mude? Na verdade, se vamos permitir que mais de uma das var-
idveis mude, entdo haverd uma quantidade infinita de maneiras
para que elas mudem. Por exemplo, uma varidvel pode estar mu-
dando mais rdpidamente do que outra(s) variavel(is) na funcao.
Observe também que serd completamente possivel que a fungdo
mude de forma diferente dependendo de como permitimos que
uma ou mais das varidveis sejam alteradas.

Precisaremos desenvolver formas e nota¢des para lidar com
todos esses casos. Nesta aula, vamos nos concentrar exclusivamente
na alteracdo de apenas uma das varidveis de cada vez, enquanto as
demais varidveis sdo mantidas fixas. Lidaremos com a permissao de
multiplas varidveis para mudar nas aulas futuras.

Se vamos permitir que apenas uma das varidveis mude, calcular
a derivada agora se tornard um processo bastante simples. Vamos
comecar esta discussdo com uma fungdo bastante simples.

Vamos comegcar com a fungdo f(x,y) = 2x?y> e vamos deter-
minar a taxa na qual a funcdo estd mudando em um ponto, se
segurarmos i e permitimos x para variar e se mantivermos x e
permitirmos y variar.

Comecaremos examinando o caso de segurar y fixo e permitindo
x variar. Uma vez que estamos interessados na taxa de variacdo da
fun¢do em (a,b), isso significa que sempre teremos y = b. Fazer isso
nos dard uma funcdo envolvendo apenas x E podemos definir uma
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nova funcédo da seguinte forma,
g(x) = f(x,b) = 2421

Agora, esta é uma fungdo de uma tnica varidvel e, neste ponto,
tudo o que estamos pedindo é para determinar a taxa de variacdo
de ¢(x) em x = a. Em outras palavras, queremos calcular g/(a).
Temos

g'(a) = 4ab®

Vamos chamar ¢/(a) de a derivada parcial de f(x,y) em relagdo
axem (a,b) e vamos denota-lo da seguinte maneira,

fr(a,b) = 4ab®.

Agora, vamos fazer da outra maneira. Agora vamos segurar x e
permitir y variar. Podemos fazer isso de maneira semelhante. Uma
vez que estamos segurando x fixado deve ser fixadoem x = a e
assim podemos definir uma nova fung¢io de y e entdo diferencie
isso como sempre fizemos com fung¢des de uma varidvel.

Ou seja,

h(y) = f(a,y) =2a*y> = 1 (b) = 6a*b?

Neste caso, chamamos /' (b) a derivada parcial de f(x,y) em
relagdo a y em (a,b) e n6s o denotamos da seguinte forma,

fy(a,b) = 6a*b>.

Observe que essas duas derivadas parciais as vezes sdo chamadas
de derivadas parciais de primeira ordem. Assim como com fung¢des
de uma variavel, podemos ter derivadas de todas as ordens. Vere-
mos as derivadas de ordem superior nas outras aulas.

Observe que a notagdo para derivadas parciais é diferente
daquela para derivadas de fun¢des de uma tnica varidvel. Com
fungdes de uma tinica varidvel, podemos denotar a derivada com
um dnico primo. No entanto, com as derivadas parciais, sempre
precisaremos lembrar a varidvel que estamos diferenciando em re-
lagdo a e, portanto, subscreveremos a varidvel que diferenciamos
em relagdo. Em breve veremos notagdes alternativas para derivadas
parciais.

Observe também que geralmente ndo usamos o (a,b) notacdo
para derivadas parciais, pois isso implica que estamos trabalhando
com um ponto especifico que normalmente ndo estamos fazendo.
A notagdo mais padrdo é apenas continuar a usar (x,y). Assim, as
derivadas parciais de cima serdo mais comumente escritas como,

frxy) =4xy® e fy(x,y) = 6xy"

Agora, como este exemplo rapido mostrou, calcular derivadas
de fung¢des de mais de uma varidvel é feito praticamente da mesma
maneira que calcular derivadas de uma tinica varidvel. Para calcu-
lar fy(x,y) tudo o que precisamos fazer é tratar todos os y como
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constantes (ou ntimeros) e, em seguida, diferenciar o x como sem-
pre fizemos. Da mesma forma, para calcular f;(x,y) vamos tratar
todos os x como constantes e, em seguida, diferenciar o y como
sempre fizemos.

Antes de trabalharmos com vérios exemplos, vamos ver as
defini¢des formais das derivadas parciais.

Uma vez que podemos pensar nas duas derivadas parciais acima
como derivadas de fungoes de varidvel tinica, ndo deveria ser muito
surpreendente que a defini¢do de cada uma seja muito semelhante
a definicdo da derivada para fun¢des de varidvel tnica. Aqui estdo
as defini¢oes formais das duas derivadas parciais que vimos acima:

el y) = lim FEFRN ZFCY),
e y) = tim JEY TR 0]

Se lembrarmos da defini¢do de limite de Calculo I, as defini¢des
acima parecem muito familiares, pois estdo bem préximas da
defini¢do de Célculo I com as devidas mudangas.

Agora vamos dar uma olhada rdpida em algumas das possiveis
notagdes alternativas para derivadas parciais. Dada a funcdo z =
f(x,y) a seguir estdo todas as notacdes equivalentes,

9 (x040) = 2% (x0,y0) = fe (30,%0)
g;(xo,yo) = % (x0,¥0) = fy (x0,¥0) -
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Exemplo 15.1

Seja f(x,y) = 3x%y. Vamos encontrar as derivadas parciais no ponto (a,b) = (1,2). Aplicando as
regras usuais da derivagdo temos o seguinte:

x,y) = 6xy, fx(1,2) =12
or 3.2 _
ay(x,y) 3x%, fy(1,2) =3.

Além disso podemos calcular a derivada através o limite (a defini¢do formal). Derivando em re-
lagédo do x, temos:

af . 3(x+h)?y—3x%y
a(x/]/)—}lllg(‘) h
. (x4 h)? a2
=3ylim —F—
yhlgtl) h
_ 3 limx2—|—2hx—i—hZ—x2
N yh%O h

= 3y lim (2x + h) = 6xy.
h—0
Assim, temos,

af

ax(l,2)z6~1~2=12.

Exemplo 15.2

Seja f(x,y) = 4x> + 3x>y%. Assim

_ 2.2
ax(x,y) = 8x 4+ 9x7y~,

of

af
aJ]:(x,y) = 6x3y.

Exercicio 15.1

Calcular as derivadas parciais para seguintes funcdes
(@ f(x,y)=xy+e¥+ylnx;
(b) flx,y) =Y.

2,
© f(xy)=sen (3 +42) + L

Solugdo 15.1 LEMBRETE:
1. (x7) = ax*1,
2. (a¥) = a*Ina.
f1_fs—f¢
3 {g] - gz '
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a) Temos:

of y 1
3 YTeT Yty
g—f:x+x-e"y+lnx

b) Neste caso, derivando em relagéo x e y, temos (aplicando a
derivagdo da fungdo exponencial e potencial, veja lembrete do lado):

of _ 4

Y

of _

@—x Inx

c)

J 2y (x2 4 12) — 242
—f(x,y) = cos (x2+y2) 2x + xy (* +y%) . XY
ox 2+ 12)
of _ > o 22 (2 +y?) -2y %y
@(X'y)_ms (x +y) 2+ (x2 + y2)? :

Antes de fazer o préximo exemplo, observem que podemos
definir as derivadas parciais para fun¢des com 3 e mais varidveis
também. Tenha sempre em mente que precisamos prestar muita
atencdo a qual varidvel estamos nos diferenciando. Isso é impor-
tante porque vamos tratar todas as outras varidveis como con-
stantes e, em seguida, prosseguir com a derivada como se fosse
uma funcdo de uma unica varidvel. Se vocé se lembrar disso, desco-
brird que fazer derivadas parciais ndo é muito mais dificil do que
fazer derivadas de fun¢des de uma tinica variavel como fizemos no
Calculo L.

Se f(x1,-,xn) é fungdo de n-variaveis e (ay, ..., a,) um ponto,
assim a derivada parcial da f(xq,-,x,) em relagdo da x; no ponto
(ay,...,a,) é definida como:

of .
a—xi(ul,...,an)—%lgtl) p

Exemplo 15.3

Seja f(x,y,z) = yzIn(xy). Calcule todas derivadas parciais da f.

DPER S
(ry,2) =yzy =

x/
1
x,Y,z) =z |In(xy) +v- — - x| = z[In(xy) + 1],
y (509:2) () +y- & [In(xy) +1]

of
ox
of
ay
I (xy,2) = yInay).
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Vamos lembrar que se uma fungdo f(x) possui derivada no ponto
X, assim f(x) é automaticamente fun¢do continua em xy. O seguinte
exemplo mostre que o fato anédlogo é falso para func¢des de varias
varidveis reais.

Exemplo 15.4

Considere func¢do f(x,y) dada por

Xy
, se X, 0,0
floy) =1 T (x,y) # (0,0)
0 se (x,y)=1(0,0)
Vamos calcular as derivadas parciais no ponto (0,0) seguinte a defini¢do formal. Temos:

% (0,0) = tim £V =F00 _,  0=0_,

ox x—0 x—0 =0 X
g(g/g) — lim M — limg =0.
d y—0 y—0 y—0 Y

1

Assim ambas derivadas parciais existem no ponto (0,0). Mas o limite lim, ,)_, (90 f(x,y) ndo
existe! (veja Aula 10). Assim a fungdo f(x,y) é descontinua no ponto (0,0).

Entdo esse exemplo mostra que a existéncia das derivadas parciais no ponto ndo implica que a
fungdo é continua no ponto.

Na aula que vem, vamos definir outra no¢do mais forte das
fung¢des derivéaveis , de modo que se f(x,y) é derivavel no ponto
(a,b), entdo f(x,y) é continua no ponto.

Ha um tépico final que precisamos examinar rapidamente nesta
aula. E a diferenciagio implicita. Antes de entrar na diferenciagdo
implicita para fungdes de multiplas varidveis, vamos primeiro lem-
brar como a diferenciacdo implicita funciona para funcdes de uma
variavel.
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Exemplo 15.5

Encontre Z—Z para 3y* + x7 = 5x.

Vamos lembrar que a chave é sempre pensar i como fun¢do de x, ouy = y(x). Assim quando
a gente deriva os termos que involvem y’s com respeito ao x, vamos precisar utilizar a regra de
cadeia, que diz que precisamos adicionar % para aquele termo.

Primeiramente vamos diferenciar ambos os lados com respeito ao x

d
12y3% 4726 =5,

Agora somente precisamos resolver para %.
dy _5-— 7x®
dx 123

Agora, resolvemos esse problema porque a diferenciagdo im-

plicita funciona exatamente da mesma maneira com fungdes de

vérias variaveis. Se tivermos uma fun¢do em termos de trés var-

idveis x,y, e z vamos assumir que z é na verdade uma fungdo de x e

y. Em outras palavras, z = z(x,y). Entdo, sempre que diferenciamos

z em relagdo a x vamos usar a regra da cadeia e adicionar o termo

z . . 4
——. Da mesma forma, sempre que diferenciamos z em relagdo a y
x

.. 0z
vamos adicionar o termo —.

Y
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Exemplo 15.6

0z d
Seja z = f(x,y) fungdo dada implicitamente pelo x*> +y?> +2z2 =1, z > 0. Calcule i, £
Temos
P42 =1

Derivando sobre x temos
9 (x2+y*+2?) 01

ox ox 0
Por outro lado temos (21 ) ()
d(x+y d(z 0z
— 5 = 2x, - 2z - Fr
Ou seja
24,24 .2 24,2 2
0 2 +) (¥ +yY) +8(z ) oy 2
ox ox ox ox
Agora resolvendo para E%Zc' temos
dJz _ «x
ox  z
Na mesma maneira temos que
%z _ Y
dy  z

Neste caso podemos simplesmente confirmar ambas as formulas. Temos

Z=1-22 -y s z=/1-x2 -2

Assim a expressdo explicita para z = f(x,y) é z = /1 — x2 — y2. Agora derivando para x, temos

Jz 1 s 1\ /2 _ X x
(1 x“—y > (—2x) = o

x 2 /1—x2—y2:

Exercicio 15.2

Seja fungdo z = z(x,y) dada implicitamente por
eV =2 +y? + 2%

0z
Expresse o em termos de x, v, z.

Solugdo 15.2

Derivando ambos os lados de e*¥? = x% + y? + z2., temos

0e*V?  9(x2 4y +22)
ox x '
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Por outro lado

i XYz _ XYz d(xyz) _Lxyz aj
ox. ¢ ox ¢ yz+xyax ’

a 2 2 2\ aZ
e (@ +v2+2) =242z

Assim

0z 0z
XYz —| = Ras
e [yz + xy ax] 2x +2z FPs

0z
Isolando —, temos

ox

d
[e* . xy —2z] - £ =2x— eV yz.

Portanto

dz _ 2x—eVE.yz
ox  er.xy—2z

Exercicio 15.3: (Trabalho p/ casa)

Encontre as derivadas parciais para fung¢des abaixo:
@ f(x,y) =x*+6,y—10,
(b) w(x,y) = x?y — 10y?z® + 43x — 7 tan(4y),

(©) h(s,t) =tIn(s?) + 5 — Vs,

(@ 2(0,0) = e
© gty =50,

(f) z(x,y) = /x2 +1n (5x — 3y2).
Exercicio 15.4: (Trabalho p/ casa)

Seja fungdo z = z(x,y) dada implicitamente. Expresse % em

termos de x, y, z.

(@) x%22 —5xy°z = x2 + >

0z 2x—3x222 45,5z 0Z ’ ‘
.92 _ 2x-3x%245y°z 02 32 425xytz
Resposta: ox | 2zsmp gy 2¥z-bxf

(b) x%sin(2y —5z) = 1+ ycos(6zx).

0z 2xsin(2y — 5z) + 6zy sin(6zx)
Resposta: 9x  5x2cos(2y — 5z) — 6yxsin(6zx)’
oz cos(6zx) — 2x% cos(2y — 5z)

dy  6xysin(6zx) — 5x2 cos(2y — 5z)
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