Revisﬁo 3.

14.1

Dominios das fungdes de vdrias varidveis.
Exercicio 14.1: Lista 2. 1(e)

Ache e esboce o dominio da fungao:

Fry) = e
SO = RN

Solucdo 14.1

O dominio da fungéo é todos os pontos onde as raizes \/x +y e
/X —y sdo definidas e ndo nulas. Ou seja é dado por
Dy ={(x,y) € R? | x> —y, x> y}.

As condi¢bes x = —y, x = y sdo duas retas na plano. Assim o
dominio sdo os pontos entre as retas com x > 0. Observe que
precisa tirar ambas as retas da imagem, poisse x = youx =
—y a funcdo ndo estd bem definida.

Exercicio 14.2: Lista 2. 1(j)

Ache e esboce 0 dominio da fungéo:

VAax —y?

flxy) = m
Solucgio 14.2

O dominio da fungdo sdo todos os pontos onde a raizes /4x — y?
eln (1 —x? — y?) estdo definidos e In (1 — x> — y?) # 0. Ou seja
é dado por

Di={(x,y) eR*[4x >y, 1-x>—y* >0, 1 -2 —y* #1}.
f Yy Yy Yy Yy
Observe que isso pode ser escrito como

Dr={(x,y) ER*|x >y*/4, 0 < x> +y* < 1}.

/
\_
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A condigdo x > y?/4 define uma pardbola no plano e x> +y* =

1 é a circunferéncia com raio 1 e centro na origem. O esbogo do
dominio é dado pela imagem ao lado. Observe que precisa de tirar
a parte da circunferéncia que fica do lado esquerdo da parébola.

Exercicio 14.3: Lista 2, 4(b)

Calcule
x% + y2

lim .
(xy)—=00) \/x2+y2+1—1

Solugido 14.3

Vamos fazer a troca t = x2 + 2. Observe que se (x,y) — 0 as-
sim obviamente t = x% + y?> — 0. Por outro lado se t — 0 as-
sim (x,y) — 0. Assim o limite dado podemos reescrever como
2, .2
. X . t
lim +y =1

= 11m —7-.
(xy)—=00) \/x2+y2+1—-1 t=0yt4+1-1

Multiplicando pelo conjugado /'t + 1+ 1, temos
t . tH(vVt+141)

lim = lim
=0V/t+1—-1 =20 (VE+1-1)(Vt+1+1)
t(Vt+1+1)

=lim ——~=

t—0 t+1-—1
=lim(VE+1+1) =2
t—0

Assim, o limite é 2.

Exercicio 14.4: Lista 2, 4(b)

Calcule Y-y
li —_—
(ey) o 10) (x — 1)2 172

Solucdo 14.4

Seja f(x,y) = % Vamos mostrar
que
lim X,
L) /
ndo existe. Vamos nos primeiro aproximar (1,0) e

aolongodoretax = 1. Entdiox = 1d4 / (1,0)
f(1,y) = 0y/(0 +y?) = 0 para todos y # 0, en-
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tao
f(x,y) -0 quando (x,y) — (1,0),

ao longo da reta x = 1. Agora nos aproximamos ao longo da

retay = x — 1. Entdo f(x,x — 1) = (x(fl_)zl)jt(yzx_—l)l)z = %

para todos x # 0, assim

flry) =5 quando (xy) > (1,0,

ao longo da reta y = x — 1. Como f tem dois limites diferentes
ao longo de dois caminhos diferentes, o limite ndo existe.

Exercicio 14.5: Lista 2, 4(a)

Calcule
Vi+1—\/y

lim
(xy)—(0,0) xy+y

Solucao 14.5

Seja f(x,y) = % Vamos ver o valor aproximado da f(x, x)

ao longo do caminho y = x. Temos:

lim VL =VE x+1—x

= lim
x50 XX+ X =0 (22 4+ x) (vVx + 1+ /x)
1

= lim .
=0 (22 4+ x) (VX + 1+ /%)
Este limite ndo existe, pois o denominador aproxima 0 e o numer-
ador é ndo nulo. Assim o limite da f(x,y) no ponto (0,0) também
nao existe.

Para calcular o seguinte limite, vamos lembrar o teorema do
confronto e as seguintes propriedades dos limites (veja Aula 10
para mais detalhes):



116

Theorem 14.1: Propriedades dos limites.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas funcdes. Assim
(1) Hmyy) () f(x,y) = 0 se e somente se lim(, ), ,5) |f(x,y)| = 0.
(2) Se lim(y,) (0 f(x,y) = L1 e im(, ) (a0 8(x,y) = Lo, entao:

a) lim [c-f(x,y)] =c-Ly, paraqualquer constante c;

(xy)—(ab)

b) lm [f(x,y)+g(xy)] =L+ Ly
(xy)—(ab)

o lim [f(x,y) g(x,y)] =L Ly
(xy)—(ab)

& um LY L2

(xy)—(b) &(x,y) Lo’

Theorem 14.2: Teorema de confronto. Versio 1.

Sejam f(x,y),g(x,y) e h(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

- lim x,y)=L= lim h(x,
(w)ﬂ(ﬂ/b)f( v (xy)—(ab) (o)

flxy) <g(xy) <h(xy),

para todos (x,y) "perto" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

- lim x,y) = L.
(x,y)%(ﬂ’b)g( Y)

Na prética, muito 1til a seguinte versdo do Teorema de Confronto
(que segue direitamente da primeira versao).

Theorem 14.3: Teorema de confronto. Versdo 2.

Sejam f(x,y) e g(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

lim x,y) =0
(x,y)%(ﬂrb)f( Y)

e ¢(x,y) é uma funcdo limitada em ponto (a,b), ou seja existe M tal que

lg(x,y)| <M,

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condigdes que:

lim x,v)-g(x,y) =0.
(x,y)ﬁ(a,b)f( y) - 8(x,y)

De fato varias fun¢des sdo limitadas, por exemplo g(x,y) =
2 2
T e 3(x,y) pois

x2 +y2 RN

0<x® <24 y?
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e, semelhante
0< y2 < x2 + yz.

Exercicio 14.6: Lista 2, 4(f)

LEMBRETE:

(x+y)3 (a+b)® = a®+ 3a%b + 3ab® + 1.

(xy)—(00) X2 +y*"

Calcule

Solucdo 14.6

Usando o lembrete do lado, temos que
(x +y)% = 2% +3x%y + 3xy” + 2.
Assim o limite pode ser escrito como

(x+y)°
x2 +y?
2 xZ 2

y
3y - 3x -
+3y x2+y2+ ey

lim ) (00)

]/2

= Ilim x 'x2+y2 .

) +00) | 2+ 92

+y

d f f v
Agora cada termo tem fator x ou y (que tentem para o) e fator m

2
ou 5 Portanto, usando o Teorema do confronto, temos que

x2+y
o limite é 0.



Exercicio 14.7: Lista 2, 4(i)

Calcule
1+ y3
m —_F.
(xy)—(0,0) X2 — y?

Solucdo 14.7

Primeiramente, observe que

3 3 —
Ty G
()= 00) X2 =y (xy)>00)  (x+y)(x
_ m Yoy " o)
C (wy)-x00) Xy ’
Considere o caminho y = 2x (caminho ver-

melho no esboc¢o), ao longo este caminho temos

2 2 2
x- —x-2x +4x 3x
’2 p— = —
£(x,2x) = -

f(x,2x) = -3x—0

Considere o caminho y = x — x? (caminho azul
no esboco). Neste caso, temos

x% — x(x —x2) + (x — x?)?

2
flox=x7) = x—x+x2
R e e b e
2
x4yt
— =

=1-x+x* > 1
Assim, ao longo de dois caminho diferentes, a fun¢do aproxima

os valores diferentes. Portando o limite ndo existe.

Exercicio 14.8: Lista 2, 4(j)
Calcule

lim XY

(xy)—(00) (3 —y)’

Solucao 14.8

Primeiramente, observe que a curva y = x> onde o denominar
nulo é fora do dominio da fungdo

flxy) = %
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2

Mas a curva y = x* sen x estd no dominio e quando

(x,y) — (0,0)

2 sen x aproxima y = x> (conforme a figura do lado)

acurvay =x
pois
. senx
lim =1,
x—=0 X

pelo limite fundamental. Assim vamos ver o valor aproximado

2

da f(x,y) ao longo da curva y = x*sen x. Temos:

5 x-x2-senx xsenx
flx,x“senx) = 3 5 =
x3—x2-senx X —senx

Agora temos (aplicando as duas vezes a regra L’'Hopital),

. X-senx . senx -+ xcosx
im——=1lim ——M—
x—»0Xx—senx x—0 1—cosx

COSX +Cosx —Xx-senx

= lim
x—0 senx
. 2cosx —x-senx 2
= lim — =
x—0 sen x 0

Ou seja o limite ndo existe. Portando o limite

. xy
111’1‘1 —.
(xy)—(00) (3 —y)

nio existe também.

Vamos lembrar, que se f(x,y) é uma fun¢do de duas varidveis reais
e (a,b) um ponto no dominio da f(x,y). Dizemos que f(x,y) é
continua no (4, b), se

lim x,y) = f(a,b).
L lm () = £

Analogamente, a funcdo f(x,y) é continua numa regido B C D se
ele é continua para todos (a,b) em B.

Temos as seguintes propriedades das fun¢des continuas.

Theorem 14.4: Propriedades das fun¢des continuas.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas fungdes continuas em ponto (a,b). Entdo:

c
e —— ¢ fungdo continua em ponto (a,b) para qualquer constante c.

f(xy)
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* f(x,y)+g(x,y) é funcdo continua em ponto (a,b) (ou seja, a soma das fungdes continuas é con-

tinua).

e f(x,y)-g(x,y) é funcdo continua em ponto (a,b) (o produto de funcdes continuas é continuo).

~

(x,y)
(x,y)

continuo).

oqQ

é funcdo continua em ponto (a,b), se g(a,b) # 0 (o quociente de fun¢des continuas é
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Theorem 14.5: Composicido das fungdes continuas.

Seja ¢ uma fungio de duas varidveis de um dominio D C IR?. Suponha que g seja continuo em al-
gum ponto (a,b) € D. Se h é uma fungdo de uma variavel real continua em ponto g(a,b), assim a
fungao composta

flx,y) =h(g(x,y)),

é fungdo continua em ponto (a,b) também.
Exercicio 14.9: Lista 2, 5(c)

Determine o conjunto dos pontos de continuidade da funcéo:
r—y
,y) =In —.
fry)=In 7

Solucdo 14.9

— 2 XY
Dy = {(x,y) eR |x2+y2 >0}

:{(x,y)EIR2|x>y}.

Os polindmios x — y e x? + y? sdo continuos em todos 0s ntimeros
reais e, portanto, temos

X—y

g(x,y) = W

é continua em todos os pontos (x,y) do conjunto Dy, pois (0,0)
ndo pertence esse conjunto. Agora fungdo h(x) = Inx é continua
no seu dominio, assim a continuidade da composicdo das fungdes
nos diz que

— x—y
h(g(x/y)) =In X2 +y2

é continuo em todos os pontos (x,y) do conjunto Dy.

Exercicio 14.10: Lista 2, 5(f)

Determine o conjunto dos pontos de continuidade da funcéo:

— 2 2
flxy) = : CEEW'% (x,y) # (0,0)

1se (x,y)=1(0,0).

Solucdo 14.10

Os polindmios x? e y? sao continuos em todos os nlimeros reais
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e, portanto, temos x? + 42, \/x% + y2 e cos 1/x2 + y2 sdo fungdes
continuas para todos os pontos (x,y) do plano, como soma e com-
posicao das fungdes continuas respectivamente. Assim a fungao
1—cos/x2 +12
x2 +y?

inador é ndo nulo, ou seja, para todos (x,y) # (0,0).

Agora vamos calcular o limite da fung¢do f(x,y) no ponto (0,0).
Para ser continua é necessario que

é continua para todos os pontos onde o denom-

lim )f(x,y) = £(0,0) = 1.

(xy)—(0,0
Temos:
1— / x2 2
lim f(x,y)= lm Coi x2 R
(xy)—(0,0) (xy)—(0,0) Xty
1—cost
222
Aplicando a regra L’'Hopital, temos
1—cost sent 1
li = li =-#1=f(0,0).
0 P2 AT R f(0.0)

Como

(x/y%iLrE0,0)f(x'l/) # £(0,0).

Assim f(x,y) é descontinua em (0,0). Resumindo, temos que f(x,y)
é continua em todos os pontos tais que (x,y) # (0,0).
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