SR EN Revisio 2.

6B Comprimento das curvas

Vamos lembrar as férmulas para calcular os comprimentos das
curvas. Mais informagdes estdo disponiveis na Aula 7.

Seja f(x) uma funcdo suave no intervalo [a,b]. Entdo, o compri-
mento do arco da por¢do do gréfico de f(x) do ponto (4, f(a)) ao
ponto (b, f(b)) é dado por:

b
Comprimento do Atco = [*\/1+ [f(x) dx. .
omprimento do Arco ] [f"(x)] dx (13.1)

Se a curva dada pelas equagdes paramétricas (como na Aula 4):

x=x(t), y=yl)
onde t varia num intervalo [c, d], entdo o comprimento do arco
da porgao do grafico da curva (x(t),y(t)) do ponto (x(c),y(c)) ao
ponto (x(d),y(d)) é dado por:

. d 2 2
Comprimento da curva :/c \/[x’(t)] + [y (#)]"dt. (13.2)

Finalmente, se a curva é dada pela equagéo polar p = f(6) com
angulo a« < 6 < B, conforme a imagem de baixo.
1Y
0=p

Assim o comprimento do arco da curva p = f(#) com angulo
x <6 < B édado por

p
Comprimento da curva = / \/ 2+ [f(0)]%de. (13.3)
o




Exercicio 13.1: (Lista 1, (a))

3
2

2
Calcule o comprimento do arco da fungdo f(x) = 3¥ quando

0<x<1.

Solucao 13.1

Vamos cuidar primeiramente da derivada e da raiz. Temos

flx)=x2 e /14 f(x)2=VI+x

Assim, aplicando a férmula (13.1), temos

1
Comprimento do Arco = / (1+ x)%dx = %(1 —i—x)% 0= 15 +—
0

Exercicio 13.2: (Lista 1, (e))

x_

Calcule o comprimento de arco da fun¢do f(x) = In Zx 1 quando
a<x<hb.
Solucao 13.2
Observe que podemos escrever f(x) como

F) =In "L —in(e* —1) — In(e* +1)

e 1 ’
Assim, temos
F(x) = e et (et —ef(er—1) 27
=1 41 (ef—1)(e*+1) e -1

Portanto

2x
\/1+f/(.7C)2: 1+(€2f€—1)2

_ 1)
(er _ 1)2
e 41
e —1
2 2x
S}
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Assim, aplicando a férmula (13.1), temos

2¢2%

b
Comprimento do Arco = (25
omprimento do Arco : (ezx— 7

1)dx

= ‘u = —1,du = Zezxdx]
b

= [In|e*x — 1 —x]‘
a

e 1

Exercicio 13.3: (Lista 1, 2(c))

Calcule o comprimento de curva dada em forma paramétrica:
x(t) =1—cost, y(t) =t —sent,

quando 0 <t < 7.

Solucao 13.3

Temos
x'(t) =sent,  y'(t)=1-—cost.
Portanto

\/x’(t)2 +y'(t)? = \/sen2 t+ (1—cost)?

— /sen2t+1—2cost+ cos?t

=+/2—2cost = 1/2'2861‘12% :2sen%.

Assim, aplicando a férmula (13.2), temos

& t
Comprimento do Arco = / 2sen idt
0

4 OH" 4
= (fcosi)‘o— .

Exercicio 13.4: (Lista 1, 2(d)
Calcule o comprimento de curva dada em forma paramétrica:

3
tz,

~
N
[S210 8]

X(t) = o, y(t) =

quando 0 <t < 1.

Solucdo 13.4



Temos

NI

()=t  y(t) =t2.
Portanto
VX (B2 4y ()2 =VEE+B =tV1+t

Assim, aplicando a férmula (13.2), temos

1
Comprimento do Arco = / tv1 + tdt
0

t+1=u? t=1—>u=+2
dt =2udu, t=0—u=1

V2
:/1 (u* — 1)u(2u)du

V2
— 4_ 2
_2/1 (u* —u®)du

N

1 715+ 15 °

Exercicio 13.5: (Lista 1, 4(b)

Calcule o comprimento de curva dada em equagdes polares:

p(0) =1+ cosb,

quando 0 < 6 < 7.

Solugdo 13.5

Temos
o' (6) = —sen®.
Portanto
\/P(9)2 +p'(0)* = \/(1 + cos6)? + sen? 6
= /14 2cos 6 + cos? § + sen? f

0 0
=2+ 2cosf = \/2~2c032§ :2cos§.

Assim, aplicando a férmula (13.3), temos

T
Comprimento do Arco = / 2 cos gd@
0

4 oy" 4
= (seni)’(J =4.
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Exercicio 13.6: (Lista 1, 4(d)

Calcule o comprimento de curva dada em equagdes polares:

p(G) = 6_9/
quando 0 < 6 < 27,
Solugdo 13.6
Temos
p'(0) = —e7".
Portanto

p(0)2+ p'(0)2 = Ve~ 20 4 ¢—20

= \/5679.

Assim, aplicando a férmula (13.3), temos

27
Comprimento do Arco = / V2e%de
0

= \/2(76—9)‘2" = \fZ[l 73_2”}
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Areas em coordenadas polares

Vamos lembrar as férmulas para calcular as areas das regides em

coordenadas polares. Mais informagdes estdo disponiveis na Aula 6.
1Y
0=p

Estaremos procurando a drea amarela no esbogo acima do con-
junto A, dado por

a={(p0]

A férmula para encontrar esta area é,

p
Area A = %/fz(e)de. (13.4)

Além disso nos varios exemplos é bem ftil calcular as dreas de
regides entre duas curvas f(6) e g(6) quando o raio varia como no
esboco de lado.

Estaremos procurando a drea no esbogo do lado dado por

A— {(Ple) ’ g(0) <p < f(0) }

a<H<B

A férmula para encontrar esta area é,

Area A =

N~

B
[1£2(6) - @)\, (135
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Exercicio 13.7: (Lista 1, 3(d)

Calcule a area de intersecdo das curvas:

p(0) = cos®, p(0) = sen@.

Solugdo 13.7

Lembrando a aula 5, temos que p(f) = cos 6 define a circunfer-
éncia no plano, pois

p = cosb,
= p? = pcosb,
= x2+y2 =X,
= (x—1/2)+y* = (1/2)%,

ou seja p(0) = cos 6 é circunferéncia com centro em ponto (1/2,0)
e raio 1/2. Semelhante, p(6) = sen6 é circunferéncia com cen-
tro em ponto (0,1/2) e raio 1/2. Eles se encontram quando

s
cosf = senb, =0=—.
4
Observe que para calcular a area interior das ambas as circunfer-
éncias, podemos dividir a regido para duas: quando o angulo varia
entre o e 71/4 e quando o angulo varia entre 77/4 e 71/2 (como na

figura do lado). Aplicando a férmula (13.4) temos
. 1 /% 1 /7
Area = - /4 sen® 0do + = /2 cos? 0d6
2 Jo 2 )z
= / * sen2 0d0
0

T1—cos26
_ [Flzcosdfy,
L

1 [9_ ser;ZG}

us
4

Exercicio 13.8: (Lista 1, 3(e)

Calcule a area de intersecdo das curvas:
2 _ 2 _
p°(0) = cos®b, 0°(0) = sen6,

com p > 0.
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Solugdo 13.8

Os graficos se encontram quando

cos? 0 = sen? 9, = 0= %

Agora conforme imagem do lado e prosseguindo como no exer-
cicio anterior temos:

. 1 /% 1 1%
Area = 7/4 sen@d@—i—f/2 cos 0d6
2 Jo 2 )z

= /Z sen 6d0
0

Exercicio 13.9: (Lista 1, 3(b)

Calcule a area de intersecdo das curvas:

p(0) =2 —cosb, p(0) =1+ cosb.

Solugdo 13.9

Os gréficos se encontram quando
2—cosf =1+ cosb, = cosf =1/2, :Gzig.

Agora conforme imagem do lado e prosseguindo como nos ex-
ercicios anteriores temos:

< 1 3 2 1 Tt 2
Area :2[5/ (2 —cosf) d9—|—§/ (1+ cosB) de}
0 3

s T
:/3(4—4c056+c0520d6+/ (1+2cos 8 + cos®0)do
0 3

_ 5m—6V3
-2

Exercicio 13.10: Aula 7, Trabalho p/ casa

Determine a drea que estd foradop = 3 4 2cos 8 e dentro do
o =2.

Solucao 13.10

Para determinar esta drea, precisamos saber os valores de 6 para
os quais as duas curvas se cruzam. Podemos determinar esses pon-

111

r=3+2sné




tos definindo as duas equagdes e resolvendo:
3+2sinf =2

. 1
sm9—f§ = 9—?,7

77T 117
Entao, esta é a regido que obtemos usando os limites ° para <

Agora conforme imagem do lado temos e aplicando (13.5) temos:

Ur
p % 1
Area = /7: = (?_)2 - (3 +25in9)2) dae

@‘:

%1 . .
—/ 5 —5—12sinf — 4 sin 9) do
1
2

:/Ln

6

= %(—79 + 12 cos 6 + sin(26))

11v3 77

2 3

(=7 —12sin6 + 2 cos(20))do

Un

7
6

Exercicio 13.11: Aula 7, Trabalho p/ casa

r=3+2sn8

Determine a drea que dentro das ambasp = 3 +2cosfep =
2.

Solugao 13.11 ;

Neste caso, vamos notar que o circulo é dividido em duas partes =2
e estamos atrds da parte superior. Observe também que encon-

tramos a drea da parte inferior no Exercicio anterior. Portanto, a

area é,

Area = Area da Circumferencia — Area do Exercicio anterior

11v3
=P -ty
11v3 197

2+3'
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