Aula 10. IRNZRTES

Nesta aula daremos uma olhada nos limites que envolvem fun¢des
de mais de uma varidvel. Na verdade, vamos nos concentrar prin-
cipalmente nos limites das fun¢des de duas varidveis, mas as ideias
podem ser estendidas para fun¢des com mais de duas varidveis.

Antes de entrarmos nisso, vamos relembrar brevemente como
funcionam os limites das fun¢des de uma variavel. N6s dizemos
isso,

lim f(x) =L

se,
lim f(x)= lim f(x)=1L

x—at x—a~
Além disso, lembre-se disso,
lim f(x)
x—at
é um limite a direita e exige que olhemos apenas para os valores de
que sdo maiores que 4. Da mesma forma,

lim f(x)

X—a -

é um limite do lado esquerdo e exige que olhemos apenas para os
valores de x que sdo menores que 4.

Em outras palavras, teremos lim,_,, f(x) = L se f(x) aproxima
L independendo como x aproxima o ponto a (do lado esquerdo,
direito ou ambos).

Agora, observe que, neste caso, existem apenas dois caminhos
que podemos tomar conforme avangamos em direcdo a x = a.
Podemos nos mover da esquerda ou podemos mover da direita.
Entdo, para que o limite de uma fun¢do de uma variavel exista,

a fungdo deve estar se aproximando do mesmo valor conforme
tomamos cada um desses caminhos em dire¢do a x = a.

Com fungdes de duas varidveis, teremos que fazer algo semel-
hante, exceto que desta vez (potencialmente) haverd muito mais
trabalho envolvido. Vamos primeiro abordar a notagdo e ter uma
ideia do que vamos pedir nesses tipos de limites.

Estaremos pedindo para tomar o limite da fun¢do f(x,y) se x
aproxima a e y aproxima b. Isso pode ser escrito de varias maneiras.
Aqui estdo algumas das notag¢des usuais:

X—a

e (x9)—(a,

lim f(x,y) lim b)f(xfl/)



Usaremos a segunda notacdo com mais freqiiéncia neste curso.
A segunda notacdo também é um pouco mais ttil para ilustrar o
que realmente estamos fazendo aqui quando determinamos um
limite. Ao tomar o limite de uma func¢éo de duas varidveis, estamos
realmente perguntando o que o valor de f estd fazendo enquanto
movemos cada vez mais perto do ponto.

Assim como com os limites das fun¢des de uma varidvel, para
que esse limite exista, a fungdo deve estar se aproximando do
mesmo valor, independentemente do caminho que tomamos con-
forme avancamos em diregédo a.

O problema que imediatamente enfrentamos é que ha literal-
mente um nimero infinito de caminhos que podemos seguir a
medida que avangamos em direc¢do a . Aqui estdo alguns exemplos
de caminhos que podemos seguir.

Vamos comparar o comportamento das fungdes

x27y2

sen (x2 + y?) _
x2 +y?

x2+y2 e g(x,y)

floy) =
como x e y se aproximam de 0 [e, portanto, o ponto (x,y) se aprox-
ima da origem)].
Na tabela de baixo mostremos os valores da fungao f(x,y) para
os pontos (x,y) pertos da origem (0,0).

Y1 10| —05 | —02 0 0.2 0.5 1.0
X

—1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455
—0.5 | 0.759 | 0959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759
—0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829
0 0.841 | 0.990 | 1.000 1.000 | 0.990 | 0.841
02 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829
0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759

1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455
Respectivamente, na tabela de baixo mostremos os valores da

fun¢do g(x,y) para os pontos (x,y) perto da origem (0,0).

N Y -1.0 -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1.0
-1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 0.923 0.600 0.000
—-0.5 | —0.600 0.000 0.724 | 1.000 0.724 0.000 | —0.600
—02 | —0.923 | —0.724 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0 —1.000 | —1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000
0.2 —0923 | —0.724 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 —0.600 0.000 0.724 | 1.000 0.724 0.000 | —0.600
1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 0.923 0.600 0.000

Acontece que se (x,y) se aproxima de (0,0) os valores de f(x,y)
se aproximam de 1, enquanto os valores de g(x,y) ndo se aproxi-
mam de nenhum niimero. Acontece que essas suposi¢des baseadas
em evidéncias numéricas estdo corretas, e escrevemos

sen (x2 + yz) _ . x? —y?

m > 5 =1 e im 5 > nao existe
(xy)—(00) x*+y (xy)—(0,0) X° +y
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Em geral, usamos a notagdo

(e mian flry) =1

para indicar que os valores de f(x,y) se aproximam do nimero L
conforme o ponto (x,y) se aproxima do ponto (a,b) ao longo de
qualquer caminho que permaneca dentro do dominio de f. Em
outras palavras, podemos tornar os valores de f(x,y) tdo préoximos
de L quanto quisermos, levando o ponto (x,y) suficientemente
préximo do ponto (a,b), mas ndo igual a (a,b).

Exemplo 10.1

Vamos mostrar que

x2

li —_
(x9)00) X2 + 32

ndo existe. Seja f(x,y) = (x2)/ (x?>+y?). Primeiro vamos nos aproximar

(0,0) ao longo do eixo x (caminho vermelho na figura do lado). Entaoy = 0 (0,0)
da f(x,0) = x?/x* = 1 para todos x # 0, entdo

f(x,y) =1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo x. Agora nos aproximamos ao longo do eixo y (caminho azul na figura do lado)

colocando x = 0. Entdo f(0,y) = y% = 0 para todos y # 0, assim

f(x,y) =0 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes, o
limite ndo existe.

Exemplo 10.2

Vamos mostrar que

2 .2
(xy)—(0,0) X~ + Y
néo existe. Seja f(x,y) = (x> —y?)/ (x*>+y?). Primeiro vamos nos aproxi-
mar (0,0) ao longo do eixo x. Entdo y = 0 déd f(x,0) = x?>/x*> = 1 para todos 2 (0,0)

x # 0, entdo
f(x,y) -1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo x. Agora nos aproximamos ao longo do eixo y colocando x = 0. Entdo f(0,y) =
42
= —1 para todos y # 0, assim

f(x,y) - —1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes, o
limite ndo existe.



Exemplo 10.3

Vamos mostrar que

lim Y
(x)=(00) x* + ¥ \ /

néo existe. Seja f(x,y) = (xy) / (x> +y?) . Neste caso vamos primeiro aprox- .
imar (0,0) ao longo do reta x = y. Entdoy = x da f(x,x) = x?/(x* + x?) = / i‘QO\)
1/2 para todos x # 0, entao

flx,y) — % quando (x,y) — (0,0),

ao longo daretax = y. Agora nos aproximamos ao longodaretay = —x. Entdo f(x,—x) =
ﬁxyyz = f% para todos y # 0, assim

flx,y) — —% quando (x,y) — (0,0),
ao longo da reta x = —y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes,

o limite ndo existe.

Exemplo 10.4

Vamos mostrar que

2
lim _~Y_
(x)=(00) X* +y?
néo existe. Seja f(x,y) = (x%y) / (x*+ y?). Aproximando (0,0) ao longo do
[ ]
(0,0)

eixo x, temos f(x,0) = 0/(x*) = 0 para todos x # 0, entdo

f(x,y) -0 quando (x,y) — (0,0),
0

ao longo de eixo x. Aproximando ao longo do eixo y temos f(0,y) = ¥

= 0 para todos y # 0, as-
sim
f(0,y) -0 quando (x,y)— (0,0),

3

X X
1 do ei LA i d I da ret =yt LX) = =

ao longo do eixo y. Agora aproximando ao longo da reta x = y temos f(x, x) o 21

para todos x # 0. Lembra-se que lim,_,o XZL—H =0, assim

f(x,x) =0 quando (x,y) — (0,0),

aolongodoretax = y. Temos que 3 caminhos diferentes ddo a mesma resposta, mas isso ndo
garante que o limite existe e igual a zero. Considere o caminho quandoy = x? (caminho azul na
figura). Assim f(x,x?) = x*/(x* + x*) = 1/2 para todos x # 0, ou seja

f(x,xz)—>% quando  (x,y) — (0,0),

ao longo do caminho y = x2. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos difer-
entes, o limite ndo existe.
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Lembrete. Sejam f(x),g(x) e h(x)
e seja a um ponto, tais que:

lim f(x) = L = lim h(x)
e
f(x) < g(x) < h(x)
Entdo, resulta destas condigdes

que: -limy_,, g(x) =L
Lembra-se que para calcular os limites da fun¢do de uma variavel

real um resultado bem ttil é o Teorema de confronto (veja Lembrete
do lado). Temos um andlogo desse Teorema para func¢des de duas
varidveis reais.

Theorem 10.1: Teorema de confronto. Versio 1.

Sejam f(x,y),g(x,y) e h(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:
- lim x,y)=L= 1lim h(x
(xry)%(ﬂ,b)f( 2 (xy) = (ab) (9)

fxy) < glxy) <h(xy),

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

- lim x,y) = L.
(X,y)%(arb)g( v

Na pratica vamos aplicar muito a seguinte versdo do Teorema de
Confronto (que segue direitamente da primeira versdo).

Theorem 10.2: Teorema de confronto. Versao 2.

Sejam f(x,y) e g(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

lim x,y) =0
(x,y)%(ﬂrb)f( v

e ¢(x,y) é uma funcdo limitada em ponto (a,b), ou seja existe M tal que

lg(x,y)| <M,

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

lim x,v)-g(x,y) =0.
(x,y)%(u’b)f( y)-g(x,y)

Antes de ver alguns exemplos, vamos observar que funcao

g(x,y) = ﬁyz é limitada no todo plano xy. De fato

0§x2§x2+y2.

assim

x2

0< - <1.
Xty
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Exemplo 10.5

Vamos calcular
3
lim ﬁ.
(xy)=(00) X* +Y
X .
Temos que h(x,y) = P é funcdo limitada, assim

X3 X2
(xy)—=(00) X=+ Y= (xy)—=(00) X°+Y

Aplicando o Teorema 10.2 pois, obviamente que x — 0 quando (x,y) — (0,0).

Observagio 10.1

2
X
A cima vimos que a funcdo g(x,y) = P é limitada, mas o limite

x2

li —_
(x3)5(00) X2+ 2

ndo existe pelo Exemplo 10.1. Se a fun¢do §(x,y) = %4_2 fosse limitada o limite

2
(xy)=(00) X~ + Y (xy)—=(00)  X°+Y

existiria. De fato, temos

10!
=10"1, y =0, 5(107L,0) = ——— =10
X y - &l )= 10210
—10
5 10 10 — 1010

_1n-10 ., _ - _
x=10"", y=0, = 3(10 ,)—107204_0

x
Assim os valores da fungdo §(x,y) = 21 crescem ilimitadamente quando (x,y) aproximam o

ponto (0,0) é portanto ¢(x,y) ndo é limitada em ponto (0,0).
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Exemplo 10.6

Vamos calcular
: xy
lim

(x)—(00) /22 + Y2

é funcdo limitada, pois

0<x<4/x24y2,

T h = —
emos que h(x,y) e

para todos (x,y). Assim

lim atl i ad

—— = lim — =0
(xy)—(00) /22 + 2 mwwmywﬂ+ﬁ

Aplicando o Teorema 10.2 pois, obviamente que y — 0 quando (x,y) — (0,0).

Exemplo 10.7

Vamos calcular .

x
li X SN
(x'y)lg}(),o) |:x6 +]/2 Sen(x ]/)}
6
Fungdo f(x,y) = ﬁﬁ é fungdo limitada (mostre!), alem disso

lim sen(x®-y) =0,
(xy)=(0,0)
pois x* -y — 0 quando (x,y) — (0,0) e sen é uma fungéo continua (vamos explicar melhor isso na
proxima aula). Assim o Teorema 10.2 temos
6

1 _ . 3. p—
«Jﬂwiﬁ+fsm& M .

Alem do Teorema do confronto, na pratica é bem util aplicar as
seguintes propriedades dos limites:
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Theorem 10.3: Propriedades dos limites.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas funcdes. Assim
(1) Hmyy) () f(x,y) = 0 se e somente se lim(, ), ,5) |f(x,y)| = 0.
(2) Se lim(y,) (0 f(x,y) = L1 e im(, ) (a0 8(x,y) = Lo, entao:

a) lim [c-f(x,y)] =c-Ly, paraqualquer constante c;

(xy)—(a,b)

b) lim [f(x,y) +g(x,y)] = L1+ Ly
(xy)—(a,b)

o lim [f(xy) g(xy)]=L1-Ly;
(xy)—(a,b)

: flxy) Ly
d lim =—, sel 0.
)<x,y>%(a,b> gx,y) Lo 27

Exemplo 10.8

Vamos calcular
B +yP
im .
(x)=(00) X2 +y?
Aplicando o Exemplo 10.6 temos que

3 3
lim ——= lim yi.
(xy)—(00) X2+ Y2 (xy)—(00) X2 + y?

Assim, aplicando a propriedade da soma de limites, temos

3 3 3 3
(xy)=(00) X2+ Y7 (xy)=(00) X+ Y (xy)—(00) X* + ¥
Exemplo 10.9
Vamos calcular
) x%-senx- (x?+1)
lim >
(xy)—(0,0) Xty
2
Aplicando o fato que xzxi_kl é limitada e o Teorema de confronto, temos
, x? - senx , x?
lim o2 = lim sen xﬁ =
(xy)=(00) X*+Y (xy)—(0,0) Xty
Assim, aplicando a propriedade do produto de limites, temos
2 (2 2,
fim  SSn(THD) g Fsenx L 2y g2,

(xy)—(0,0) x2 42 C @y)—=00) 2412 (xy)—(00)



Exercicio 10.1: (Trabalho p/ casa)

Mostre que

2xy?

(x9)00) X2+ y*

nao existe.

Exercicio 10.2: (Trabalho p/ casa)

Mostre que
lim Xt y,
(xy)—=(00) X — Y

nao existe.

Exercicio 10.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule
3

, x%y —x
im —,
(xy)—(00) X2 +y?

usando o Teorema 10.2.

Exercicio 10.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule
. x?
lim

- . Xy
(x)r(00) X2+ 92 o ( m)

usando o Teorema 10.2.
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