VaXTI Rl [1111c0es de vdrias varidveis

Até agora a gente trabalhou somente com fun¢des de uma varidvel
real. Mas, no mundo real, as quantidades fisicas muitas vezes de-
pendem de duas ou mais varidveis. Por exemplo, a temperatura no
estado de Sdo Paulo depende de duas coordenadas do local (como
na imagem do lado). A partir dessa aula (e até final do curso) va-
mos estudar as fungdes de vérias variaveis e estenderemos as ideias
bésicas do calculo diferencial para tais fungdes.

Fungoes de duas varidveis

A defini¢do de uma fungdo de duas varidveis é muito semelhante

a definicdo de uma func¢do de uma variavel. A principal diferenca
é que, em vez de mapear valores de uma varidvel para valores de y z
outra varidvel, mapeamos pares ordenados de varidveis para outra
variavel. D f(xy)
Defini¢ao .
(xy)

Uma funcéo f de duas varidveis é uma regra que atribui a x
cada par ordenado de ntiimeros reais (x,y) em um conjunto (a,b)

o . . . f(a,b)
D, um tnico numero real denotado por f(x,y). O conjunto D
é o dominio de f e sua imagem é o conjunto de valores que f

assume, ou seja, {f(x,y) | (x,y) € D}.

Muitas vezes escrevemos z = f(x,y) para tornar explicito o
valor assumido pela f no ponto geral (x,y). As varidveis x e y sdo
varidveis independentes e z é a varidvel dependente.

Uma fungédo de duas varidveis é apenas uma fungdo cujo dominio
é um subconjunto de R? e cuja imagem é um subconjunto de RR.
Uma forma de visualizar tal funcdo é por meio de um diagrama
de setas (veja a Figura do lado), onde o dominio D é represen-
tado como um subconjunto do plano e imagem é um conjunto de
nimeros em uma linha real, mostrado como um eixo-z. Por ex-
emplo, se f(x,y) representa a temperatura em um ponto (x,y) em
uma placa de metal plana com a forma de D, podemos pensar no
eixo-z como um termdmetro exibindo as temperaturas registradas.

Se uma fungdo f é dada por uma férmula e nenhum dominio é
especificado, entdo o dominio de f é entendido como o conjunto de
todos os pares para os quais a expressao dada é um nimero real
bem definido.
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Exemplo 9.1

Encontre o dominio e a imagem de cada uma das
seguintes fungdes:

W
<

(@) f(x,y) =3x+5y+2,

(b) g(x,y) = /9 —x2—y>2 3

(a). Este é um exemplo de funcéo linear em duas var-

idveis. Ndo ha valores ou combinacdes de x e y tais que

f(x,y) seja indefinido, entdo o dominio de f ¢ R? . Para

determinar a imagem, primeiro escolha um valor para z.

Precisamos encontrar uma solugédo para a equagao f(x,y) = z,

ou3x — 5y +2 = z. Uma dessas solugdes pode ser obtida definindo primeiroy = 0, o que re-

sulta na equagdo 3x + 2 = z. A solugdo para esta equagdo é x = ZT, o que dd o par ordenado

(%, 0) como uma solugdo para a equagédo f(x,y) = z para qualquer valor de z.

Portanto, a imagem da fungao sdo todos os nimeros reais, ou R.

(b). Para que a fungdo g(x,y) tenha um valor real, a quantidade sob a raiz quadrada deve ser ndo
negativa: 9 — ¥ — yz > 0. Essa desigualdade pode ser escrita na forma x2 4+ yz < 9. Portanto,
o dominio de g(x,y) é {(x,y) € R?|x%>+y*> < 9}. O desenho deste conjunto de pontos pode
ser descrito como um disco de raio 3 centrado na origem. O dominio inclui o circulo de fronteira,
conforme mostrado no desenho acima.

Para determinar a imagem de g(x,y) = +/9 — x% — y? comegamos com um ponto (xg, o) na fron-
teira do dominio, que ¢ definido pela relagdo x> + y*> = 9. Segue-se que x5 + 3 =9 e

8 (xo,y0) = \/9—9%—%: \/9— (Z+y3)=vo-9=0.

Se x% + y% = 0 (em outras palavras, xop = Yo = 0), entdo

8(xo,yo)=\/9—X§—y%=\/9—(xg+y3) =v9-0=3.

Este é o valor maximo da fung¢do. Dado qualquer valor c entre 0 e 3, podemos encontrar todo um

conjunto de pontos dentro do dominio de g tal que g(x,y) = c:

Nome——

9—x2—y2:cz,

P4yt =9-c%

Como 9 — ¢ > 0, isso descreve um circulo de raio v/9 — c2 centrado na origem. Qualquer ponto
neste circulo satisfaz a equagdo g(x,y) = c. Portanto, a imagem desta fung¢do ¢ o intervalo [0, 3].

Exercicio 9.1

X~y

Encontre e desenhe o dominio da fungdo f(x,y) = Ty
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Solugdo 9.1

A funcao esta definida para todos pontos onde denominador da

~ X—Y
expressao T
X

é ndo-nulo. Assim o dominio é dado por

{(x,y) e R* | x # —y}.

O desenho é do lado.

Exercicio 9.2

Encontre e desenhe o dominio da fungéo f(x,y) = In(y — x?).

Solugdo 9.2

A fungdo estd definida quando o argumento da In é positivo. As-
sim o dominio é dado por

{(x,y) eR* |y > x*}.

O desenho ¢é do lado. Observe que precisamos tirar a fronteira (é
pardbola y = x?) do dominio.

Exercicio 9.3

In(—y)

Encontre e desenha o dominio da fungéo f(x,y) = ————.
1—x2—y?

Solugdo 9.3

A funcgdo estd definida quando o argumento da In é positivo e ar-
gumento de raiz é positivo também. Assim o dominio é dado por

{(x,y) e R? |y < 0,x* + 1> < 1}.

O desenho ¢é do lado. Observe que precisamos tirar a fronteira do
dominio.

Gridficos das Fungdes de Duas Varidveis

Suponha que desejamos representar graficamente a fungdo z =
f(x,y). Esta fun¢do possui duas variéveis independentes x e y

e uma varidvel dependente z. Ao representar graficamente uma
fun¢do y = g(x) de uma variével, usamos o plano cartesiano. Pode-
mos representar graficamente qualquer par ordenado (x,y) no
plano, e cada ponto no plano tem um par ordenado (x,y) associado
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a ele. Com uma fungdo de duas varidveis, cada par ordenado (x,y)
no dominio da fung¢do é mapeado para um ndmero real z. Portanto,
o grafico da fungdo f consiste em triplas ordenadas (x,y,z). O gra-
fico de uma fungdo z = f(x,y) de duas variaveis é chamado de
superficie.

Para entender melhor o conceito de tracar um conjunto de triplas
ordenadas para obter uma superficie no espago tridimensional,
imagine o sistema de coordenadas (x,y) plano. Entdo cada ponto
no dominio da fung¢do f tem um valor z exclusivo associado a ele.
Se z for positivo, o ponto representado no grafico estard localizado
acima do plano xy; se z for negativo, o ponto representado no gra-
fico estard localizado abaixo do plano xy. O conjunto de todos os
pontos representados no grafico torna-se a superficie bidimensional
que é o grafico da funcdo f.

Por exemplo, abaixo representamos o gréfico da fun¢do do Ex-
emplo acima onde f(x,y) = /9 — x% — y2.

z

Curvas de Nivel

Para caminhar por trilhas acidentadas, pode-se utilizar um mapa
topografico que mostra como as trilhas mudam de forma abrupta.
Um mapa topogréfico contém linhas curvas chamadas linhas de
contorno. Cada linha de contorno corresponde aos pontos no mapa
que tém a mesma elevagao (veja figura de baixo). Uma curva de
nivel de uma fungdo de duas varidveis f(x,y) é completamente
analoga a uma linha de contorno em um mapa topogréfico.

\\ = = A Google earth

Mapa topografico da Serra do Mar



Defini¢iao

Dada uma funcéo f(x,y) e um ntimero ¢ na imagem de f,
uma curva de nivel de uma funcdo de duas variaveis para o
valor ¢ é definida como o conjunto de pontos que satisfazem

a equagao f(x,y) =c.

Voltando a fungdo g(x,y) = /9 — x2 — y2, podemos determi-
nar as curvas de nivel desta funcdo. A imagem de g é o intervalo

fechado [O, 3}. Primeiro, escolhemos qualquer nimero neste inter-
valo fechado — digamos, ¢ = 2. A curva de nivel correspondente a
¢ = 2 é descrita pela equagdo

\/I9—x2—y2=2.

Para simplificar, eleve ao quadrado ambos os lados desta equacao:
9 ¥ —y* =4

Agora, multiplique ambos os lados da equagdo por —1 e adicione 9
a cada lado:
X +y* =5,

Esta equagdo descreve um circulo centrado na origem com raio
/5. Usar valores de c entre o e 3 produz outros circulos também
centralizados na origem. Se ¢ = 3, entdo o circulo tem raio 0, en-
tdo ele consiste apenas da origem. Abaixo temos o desenho das
curvas de nivel desta funcdo correspondendoac = 0,1,2 e 3.

Ty
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Exemplo 9.2

Dada a fungdo f(x,y) = /8 +8x — 4y — 4x2 — 42, encon-
tre a curva de nivel correspondente a ¢ = 0. Em seguida,
crie um mapa de contorno para esta funcao. Quais sdo o
dominio e a imagem de f?

Para encontrar a curva de nivel parac = 0, precisamos

resolver f(x,y) = 0. Isto d4 5 -4 3 2 -

O:\/8+8x—4y—4x2—y2.

Em seguida, elevamos ao quadrado ambos os lados e
multiplicamos ambos os lados da equagdo por —1:

4x? 4> —8x +4y —8=0. 7

Agora, nds reorganizamos os termos, colocando os termos x e os termos y juntos, e adicionamos 8
a cada lado:
4x% — 8x + > +4y = 8.

Em seguida, agrupamos os pares de termos contendo a mesma varidvel entre parénteses e fator 4
do primeiro par:
4(x% —2x) + (y* + 4y) = 8.

Agora completamos o quadrado em cada par de parénteses e adicionamos o valor correto ao lado
direito:
42 =20+ 1)+ (P +4y +4) =8 +4(1) +4.

Em seguida, fatoramos o lado esquerdo e simplificamos o lado direito:
4(x —1)? + (y+2)* = 16.
Por ultimo, dividimos ambos os lados por 16:

(=12, +2P _

1.
4 16

Esta equacdo descreve uma elipse centrada em (1, —2). Podemos repetir 0 mesmo argumento para
valores de ¢ menores que 4. Entdo, a Equagdo torna-se

41?2 (y+2?
16—c2 = 16—c2

para um valor arbitrdrio de c. A figura de baixo mostra um mapa de contorno para f(x,y) usando
os valores ¢ = 0,1,2 e 3. Quando ¢ = 4, a curva de nivel é o ponto (—1,2).

Na prética para desenhar os graficos é bem ttil fazer varios
cortes simples como x = 0 e y = 0 para ter ideia de como o grafico
deve aparecer. Vamos fazer varios exemplos para ver isso.



Exemplo 9.3

Vamos desenhar o grafico da fungdo f(x,y) = x* + y?. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma
24P =c

ou seja sdo circunferéncias de raio /c. Assim quanto "mais longe" o ponto da origem sua imagem
no gréfico é "mais alto". Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

z=f(0,y)=vy*  z=f(x,0)=x"

Assim contando com plano x = 0 recebemos a pardbola z = y? e cortando com o planoy = 0 re-

cebemos a pardbola z = x2

zZ x:O zZ y:O

, conforme imagens abaixo.

1 2 1 2

Juntando a informacao sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da funcao f(x,y) =
x? + y? é o paraboloide abaixo.
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Exemplo 9.4

Vamos desenhar o grafico da funcdo f(x,y) = +/x%+ y%. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma

2yt =,

ou seja sdo circunferéncias de raio c. Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

2= fOy) =\ =lyl,  z=fx0=Va2=]x.

Assim contando com plano x = 0 recebemos o grafico a z = |y| e cortando com o plano y = 0 re-
cebemos z = |x|, conforme imagens abaixo.

=0 z =0 z

N

AN
Z Y
o @

&

1 1

Juntando a informac@o sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da fungdo f(x,y) =

/X% 4+ y? é o cone abaixo.
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Exemplo 9.5
Vamos desenhar o grafico da fungdo f(x,y) = y*> — y?. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma

Poxl=c

No caso particular ¢ = 0 temos
(x=y)(y+x) =0,

ou seja par das retasx = yex = —yno plano. Quando ¢ # 0 a curva de nivel correspondente é
uma hipérbole.
Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

z=fOy) =y, z=f(x0)=-x"

Assim contando com plano x = 0 recebemos a parébola z = y? e cortando com o plano y = 0 re-

cebemos a parébola z = —x?

©x=0
4 y /
Vv
v/ Y
1 2
Juntando a informac@o sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da fungdo f(x,y) =
\/x% — y? é abaixo (chamado paraboloide hiperbdlico).

, conforme imagens abaixo.
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Exercicio 9.4: (Trabalho p/ casa)

Encontre e esboce o dominio das seguintes fungdes:
@ flxy) =2x—y,
®) f(xy) = 3y,

1—x2 "

© flx,y)=

Exercicio 9.5: (Trabalho p/ casa)

Encontre e represente graficamente a curva de nivel da fungéo
glxy) = x* +y* = 6x +2y

correspondendo a ¢ = 15.
Resposta: O circulo com raio 5 centrado em (3, —1).
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