WNERA Cormprimento das curvas

Nesta aula, usamos integrais definidas para encontrar o compri-
mento do arco de uma curva. Podemos pensar no comprimento do
arco como a distancia que vocé viajaria se estivesse caminhando

ao longo do caminho da curva. Muitas aplica¢gdes do mundo real
envolvem comprimento de arco. Se um foguete é langado ao longo
de um caminho parabélico, podemos querer saber a que distancia
o foguete viaja. Ou, se uma curva em um mapa representa uma
estrada, podemos querer saber a distdncia que temos que dirigir
para chegar ao nosso destino.

Comecamos calculando o comprimento do arco de curvas
definidas como fungdes de x, depois examinamos o mesmo pro-
cesso para curvas definidas como fungdes de y. (O processo é idén-
tico, com os papéis de x e y invertidos.)

Em aplicagdes anteriores de integragdo, exigiamos que a fungao

f (x) fosse integravel ou, no méximo, continua. No entanto, para
calcular o comprimento do arco, temos um requisito mais rigoroso
para f(x). Aqui exigimos que f(x) seja diferencidvel e, além disso,
exigimos que sua derivada, f’ (x), seja continua. Fung¢des como essa,
que tém derivadas continuas, sio chamadas de suaves.

Seja f(x) uma funcdo suave definida em [a, b]. Queremos calcu-
lar o comprimento da curva do ponto (g, f(a)) ao ponto (b, f(b)).
Comecamos usando segmentos de linha para aproximar o compri-
mento da curva. Parai = 0,1,2,...,n, seja P = x; uma parti¢do de
[a,1], ou seja

Pia=xp<x1<...<xp_1<x,=>0

Entédo, parai = 1,2,...,n, construa um segmento de reta do ponto
((xj_1), f(xi_1)) ao ponto (x;, f(x;)). Embora possa parecer 16gico
usar segmentos de linha horizontais ou verticais, queremos que
nossos segmentos de linha se aproximem da curva o mais préximo
possivel. A Figura de baixo mostra essa construc¢do para n = 5.



f(x3)

Para nos ajudar a encontrar o comprimento de cada segmento
de linha, observamos a mudanca na distancia vertical, bem como a
mudanga na distdncia horizontal em cada intervalo. Como usamos
uma particdo regular, a mudanca na distancia horizontal em cada
intervalo é dada por Ax = Ax; = x; — x;_1. A mudancga na dis-
tancia vertical varia de intervalo para intervalo, portanto, usamos
Ay; = f(x;) — f(x; — 1) para representar a mudanga na distancia
vertical ao longo do intervalo [x; 1, x;]. Observe que alguns (ou
todos) Ay; podem ser negativos.

Pelo Teorema de Pitdgoras, o comprimento do segmento de linha

(Bx)2 + (By;)?

Também podemos escrever isso como

Axy/1+ ((Ays) /(Ax))?

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, existe um ponto x; €

[xi_1,x;] tal que f" (x}) = (Ay;) /(Ax). Entdo o comprimento do
segmento de linha é dado por

Ax\/1+ [f' (xl*)]2

Somando os comprimentos de todos os segmentos de linha, obte-

n
Comprimento do Arco ~ Y /1 + [f’ (x;*)]zAx
i=1

Tomando o limite quando n — oo, temos

n
Comprimento do Arco = nlglolo Y o1+ [f (x?)]zAx
i=1
b
_ / 1+ [f(x)]2dx
a

mos
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Theorem 7.1: Comprimento do Arco

Seja f(x) uma funcdo suave no intervalo [a,b]. Entdo o comprimento do arco da porcado do grafico

de f(x) do ponto (a, f(a)) ao ponto (b, f(b)) é dado por:

b
Comprimento do Arco = [~ /1+ [f(x) dx.
omprimento do Arco ] [f'(x)] dx ]

Observe que estamos integrando uma expressdo envolvendo
f'(x), portanto, precisamos ter certeza de que f'(x) é integrével. E
por isso que exigimos que f(x) seja suave. Os exemplos a seguir
mostram como aplicar o teorema.

Exemplo 7.1

Considere exemplo quando f(x) = k- x, onde k é uma constante.
Pelo Teorema de Pitdgoras o comprimento do Arco da curvay = Y
kx no intervalo [0, b] igual

kb f-mmmmmn---
b2+ (kb)2 = by/1 + 22, ,

para todo b. Agora vamos ver como receber a mesma resposta
usando (7.1). Neste caso f'(x) = k, assim [f/]> = k2. Portanto,

(7.1)

temos:

b b
/0 V1+kdx = \/1+k2/0 dx

b
= \/1+k2~x'0
=b-V1+k%.

Exemplo 7.2

2
Considere exemplo quando f(x) = %,COH‘[O < x < 1. Assim

f'(x) = x e [f'(x)]> = x2. Aplicando (7.1), temos: y
05 fF--------

1
Comprimento do Arco = / V14 x2%dx.

0

Agora proseguindo como no Exercicio 3.1 (da Aula 3) e fazendo a 12
mudancga x = tan u temos: N

[ S

1 E g
/ \/1+x2dx:/4 \/1+tan2u~sec2udu:/4sec3udu
0 0 0

Agora, de novo como no Exercicio 3.1 (da Aula 3), temos

IS

7 1 7 1
/4 sec® udu = 5[secutanu+ln|secu+tanu|] ‘0 = E[\/§+ln(\f2+1)].
0

O



Exemplo 7.3

Considere exemplo quando f(x) = Inx,com1 < x < e. Assim
1 1
f(x) = ze [f(x))? = =z Aplicando (7.1), temos: y

e | 1
Comprimento do Arco = / 1+ —dx 1]

\/x2 +1

(4 J TSR,

_‘u—x x=1—-u=1
du=2x x=el su=e

1/6 vV1+u
== du
21 u

2 1

Calculando integral indefinido, temos

1 rvV14u vVid+u=vo
E/ du = do= 1. _du
" YT 2 i

S,
-32[wot
/ —1+1
/d +/ “ _v+;/[vil+v41—l}dv
=0+ 2 [nfo—1| ~Info+1]
1+x2+§1n’\/m—1‘—%ln’\/erl‘JrC.
Voltando para integral definida, temos que o comprimetro do arco da curva igual:

1n(\/m+1) —1n(\/m—1)—1n(ﬁ+1)+1n(ﬁ_1)
B 2

+Vet+1-V2

Suponha que a curva dada pelas equagdes paramétricas (como na
Aula 34):

x=x(t), y=y),
onde t varia num intervalo [c,d], de modo que x(c¢) = ae x(d) =
b (ou seja x varia no intervalo [a, b]). Assim a relagdoy = f(x)
podemos escrever como

Observe que aplicando regra de cadeia temos

y'(£) = f(x(8)x'(t),



assim:

Comprimento do Arco = /b V1 [f(x)]dx
:/d,/1+ L (x(£)))2x (£)dt
= [V @F + )2 P

= [P+ 0P

Assim, resumindo, temos que

Theorem 7.2: Comprimento do Arco em equag¢des paramétricas

Dada uma curva

v = (x(8),y(H),
com x(t),y(t) fungdes suaves no intervalo [c,d|. Entdo o comprimento do arco da porgdo do gréfico
da curva (x(t),y(t)) do ponto (x(c),y(c)) ao ponto (x(d),y(d)) é dado por:

. d 2 2
Comprimento da curva :/C \/[x’(t)] + [y (£)]7dt. (7.2)

Exemplo 7.4

Considere a curva dada por v = (sent,cost) comt € [0,2m7]. As-
sim a curva € a circunferéncia com raio 1 (veja Aula 4). Aplicando

Y
a férmula (7.2), temos
. T Y JERY, X
Comprimento da curva = [x/ ()] + [y (t)]dt
27'[
—/ \/cost sent}2dt \/’

- dt—t‘
0
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Exemplo 7.5

Sejam as equagdes do movimento da uma particula dadas por v =

(#2,£3),comt € [1,2]. Qual é distancia a percorrida? Neste caso y
x(t) = t?ey(t) = #. Assim a distancia percorrida é (aplicando 8 |
(7-2)):

/ (2t)2 4 (3t2) 24t = / V4t2 4+ 9t4dt

u=4+9¢
2 du = 18tdt Ly x
= [ t-V4a+9r2dt = * *
/1 + t=1—>u=13 1 4
t=2—>u=40
40 1 40
3/2‘
13 1g Vi = 35 3/2 s

_ L2 qa32] = 1 -
== [40 132 27[80\/16 13V/13].

Nesta secdo veremos o comprimento do arco da curva dada por
p = f(#) com angulo a« < 6 < B.

1Y
0=p

Passando para equagdes parameétricas, temos
x(0) = f(0) - cosf
y(0) = f(0) - sené.
Agora derivando as equagdes, temos
x'(0) = f(6) -cos — £(0) - sen 6
y'(0) = f/(0) -senf + () - cos 0
Alem disso observem que
[3/(6)]2 + [y’((?)]z = [f/(6) - cos 6 —f-sen(?]2 + [f'(6) sen 6 +f-cos(9]2
= f'(8) - cos?6 — 2f"(8) f cos O sen B + f>sen® O + [f'(0)]>sen? 8 +2f(8) f - sen B cos O + f2 cos? O
=f2. (cos2 0 + sen? 9) + £ (8)]%- (sen2 6 4 cos? 9) = f2+[f(6))
Agora, usando a férmula (7.2), temos que o comprimento do
arco da curva p = f(6) com angulo « < 6 <  é dado por
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Comprimento da curva = /f \/ f2+ [f(6)]2de. (7.3)

Exemplo 7.6

Vamos calcular o comprimento da curva p = 6, com 0 < 6 < 1. Observe que
a curva € espiral como na figura do lado. Aplicando a férmula (7.3) temos

1
Comprimento = / V6% 4146
0

Proseguindo como nos exercicios acima (veja também a Aula 3), temos

1
Comprimento = / V6% 4146
J0

T
=/ sec® xdx
0

1 4
= E(secxtanx+ln\secx+tanx|)
0

T

1
= E(\@Jrln(l +72))
Exercicio 7.1: (Trabalho p/ casa)

Seja f(x) = 2x3/2. Calcule o comprimento do arco do grafico de
f(x) no intervalo [0,1]. Arredonde a resposta para trés casas dec-
imais ap6s da virgula.

2
Resposta: E[lo\/ 10 — 1] ~ 2.268

Exercicio 7.2: (Trabalho p/ casa)

Seja f(x) = senx. Calcule o comprimento do arco do grafico de
f(x) no intervalo [0, 7r]. Use um computador ou calculadora para
aproximar o valor da integral.

Resposta: ~ 3.8202

Exercicio 7.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva x(t) = 2cos?¢t, y(t) = 2cos tsent,
onde 0 < t < 7. Explique a resposta.
Resposta: 277

Exercicio 7.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva x(t) = tsent, y(t) = tcost,
onde 0 <t < 27.



Resposta: 3 [W(?.ﬂ) +In ‘ V1+(@2r)2+ 27IH.

Exercicio 7.5: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva p(6) =1/6,onde 1 <6 < 2.

Resposta: —@ +In(v5+42) + V2 —In(vV2+1).
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