Area da superficie de revolugio

A superficie de revolugao é formada quando a curva é rotacionada
em torno do eixo-x ou eixo-y. Na aula passada vimos que a integral
definida é bem ttil para calcular os volumes dos s6lidos obtidos.
Por exemplo, dado o sélido S obtido pela rotagdo do conjunto A em
torno do eixo-x:
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O volume V(S) de S pode ser calculado como V(S) = nja‘ [f(x)]?dx.
Nos queremos de definir a drea da superficie de revolugédo de
modo que ela corresponda com a nossa intuigdo. Se a 4rea de tal <

superficie é A podemos imaginar que a pintura dessa superficie
Y . ix corte
requer a mesma quantidade de tinta que uma regido plana com a h
mesma drea A.

Considere alguns exemplos bdsicos. A drea lateral do cilindro
com raio 7 e altura h é A = 27mrh, pois podemos imaginar que r

cortando o cilindro e desenrolando ele obtemos o retdngulo com as

dimensdes 27tr e h [como na figura do lado].
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O primeiro objetivo dessa aula é entender como calcular a drea !
de superficie de revolucdo. Considere o seguinte exemplo. :
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Exemplo 3.1

O cone com raio de base R e altura /1 pode ser obtido como o sélido S rotacionando, em torno de
eixo-x, do conjunto A limitado pelasretas x = 0, x = h,y = 7 Sua drea superficial total (sem a

tampa) = 77 - vR? + h% - R (a férmula que aprendemos na escola).

Y Cone S
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As areas superficiais de tais s6lidos podem ser calculadas através
das seguintes férmulas:

Area da superficie do sélido obtido pela rotacio em torno do
eixo-x:

b
A(S) =27 [ fl/1+ [ (0], (1)

Area da superficie do sélido obtido pela rota¢io em torno do
eixo-y:

b
A(S) = Zn/x\/l + [f(x)]%dx. (3.2)




Exemplo 3.2

Observe que o cilindro com raio r pode ser obtido rotacionando o gréfico da fungdo f(x) = rem
torno do eixo-x.

4 Cilindro S
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Assima=0eb=he f'(x) =0. Agora, aplicando a férmula (3.1), temos

h
_Zn/f V14 [f(x )]de:277:0/r\/1+02dx

= anx‘o = 27trh.

Exemplo 3.3

R
Voltando para exemplo anterior com o cone, temos que 0 < x < he f(x) = —x. Onde h é altura e

h

R é raio da base do cone.

Y Cone S

x
. /] R . .
Assima=0eb=he f'(x)= T Agora, aplicando a férmula (3.1), temos
fR [ R
—27T/f 1+ [f/( )]de—ZTC/zx 1+h—2dx
0
2 2 .2 JIZ L R2 2
:2715\/11 ;;R 5], =27 R hh2+R L RVREF IR,

Exatamente o que deve ser seguindo a férmula do Exemplo 3.1.
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Exemplo 3.4

Agora vamos determinar a drea superficial do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo-y do
gréafico y = x2com0 < x<1.

|

U

Temos quea = 0,b = 1, e f(x) = x2. Assim f'(x) = 2x e f'(x)? = 4x?. Agora aplicando a férmula
(3.2), temos

1
A(S) = 271/3(\/1 t 4x2dx =

0

1
_ %”./\/1+4x2d(4x2)
0

u = 4x?
du = 8xdx

o (144273201

T4 32 ’0

= - [0 2
% ) [53/2 _ 1]

= < [Vi55-1].
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Exemplo 3.5

Agora vamos determinar a drea superficial da semi-esfera com raio 1. Equacado da esfera com raio

16 x2 + y> = 1, assim isolando y, vamos considerar a funcéo f(x) = v1—x2com0 < x < 1.
Rotacionando o gréfico em torno do eixo-y vamos receber:
y Ty 1
Solido
S
1 i

Assim o sélido obtido é a semi-esfera raio 1. Sabemos que a drea superficial da esfera com raio

r é 4712, assim a drea superficial da semi-esfera com raio 1 é 277. Vamos ver como obter isso
. —Xx
através da formula (3.2). Temos quea = 0,b = 1,e f(x) = V1 —2x2 Assim f/'(x) =

— e
V1 —x?

2
"(x))? = i . Agora, aplicando a férmula (3.2), a drea é igual a
1_2 8 p &

1 [ ) 1 I
X /
A(S):ZTE/X 1+1_x2dx:277.'/x mdx
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Exatamente o que deve ser!

Antes de fazer mais um exemplo, vamos resolver o seguinte ex-
ercicio bastante ttil para as contas de certas integrais, que é calcular
a integral da funcdo f(x) = v1+ x2.

Exercicio 3.1

Calcule Ll V1 + x2dx.



Solucédo 3.1

Primeiramente, aplicando a troca de varidves x = tanu, vamos
receber:

1 —t
/ \/1+x2dx:| * = ant
0

dx = sec? udu,

= /I V1 + tan? u sec? udu
0

T
7
:/ sec® udu.
0

x=1=u=

=[x
Il

x=0=u=0

Agora para integrar sec3 u escrevemos S€C3 u = secu - sec2 ue

aplicamos integracdo por partes (usando Lembrete do lado).

7 f(u) = secu,

!
/4secu-sec2udu: f'(u) =secu-tanu
JO

¢'(u) = sec?, g(u) =tanu
T " T
T 4 2
=secu-tanu| -— secu - tan” udu
0 0
T s
T 4 2
zsecu-tanuo - secu - (sec”u —1)du
0
s T s
ry 4 3 4
=secu-tanu| -— / sec” udu +/ sec udu
0 0 0

Assim,

T
T
2/ sec® udu = secu - tanu
JO

Lt

+ /I sec udu
0

0

e, portanto,

Lol

R 1 1
/ sec udu:f{secwtanu’ +ln|secu+tanu|‘ }
0 2 0 0
1

=5 [V2:1-1-0]+ n|v2+1] - In[1+0]]

B Q N In|v2 41|
T2 2 ‘
Observe que proseguindo na mesma maneira, podemos con-

cluir que

1 g
/ \/1—|—x2dx:/4 sec® udu = V2 +1In|vV2+1]|.
-1

Lt
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LEMBRETE:
1. (tanx)’ = sec® x,
2. [secxdx = In|secx +
tanx| 4+ C,
3. (secx)’ =secx-tanx,
2y—1,

=1,

4. tan? x = sec

5. tan0 = 0, tan

Il
N

6.sec0 =1, sec



Exemplo 3.6

Vamos determinar a drea superficial do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo-x, da funcao

f(x) =senx com 0 < x < 7. Rotacionando o gréafico em torno do eixo-x vamos receber:
1

1
1
1
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Temos que a =0, b = 7, e f(x) = senx. Assim f'(x) = cosx e [f'(x)]?> = cos® x. Agora, aplicando a

férmula (3.1), a drea é igual a

14—u2

Agora aplicando Exercicio 3.1 temos

T

A(S)=2m- / senx - \/1+ cos? xdx :'
0
1

U = Cos X, x=0=u=1
dx = —senxdx, x=n=u=-1

1)du =2 - /\/1+u2du

1
A(S) =27 / V1 + u2du = 27[V2 +1In |V2 + 1]].
A

Resumo da aula:

Resumindo o contetido dessa aula
temos, se

2’ a<x<b }

a={eye 0<y<f(x)

como na figura do lado.

Assim:

b
o 27 [ f(x)\/1+ [f'(x)]2 — Area da

a
superficie do sélido obtido pela
rotacdo de conjunto A em torno do
eixo-x;

. 27rfx\/1 + [f'(x)]2dx — Area da

4>

a
superficie do sélido obtido pelo rotagdo de conjunto A em torno

do eixo-y.
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Exercicio 3.2: (Trabalho p/ casa)

Calcule a area superficial do sélido S obtido pela rotagdo do gra-
fico da fungdo y = f(x) para casos de baixo:
(@) f(x)=¢%0<x <1, em torno do eixo-x;

Resposta:
n(e\/ez+1+ln (\/e2+1+e) —V2—-In (\f2+1))

(b) f(x) =1—=x%0<x <1, em torno do eixo-y;
Resposta:
5v6-1
—
() f(x)= x3,0 < x <1, em torno do eixo-x;

Resposta:
10v/10 —1 -
27 ’
(d) f(x)=+/x,4<x<9, em torno do eixo-x;

Resposta:

3737 — 17/17 .
— T

27
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