WENEEA Revisio da integral (definida e indefinida)

Lembrete sobre a integral
FBEY Definicoes e notagoes

* Seja f(x) uma fungdo real de uma varidvel. Uma primitiva da
f(x) é uma fungdo F(x) cuja derivada F/(x) é igual a f(x), ou
seja F'(x) = f(x).

ALGUMAS REGRAS DA INTE-

o Integral indefinida da f é conjunto de todas as primitivas da f. GRAGAO:
Notacio: ff(x)dx = F(x)+C. 1. fdx =x+C,
. . , n+1

o [Integral definida dada pela férmula: 2. f xXdx = :;: 1 +C

b 3.f%dx*ln|x|+C
x)dx = F(b) — F(a),

/f( ) () (a) 4. fcos(x)dx:sen(x)+C,
a

onde F(x) é qualquer primitiva da f(x). 5. f sen(x)dx = — cos(x) + C,
6. fe"dx =e*+C.
IB®Y Regras da Integragio [Substituicio e Integragdo por partes]

Integracdo pela substituicao:

[ g @ax = [ s,

onde u = g(x).

Integracao por partes:

/ f(x)g' (x)dx = f(x)g(x) — / F'(x)g(x)dx.

Exemplos e Exercicios
Exercicio 1.1

Calcule

2x2 — 1
/xmdx,



Solugdo 1.1

Temos

2 _
/de:/{Z—B—i-12}dx:2x—3ln\x|—1+c.
x X x

x2

Exercicio 1.2

Calcule f e dx.

Solugio 1.2

Temos

Exercicio 1.3

Calcule f(x +2)13dx.

Solucao 1.3
Temos
/(x +2)Bdx = xdjc— izuu
—/uwdu—ﬁqLC—w;j)MJrC.

Exercicio 1.4

Calcule f sen? x - cos x dx.

LEMBRETE:
L[l + glxldx
ff(x)derfg(x)dx,

2.fc'f(x)dx:c-ff(x)dx.



Solucdo 1.4

Temos

5 U =senx
sen” x cos xdx =

du = cos xdx

3 3
5 u sen” x
= du=—+C= C.
/u u 3+ 3 +

Exercicio 1.5

Calcule f xe *dx.

Solucdo 1.5
Temos
2
2 = —x
dx = =
/xe : ‘ du = —2xdx
1
= - /E”du =——¢"+C= —Ee*x2+c

Exercicio 1.6

Calcule f%cos(lnx)dx.

Solucdo 1.6
Temos
1 u=Inx
—cos(Inx)dx = =
/ x (In) du = %dx

= /cosu du =senu + C = sen(lnx) + C.

Exercicio 1.7

Calcule fx-senx dx.



Solugdo 1.7

Temos

/x-senxdx: /f(x
8

fix) =1
(x) =

g(x) = —cosx

=x
en x
—xcosx+/cosx dx = —xcosx +senx + C.

Exercicio 1.8

Calcule fx-lnx dx.

Solugdo 1.8

Temos

1
x)=Inx f'(x =
/x-lnxdx— J) fix) = 7§ =
gl)=x gl)="7
x; /91c xzx—lnx %2_£+C

Exercicio 1.9

Calcule f x2 - e¥ dx.

Solugdo 1.9

Exercicio 1.10

Calcule [ (> +1) -/t dt.



Solugdo 1.10

Temos

/(t2+1)‘\/¥dt:/(t2+1)~t% dt =

7 3
:/tgdt+/t§dt:2{t72+t32} +C.

Exercicio 1.11

Calcule f e¥ -senx dx.

Solugdo 1.11

Temos

x _ | fl)=e flx) = e
/e .senxdx—‘ g/(x)zsenx g(x)z—cosx

= —ex-cosx—i-/ex-cosxdx =

= —¢*-cosx+e*-senx — /ex~senx dx.

Assim temos que
/ e’ -senx dx =

Exercicio 1.12

[e* -senx —e* - cosx] + C.

NI~

/ a
Calcule | ————dx.
V1 — e

Solugio 1.12

Temos

e* dr — u=-e" _ du
V1_e2x | du=e¥dx | vV1—u?

= arcsenu + C = arcsen(e*) + C.

MAIS REGRAS DE INTEGRAGAO:
7. ftanxdx = —In|cosx|+C,
8. fcotxdx =In|senx|+C,

dx
. ———— —arcsenx +C,
9 f /1 — x2
d
10. f \/ﬁ = arcsen g +C,

d
11. fﬁxxz = arctanx + C,

12 f dx —arctanx+C
o242 a ’



Exercicio 1.13

Calcule o valor da integral definida: | [senx + sen2x]dx.

OH(‘\)\:{

Solucao 1.13

Temos

o\w\:i

[senx + sen2x|dx = ( —cosx — 5 ):
27
0S 0
:fcosgf 23 +cos0+ 25
2 4 2 4

Exercicio 1.14
e

Calcule o valor da integral definida: f tan? xdx.
0

Solucdo 1.14

Temos

s
4 4
5 sen® x 1 — cos? x
tan” xdx = o o
cos cos

0 0
Ve
4

= ! dx — alx—(’canx—x)‘g

cos? x 0

0 0
7T 7T
Zo0=1-2.

4 4

L]

Exercicio 1.15

%
Calcule o valor da integral definida: f sen® xdx.
0



Solucdo 1.15

Tem LEMBRETE:
emos 9 1 —cos2x
1.sen“x =
2
5 14 cos2x
2. COS" X = )

cos Zxdx}

O\Nm

7 7 3
1 — cos2x 1
2 _ _ 2 _
/sen xdx/ > dx 2{/dx
0 0
1
5

Lembrete

Exercicio 1.16

Calcule a area do conjunto A limitado pelas retas y = 0, x = 1,

x = 3 e pelo grafico y = x3.

Solucao 1.16

Temos
3

. x43 3% 1* 80
Area= [ x® :7‘:7_7:7:2.
rea /xdx =7 3 1 0

1




Exercicio 1.17

Calcule a drea do conjunto

<y<
iy ere| 05y )

0<x<?2

Solugdo 1.17

Temos

2

. 2
Area = /senxdx = —cosx| =1—cos2.
0

0

Lembrete

Exercicio 1.18

Calcule a drea do conjunto

<x<
A:{(x,y)elRZ’ 0<sx=1 }

ngygx

Solugio 1.18

Temos

Yp

y = senx

U



Exercicio 1.19

Calcule a area do conjunto delimitado por 0 < x <3,y = x’ e

y = 2x.

Solugdo 1.19

Temos
Area = Area azul + Area laranja

2 3
= /(2x—x2)dx+/(x2—2x)dx

0 2

3 3
- -

Exercicio 1.20: (Trabalho p/ casa)

Calcule as seguintes integrais:
Va2 —2x —
(a) f %dx; Resp: V/x2 —2x — 8 — 3arccos(27) + C
(b) f xv/1+ 2xdx, Resposta: 3x(1 + 2x)% -La+ 2x)% +GC
(c) f x?In xdx, Resposta: ’g—s(lnx -H+G
(d) f sen(In x)dx, Resposta: 5 (sen(Inx) — cos(Inx)) + C

()fide ta: In(e* +1) + C
e o+ 1 , Nesposta: .

Exercicio 1.21: (Trabalho p/ casa)
Para os itens abaixo desenhe a regido entre as curvas e calcule a
drea da regido:

(@) y = x%,y = —x? + 8x; Resposta: &

26

1
b) y==,y= 2ex= 3; Resposta: In(3) — g7

K=

_ _ . .3
() y=cosx ey =cos2x em x € [, 7|; Resposta: 51/3
(d) y=e5,y=e*"1ex=0; Resposta: 5(e+1)—1

() y=¢e*, y=e* x=—1ex=1; Resposta: 2(e + % —2).




Volume da revolucio

Lembrete
Lembrete. Uma funcdo f(x) é
Seja f(x) uma funcdo continua em [a,b] com f(x) > 0 para to- continua em [a, b] se para todo
dos x € [a,b]. Assim: %0 € [a,b] temos que
,b]. :

y f(xo) = lim f(x).

Volume de sélido obtido pela rotacio em torno de eixo-x.

Seja S o s6lido obtido pela rotagdo em torno de eixo x do conjunto
A limitado pelas retas: x = a, x = b, y = 0 e pelo gréfico y = f(x).

sblido S

Pergunta: Como calcular o volume V(S) do sélido S?

Vale a fé6rmula:

V(S) = / £ (x)]2dx. (2.1)




Exemplo 2.1

Vamos calcular o volume do sélido S obtido pela rotagdo, em torno de eixo-x, do conjunto A limi-
tado pelas retas:

Solido S

Assim o sélido obtido é um cone com o raio ¥ = b e altura h = b. Sabemos que o volume do cone

pode ser calculado como V = ln 2 h= %7{ - b3. Por outro lado, aplicando a férmula acima (2.1),
o volume do s6lido obtido pode ser calculado como

b
b1

b
V(S):n/U(x)]zdx:n/xzdxzn-?Ozgn-b3.

a

Exemplo 2.2

Vamos calcular o volume do sélido S obtido pela rotagdo, em torno de eixo-x, do conjunto A dado

por:
A={(xy) € R? | x2+y2§r2, x>0, y>0},

com um raio r > 0 fixo.

Y Sélido S

2
- = 57'[1’3. Por
outro lado, aplicando a férmula acima (2.1), o volume do sélido obtido pode ser calculado como

. . o . . . 4 51
Assim o sélido obtido é semi-esfera raio r. Sabemos que o volume dela é V = 77

A 3

V(S):n/yzdx:ﬂ/(rz—xz)dx:ﬂ, [rzx—%]
0 0

11
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Exemplo 2.3

Suponha que o sélido S obtido pela rotacao, em torno de eixo-x, do conjunto A de todos os pares
(x,y) tais que
<y<yx 1<x<2

==

Pt e e - - -
N +-=-=-=-=

Temos que o volume do sélido V(S) pode ser obtido como V(S;) —V(S1), onde Sq, e S, sdo os soli-
dos de rotagdo dos conjuntos A; e A, (respectivamente) abaixo.

1 2 1 2

Aplicando a férmula acima (2.1), temos
; 7 / 1
- 2 . o Tt
V(Sz)—n/x dx—grc, V(Sl)—n/—xzdx——z.
1 1

Assim

V(S)=V(S2) - V(51) =



Exemplo 2.4

Considere o retdngulo abaixo. Suponha que ponto P é a intersegdo das diagonais do retangulo.

Y S
[ AR

Vamos mostrar que o volume do sélido obtido pela rotac¢do igual a
(b—a)-(d—c)-m-(d+c),

Observe que (b —a) - (d — c) é ared do retangulo e 77 - (d + ¢) é comprimento da circunferéncia ger-
ada pela rotagdo do ponto P. De fato, temos que

b b
V:n/dde—r(/czdxzn'(dZ—cz)(b—a):n-(d—i—c)-(d—c)-(b—a).

Exercicio 2.1

Calcule o volume do sélido S obtido pela rotagdo em torno do
eixo-x do conjunto A de todos os pares (x,y) tais que

0<x<1,  Vx<y<s.

Solugdo 2.1

Proseguindo na mesma maneira como no Exemplo 2.2 temos

1

1
V=nm [[3—(Vx))dx =7 [[9— x]dx
] ]
21

~nn-3) =~ -1

13

O
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Exercicio 2.2

Calcule o volume do sélido S obtido pela rotagdo em torno do
eixo-x do conjunto A de todos os pares (x,y) tais que

0<x<1, ngygx.

Solugio 2.2

Proseguindo na mesma maneira como no Exemplo 2.2 temos

Exercicio 2.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule o volume do sélido S obtido pela rotagdo em torno do
eixo-x do conjunto A de todos os pares (x,y) tais que

y>xt, Py

Resposta: ddn
P T

U
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Volume do sélido obtido pela rotagio em torno de eixo-y.

Suponha que f(x) > 0 é uma fung¢do continua em [a, b] com a > 0.
Seja A o conjunto do plano de todos os pares (x,y) tais que

a<x<b, 0<y<f(x).

Seja S o conjunto obtido pela rotacdo em torno do eixo-y, do con-
junto S.

Assim o volume do S pode ser obtido como:

b
V(S) = 27T/x - f(x)dx. (2.2)

Exemplo 2.5

Suponha que o s6lido obtido pela rotagdo em torno do eixo-y do conjunto A de todos (x,y) tais
que
0<x<1, Ogygx—x3.

Assim, aplicando a férmula (2.2) o volume V(S) é

1 1
3 5.1 4
3 2_ .4 X _X T
V(S) =2m /x (x —x°) n/(x x*) =2m [3 5”0 15
0 0
Seja agora B o seguinte conjunto
0<x<bh c<y<d Lembrete. Uma fungéo f(x) é
B = {(x'y) €R | y> f(x) }' estritamente crescente em [a, ] se

para todos x1,x, €  [a,b] com
x1 < xp temos que

flx) < f(x2).

onde f(x) uma fungdo estritamente crescente em [a,b] com f(a) = c
e f(b) = d. Suponha que o s6lido S é obtido pela rotagdo do B em
torno do eixo-y, como na figura de baixo:



u

S F---
[ ——

Assim o volume V(S) do sélido S obtido pode ser calculado
como:

d
V(S) = n/x2dy, (2.3)

c

onde x = g(y) e g é fungdo inversa da fungao f (isto é f(g(x)) = x

e g(f(x)) = x).
Exemplo 2.6

Suponha que
B={(x,y) €eR*|¥*<y<4, x>0}

Neste caso temos

Temos que f(x) = x? (ou y = x?) assim a funcéo inversa é g(y) = /¥ (ou x = /7). Portanto o vol-
ume é calculado (através da férmula (2.3)) como

4 4 4
V(S) = n/xzdy = n/[\/y]zdy = n/ydy = 87t.
0 0 0

16
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Observacio 2.1

Observe que o volume acima poderia ter sido calculado usando a férmula (2.2). Neste caso temos
que
V(S) =V(51) - V(S2),

onde
* Sq é sélido obtido pela rotagdo do retdngulo 2 x 4 em torno do eixo y

¢ 5, é solido obtido pela rotagdo do conjunto
B={(x,y) eR*|0<y<x? 0<x<4}.
em torno do eixo y.

Obviamente o volume do Sy é 7t - 22 -4 = 167t. Assim, aplicando a férmula (2.2) temos

2 2
4.2
V(S) = 16n—2n/x-f(x)2dx - 16n—2n/x-x2dx =167 — 27 =8
0 0

Exemplo 2.7

Suponha que

2
B={(xy) eR2|0<x<2, 0§y§%+1, y>x2—1}

Podemos calcular o volume aplicando a férmula (2.2) ou a férmula
(2.3).
Método 1 (aplicando (2.2)):
Temos
2 ) 2
V(S) :2-7T/x' (%—i—l)dx—z‘n/x-(xz—l)dx: —.
0 0

Meétodo 2 (aplicando (2.3)):

2
Sey = % +lassimx = /2y—2esey = x> —1,assimx =
v/y + 1. Portanto, temos

3 3
V(S):n/x-(y+1)dy—7r/x-(2y—2)dy
0 1

I
|
NI\© —~
NS,
+
<
~——
o W
\
/N
o
\
N
<
~——
—_ N
—_
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Observagio 2.2

Graficamente os métodos do tltimo exemplo podem ser apresentados como:
Método 1:

Resumo da aula:

Resumindo o contetido dessa aula
temos, se

A:{(x,y)€R2] g3+<b },

0<y<flx)
a<x<b
) )

B:{(x,y)e]R2| 0y < fix

como na figura do lado.

Assim:

b
e 7 [ y?dx — o volume do sélido

a
obtido pela rotacdo de conjunto A
em torno do eixo-x;

d
e 7 [ x?dx — o volume do s6lido

c
obtido pela rotagdo de conjunto B em torno do eixo-y;

b
* 27 [ xydx — o volume do s6lido

a
obtido pela rotagdo de conjunto A
em torno do eixo-y;



d
* 27 [ yxdx — o volume do s6lido

Cc
obtido pela rotacdo de conjunto B
em torno do eixo-x,

onde y = f(x) e x = g(y) é fungdo inversa da f(x).
Exercicio 2.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule o volume do sélido S obtido pela rotagdo em torno do
eixo-y para cada conjunto A de baixo:

0<x<m

(@) A:{(x,y)él[@} 0<y<senx

}, Resposta: 277°.

(b) A= {(x,y) eER?| y¥*<x< Sy }, Resposta: 7.

0<x<1
x§y§x2+1

T

}, Resposta: 3.

© A={(xy) cR?|

19



Area da superficie de revolugio

A superficie de revolugao é formada quando a curva é rotacionada
em torno do eixo-x ou eixo-y. Na aula passada vimos que a integral
definida é bem ttil para calcular os volumes dos s6lidos obtidos.
Por exemplo, dado o sélido S obtido pela rotagdo do conjunto A em
torno do eixo-x:

) %@ Solido S
A - !

N\ x x
a RV, 7 \u
b
O volume V(S) de S pode ser calculado como V(S) = nja‘ [f(x)]?dx.
Nos queremos de definir a drea da superficie de revolugédo de
modo que ela corresponda com a nossa intuigdo. Se a 4rea de tal <

superficie é A podemos imaginar que a pintura dessa superficie
Y . ix corte
requer a mesma quantidade de tinta que uma regido plana com a h
mesma drea A.

Considere alguns exemplos bdsicos. A drea lateral do cilindro
com raio 7 e altura h é A = 27mrh, pois podemos imaginar que r

cortando o cilindro e desenrolando ele obtemos o retdngulo com as

dimensdes 27tr e h [como na figura do lado].

r
|
|
|
O primeiro objetivo dessa aula é entender como calcular a drea !
de superficie de revolucdo. Considere o seguinte exemplo. :

|

L

27ty



Exemplo 3.1

O cone com raio de base R e altura /1 pode ser obtido como o sélido S rotacionando, em torno de
eixo-x, do conjunto A limitado pelasretas x = 0, x = h,y = 7 Sua drea superficial total (sem a

tampa) = 77 - vR? + h% - R (a férmula que aprendemos na escola).

Y Cone S

= +-=-==-=

As areas superficiais de tais s6lidos podem ser calculadas através
das seguintes férmulas:

Area da superficie do sélido obtido pela rotacio em torno do
eixo-x:

b
A(S) =27 [ fl/1+ [ (0], (1)

Area da superficie do sélido obtido pela rota¢io em torno do
eixo-y:

b
A(S) = Zn/x\/l + [f(x)]%dx. (3.2)




Exemplo 3.2

Observe que o cilindro com raio r pode ser obtido rotacionando o gréfico da fungdo f(x) = rem
torno do eixo-x.

4 Cilindro S

> ===

Assima=0eb=he f'(x) =0. Agora, aplicando a férmula (3.1), temos

h
_Zn/f V14 [f(x )]de:277:0/r\/1+02dx

= anx‘o = 27trh.

Exemplo 3.3

R
Voltando para exemplo anterior com o cone, temos que 0 < x < he f(x) = —x. Onde h é altura e

h

R é raio da base do cone.

Y Cone S

x
. /] R . .
Assima=0eb=he f'(x)= T Agora, aplicando a férmula (3.1), temos
fR [ R
—27T/f 1+ [f/( )]de—ZTC/zx 1+h—2dx
0
2 2 .2 JIZ L R2 2
:2715\/11 ;;R 5], =27 R hh2+R L RVREF IR,

Exatamente o que deve ser seguindo a férmula do Exemplo 3.1.
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Exemplo 3.4

Agora vamos determinar a drea superficial do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo-y do
gréafico y = x2com0 < x<1.

|

U

Temos quea = 0,b = 1, e f(x) = x2. Assim f'(x) = 2x e f'(x)? = 4x?. Agora aplicando a férmula
(3.2), temos

1
A(S) = 271/3(\/1 t 4x2dx =

0

1
_ %”./\/1+4x2d(4x2)
0

u = 4x?
du = 8xdx

o (144273201

T4 32 ’0

= - [0 2
% ) [53/2 _ 1]

= < [Vi55-1].
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Exemplo 3.5

Agora vamos determinar a drea superficial da semi-esfera com raio 1. Equacado da esfera com raio

16 x2 + y> = 1, assim isolando y, vamos considerar a funcéo f(x) = v1—x2com0 < x < 1.
Rotacionando o gréfico em torno do eixo-y vamos receber:
y Ty 1
Solido
4>
1 i

Assim o sélido obtido é a semi-esfera raio 1. Sabemos que a drea superficial da esfera com raio

r é 4712, assim a drea superficial da semi-esfera com raio 1 é 277. Vamos ver como obter isso
. —Xx
através da formula (3.2). Temos quea = 0,b = 1,e f(x) = V1 —2x2 Assim f/'(x) =

— e
V1 —x?

2
"(x))? = i . Agora, aplicando a férmula (3.2), a drea é igual a
1_2 8 p &

1 [ ) 1 I
X /
A(S):ZTE/X 1+1_x2dx:277.'/x mdx

0 0

1
1 _ A2
| T o ot
u=—
0
ool Ty i
I LA L [(1 2 (1 0)2}
T I I
2 2 2

Exatamente o que deve ser!

Antes de fazer mais um exemplo, vamos resolver o seguinte ex-
ercicio bastante ttil para as contas de certas integrais, que é calcular
a integral da funcdo f(x) = v1+ x2.

Exercicio 3.1

Calcule Ll V1 + x2dx.



Solucédo 3.1

Primeiramente, aplicando a troca de varidves x = tanu, vamos
receber:

1 —t
/ \/1+x2dx:| * = ant
0

dx = sec? udu,

= /I V1 + tan? u sec? udu
0

T
7
:/ sec® udu.
0

x=1=u=

=[x
Il

x=0=u=0

Agora para integrar sec3 u escrevemos S€C3 u = secu - sec2 ue

aplicamos integracdo por partes (usando Lembrete do lado).

7 f(u) = secu,

!
/4secu-sec2udu: f'(u) =secu-tanu
JO

¢'(u) = sec?, g(u) =tanu
T " T
T 4 2
=secu-tanu| -— secu - tan” udu
0 0
T s
T 4 2
zsecu-tanuo - secu - (sec”u —1)du
0
s T s
ry 4 3 4
=secu-tanu| -— / sec” udu +/ sec udu
0 0 0

Assim,

T
T
2/ sec® udu = secu - tanu
JO

Lt

+ /I sec udu
0

0

e, portanto,

Lol

R 1 1
/ sec udu:f{secwtanu’ +ln|secu+tanu|‘ }
0 2 0 0
1

=5 [V2:1-1-0]+ n|v2+1] - In[1+0]]

B Q N In|v2 41|
T2 2 ‘
Observe que proseguindo na mesma maneira, podemos con-

cluir que

1 g
/ \/1—|—x2dx:/4 sec® udu = V2 +1In|vV2+1]|.
-1

Lt

25

LEMBRETE:
1. (tanx)’ = sec® x,
2. [secxdx = In|secx +
tanx| 4+ C,
3. (secx)’ =secx-tanx,
2y—1,

=1,

4. tan? x = sec

5. tan0 = 0, tan

Il
N

6.sec0 =1, sec



Exemplo 3.6

Vamos determinar a drea superficial do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo-x, da funcao

f(x) =senx com 0 < x < 7. Rotacionando o gréafico em torno do eixo-x vamos receber:
1

1
1
1
1
1
1
:
1
1 3V

Temos que a =0, b = 7, e f(x) = senx. Assim f'(x) = cosx e [f'(x)]?> = cos® x. Agora, aplicando a

férmula (3.1), a drea é igual a

14—u2

Agora aplicando Exercicio 3.1 temos

T

A(S)=2m- / senx - \/1+ cos? xdx :'
0
1

U = Cos X, x=0=u=1
dx = —senxdx, x=n=u=-1

1)du =2 - /\/1+u2du

1
A(S) =27 / V1 + u2du = 27[V2 +1In |V2 + 1]].
A

Resumo da aula:

Resumindo o contetido dessa aula
temos, se

2’ a<x<b }

a={eye 0<y<f(x)

como na figura do lado.

Assim:

b
o 27 [ f(x)\/1+ [f'(x)]2 — Area da

a
superficie do sélido obtido pela
rotacdo de conjunto A em torno do
eixo-x;

. 27rfx\/1 + [f'(x)]2dx — Area da

4S5

a
superficie do sélido obtido pelo rotagdo de conjunto A em torno

do eixo-y.
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Exercicio 3.2: (Trabalho p/ casa)

Calcule a area superficial do sélido S obtido pela rotagdo do gra-
fico da fungdo y = f(x) para casos de baixo:
(@) f(x)=¢%0<x <1, em torno do eixo-x;

Resposta:
n(e\/ez+1+ln (\/e2+1+e) —V2—-In (\f2+1))

(b) f(x) =1—=x%0<x <1, em torno do eixo-y;
Resposta:
5v6-1
—
() f(x)= x3,0 < x <1, em torno do eixo-x;

Resposta:
10v/10 —1 -
27 ’
(d) f(x)=+/x,4<x<9, em torno do eixo-x;

Resposta:

3737 — 17/17 .
— T
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WP C1iroas definidas por equagdes paramétri-
cas

Nesta aula, examinaremos as equagdes paramétricas e seus grafi-
cos. No sistema de coordenadas cartesianas planas, as equagdes
paramétricas sdo titeis para descrever curvas que nao sdo neces-
sariamente fungdes. O pardmetro é uma varidvel independente de
x e y e, a medida que o parametro aumenta, os valores de x e y
tracam um caminho ao longo de uma curva plana. Por exemplo,
se o parametro for ¢ (uma escolha comum), entdo ¢t pode represen-
tar o tempo. Entdo x e y sdo definidos como fungdes do tempo, e
(x(t),y(t)) pode descrever a posi¢do no plano de um dado objeto
conforme ele se move ao longo de um caminho curvo.

Considere a 6rbita da Terra em torno do Sol. Nosso ano dura 365
dias. Em 1-ro de janeiro de cada ano, a localizacdo fisica da Terra
em relagdo ao Sol é quase a mesma, exceto nos anos bissextos,
quando a defasagem introduzida pelos 14 dias extras de 6rbita é
inserida no calendario. Chamamos 1-ro de janeiro de “dia 1” do
ano. Entdo, por exemplo, o dia 31 é 31 de janeiro, o dia 59 é 28 de
fevereiro e assim por diante.

O ntmero do dia em um ano pode ser considerado uma varidvel
que determina a posicao da Terra em sua 6rbita. A medida que a
Terra gira em torno do Sol, sua localizacdo fisica muda em relacdo
ao Sol. Ap6s um ano inteiro, estamos de volta ao ponto de partida
e um novo ano comega. De acordo com as leis de movimento plan-
etdrio de Kepler, a forma da érbita é eliptica, com o Sol em um dos

focos da elipse. Johannes Kepler (1571-1630)
A imagem do lado descreve a 6rbita da Terra em torno do Sol
durante um ano. O ponto identificado como F, é um dos focos da

(x(t),y(1))

elipse; o outro foco é ocupado pelo sol. Se sobrepormos eixos de

Janeiro 1

(t=1)

coordenadas neste gréfico, podemos atribuir pares ordenados a
cada ponto da elipse. Entdo, cada valor de x no gréfico é um valor
de posicdo em funcdo do tempo, e cada valor de y também é um

Abril 2
(t=92)

Outubro 1

valor de posigdo em fun¢do do tempo. Portanto, cada ponto no (o2
=274

o
13 Sol

gréfico corresponde a um valor da posigdo da Terra em funcdo do

tempo.



Defini¢do: Equacdes Paramétricas

Se x e y sdo fungdes continuas de t num intervalo I, entdo as
equagdes

x=x(t), y=yl)
sdo chamadas de equagdes paramétricas e t é chamado de
pardmetro. O conjunto de pontos (x,y) obtido conforme
t varia no intervalo I é chamado de grdfico das equagoes
paramétricas.

Exemplo 4.1

Considere a curva dada pela equacéo
x(t) =143t y(t) =2+t, teR.

Para desenhar o grafico desta curva, primeiro configure uma tabela de valores. Como a varidvel
independente em x(t) e y(t) é t, deixe t aparecer na primeira coluna. Entdo x(t) e y(t) aparecerdo
na segunda e terceira colunas da tabela.

t x Y
0 1 2
1 4 3
2 7 4 Yy
-1 -2 1

Assim, recebemos que a trajetéria da curva é uma reta no plano.
Neste caso podemos receber a equagdo da reta explicitamente. Ob-
serve que y = 2+t implica que t = y — 2, assim x = 1+ 3t implica
que x =1+ 3(y — 2), ou seja, a equagdo da reta é:

x—=3y+5=0.
Exemplo 4.2
Suponha dada aretay = 14 2x. A gente pode encontrar varias parametrizagdes para ela. Por ex-
emplo:

x(t) =t y(t) =1+2t, teR,

é uma parametrizacdo. Mas tem vdrias outras, por exemplo:

x(t) = —t, y(t) =1-2t, teR,

x(t) =2t y(t) =1+4, teR.

mais 2 parametrizacdes que diferem no sentido e velocidade de percurso da curva.
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Para entender melhor o gréfico de uma curva representada para-
metricamente, é 1itil reescrever as duas equagdes como uma tnica
equagdo relacionando as varidveis x e y (como a gente fez no Exem-
plo 4.1). Entao podemos aplicar qualquer conhecimento prévio de
equagdes de curvas no plano para identificar a curva. Por exemplo,
suponha dadas as equag¢des que descrevem a curva plana:

x(t) =1 -3 y(t)=2t+1 (4.1)

com —2 <t < 3. Resolvendo a Equacéo (4.1) para t da

-1
t= yT (4.2)
Isso pode ser substituido na Equagéo (4.1)
_y=1,
x=( 7 )" —3
2
Yy -2y+1
i 3
_ y*—2y—11
= i .
y>—2y—11

A equagdo x = descreve x como uma fungéo de y.

Essas etapas fornecem um exemplo de eliminagdo do pardmetro.
O gréfico desta fungdo é um pedaco de parabola a direita. A curva
plana comega em (1, —3) e termina em (6,7). Essas terminagdes
foram devido a restricdo do parametro —2 <t < 3.

Exercicio 4.1

Elimine o pardmetro para a curva plana descrita pelas seguintes
equagdes paramétricas e descreva o grafico resultante:

x(t) =V2t+4, yt)=204+1, —2<t<6.

Solucdo 4.1

Para eliminar o pardmetro, podemos resolver qualquer uma das
equagdes para t. Por exemplo, resolver a primeira equacao para
tda

x =+2t+4,

X2 =2t+4,
2 —4=2t

;o x2—4
T2

Observe que quando elevamos ao quadrado ambos os lados, é im-
2

—4
portante observar que x > 0. Substituindo f = o 5 em y(t)
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t=0 1

1 i
_3\ 1

1

1

1

\'.l

t= -2

e N U U U
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resulta
y(t) =2t+1,
x*—4
y=2 5 +1,
y=x>—4+41,
y=x*-3.

Esta é a equacgdo de uma pardbola virada para cima. H4, no en-
tanto, uma restricdo de dominio devido aos limites do parametro
t.Quandot = —2,x = /2(-2)+4 = 0,equandot = 6,

x=/2(6)+4=4

Nos seguintes exemplos, a gente vai explicar como parametrizar as
circunferéncias e elipses.

Exemplo 4.3

Suponha dada a circunferéncia com o centro na origem e
raio r. Assim sua equacao é

4y =12

Observe que para todo 0 < 0 < 27t temos Y

y
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X cos 0, < =senb.
r r
Assim uma parametrizagdo da circunferéncia é dada por
x(0) =r-cosb, y(0) =r-senb, (4-3)

onde 0 < 0 < 27.

Limitando o pardmetro 6 para menor dominio, podemos receber a parte da
circunferéncia. Por exemplo se o angulo 6, varia entre —g e 0 assim a curva
correspondente é o pedaco da circunferéncia com raio r com x > 0ey < 0.
Além disso modificando Equacdes (4.3) é facil obter a equacgdo da circunfer-
éncia com centro no ponto arbitrério (xg, o) do plano:

x(0) =r-cosb + xo, y(0) =r-senb + yo,

com 0 <60 <2rm.

0=—m/2




32

Exemplo 4.4

Deformando as formulas (4.3), suponha que a curva
dada pelas equacdes, y

x(t) = 4cost, y(t) = 3sent,

com 0 <t < 2pi.
As vezes é necessdrio ser um pouco criativo para elimi-

nar o parametro. Resolver qualquer uma das equagdes
para t diretamente ndo é aconselhavel porque seno e
cosseno ndo sao fungdes um-para-um. No entanto, di-
vidindo a primeira equacgdo por 4 e a segunda equacao
por 3 (e suprimir o t) nos da

cost—x sent =
=1 =<

[SSIES

Agora usando a identidade Pitagdrica
cos®t +sin’t =1

e substituindo as expressdes para sent e cost pelas expressdes equivalentes em termos de x e y,

(=

2
Xy
S 4L =
6 9

Esta é a equagdo de uma elipse horizontal centrada na origem, com semi-eixo maior 4 e semi-eixo

implica que

ou seja

menor 3 como mostrado no gréfico.

De novo, limitando o parametro ¢ para menor dominio, podemos receber a
parte da circunferéncia. Por exemplo se o angulo 0, varia entre g e 7T assim y
a curva correspondente é o pedago da elipse com raio com x < 0ey > 0. s
Além disso modificando as equag¢des dadas é facil obter a equacéo da elipse

com centro no ponto arbitrario (xg, o) do plano:

x(0) = a-cosf + xo, y(6) =b-senb +yo,

com 0 < 0 < 27 e g, b sdo semi-eixos correspondentes.

Exemplo 4.5

Suponha dada uma curva pelas equagdes
paramétricas: y

x(0) =e % coso, y(0) =e Y- sens,

onde0 < 6 < 27 Para todo 8 fixo o ponto x

correspondete estd na circunferéncia com raio 1

e~!. Mas quando 6 aproxima o valor 7 o raio
correspondente e~ aproxima o 0. Assim a curva correspondente é parte da espiral como na figura
do lado.
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Ciclgide

Imagine fazer um passeio de bicicleta pelo pais. Os pneus ficam
em contato com a via e giram em um padrao previsivel. Agora,
suponha que uma formiga muito determinada esteja cansada apds
um longo dia e queira voltar para casa. Entdo ela se pendura na
lateral do pneu e ganha uma carona gratuita. O caminho que essa
formiga percorre por uma estrada reta é chamado de cicldide (na
figura abaixo).

y

X af 2ma 47a

Um cicléide gerado por um circulo (ou roda de bicicleta) de raio
a é dado pelas equacdes paramétricas:

x(0) =a(0 —senf), y(0)=a(l—cosh).

Para ver por que isso é verdade, considere o caminho que o centro
da roda segue. O centro se move ao longo do eixo x a uma altura
constante igual ao raio da roda. Se o raio for 4, entdo as coorde-
nadas do centro podem ser dadas pelas equagdes

x(0) = ab, y(0) = a.

para qualquer valor de 6. Em seguida, considere a formiga, que
gira em torno do centro ao longo de um caminho circular. Se a
bicicleta estiver se movendo da esquerda para a direita, as rodas
estdo girando no sentido hordrio. Uma possivel parametrizacdo do
movimento circular da formiga (em relagdo ao centro da roda) é
dada por

x(0) = —asen6, y(t) = —acosé.

(O sinal negativo é necessario para inverter a orientacdo da curva.
Se o sinal negativo ndo estivesse 14, terifamos que imaginar a roda
girando no sentido anti-horario.) A soma dessas equagdes fornece
as equacdes para o cicléide.

x(0) =a(0 —senf), y(0)=a(l—cosh).

Cardidide

O cardidide é gerado rolando um circulo sobre o outro. Os dois
circulos venham com o mesmo raio 4. Entdo — o circulo amarelo é
rolado para o azul.
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Imagine que vocé deu ao circulo amarelo no inicio uma caneta
vermelha em seu po6lo leste. Como o efeito do rolamento, essa
caneta vermelha produzird a curva vermelha do cardidide.

4

............ : P:<x1y)

ah

Observe que o tamanho do segmento OO’ é 24, onde a é raio das
circunferéncias. E por outro lado o tamanho do segmento O'P é a.
Além disso o angulo « pode ser calculado como

a =180° — 26.
Assim os segmentos verde e laranja podem ser calculados como:

segmento verde = OO’ cos = 2acos?,

segmento laranja = O'P cosa = a cos(180 — 20).

Observe que a coordenada x do Ponto P, pode ser calculado como

segmento verde + segmento laranja = 2a cos 6 + a cos(180 — 26)
= 2acos b — acos(20).

Analogamente, a coordenada y do Ponto P, pode ser calculado
como

2asenf —asen(180 — 26) = 2asen 6 — asen(26).
Assim, as equagdes da cardioide sdo

x(0) = 2acos — acos(26),
y(0) = 2asenb — asen(26), 0<6<2m.



Coragno

Finalmente considere as seguintes equagdes paramétricas:

x(0) = 16sen’6,
y(0) = 13cosf — 5cos(260) — 2 cos(36) — cos(46).

Tais equagdo descrevem o coragdo no plano.

—16

O grafico dessa curva pode ser verificado no Desmos (é uma
calculadora gréfica avancada implementada como um aplicativo da
web e um aplicativo mével escrito em JavaScript).
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A curva em Desmos estd disponivel neste endereco https://www.desmos.com/calculator/cesvaysysb.

Exercicio 4.2: (Trabalho p/ casa)

¢ Elimine o pardmetro da curva plana definida pelas seguintes
equagdes paramétricas e descreva o grafico resultante.

x(f):2+% y(t)y=t—1, 2<t<6.

< 3 - uma hipérbole no plano.

Resposta: y = —1 +

* Encontre dois pares diferentes de equagdes paramétricas para
representar o gréfico de y = 2x? — 3.

* Encontre dois pares diferentes de equagdes paramétricas para
representar o grafico de y = x? + 2x.

* Descreva a curva dada pelas equagdes paramétricas:
x(t) = 3cost+ cos3t, y(t) = 3sent —sen3t.

Resposta:


https://www.desmos.com/
https://www.desmos.com/calculator/cesv2ys7sb

NP s coordenadas polares

Até este ponto, lidamos exclusivamente com o sistema de coor-
denadas cartesianas (ou retangulares, ou x—y). No entanto, como
veremos, esse nem sempre é o sistema de coordenadas mais facil de
trabalhar. Portanto, nesta aula, comegaremos a examinar o sistema
de coordenadas polares.

Os sistemas de coordenadas nada mais sdo do que uma forma
de definir um ponto no espago. Por exemplo, no sistema de coor-
denadas cartesianas (introduzidas pelo René Descartes), um ponto
recebe as coordenadas (x,y) e usamos isso para definir o ponto
comecando na origem e depois movendo x unidades horizontal-
mente seguidas por y unidades verticalmente. Isso é mostrado no
esboco do lado.

. X A o s . n René Descartes (1596—1650)
Entretanto, isso ndo é a Gnica maneira de definir um ponto no

espago bidimensional. Em vez de nos movermos verticalmente e
horizontalmente da origem para chegar ao ponto, poderiamos ir di- .
reto para fora da origem até atingirmos o ponto e entdo determinar
o angulo que esta linha faz com o eixo x. Poderiamos entdo usar a

distancia do ponto da origem e a quantidade necessaria para girar

0 eixo-x como as coordenadas do ponto. Isso é mostrado no esboco b ------------- (x,y)
abaixo.

y

As coordenadas nesta forma sdo chamadas de coordenadas polares

introduzidas pelo matematico italiano Gregoério Fontana. Gregorio Fontana (1735-1803)



A discussdo acima pode levar alguém a pensar que p deve ser
um numero positivo. No entanto, também permitimos r ser nega-

e (-2, i

tivo. Abaixo estd um esbogo dos dois pontos (2 E)

7T
. ,g)

y

PN
=

A partir deste esbogo, podemos ver que se p é positivo, o ponto
estard no mesmo quadrante que 6. Por outro lado, se p for negativo,
o ponto estd no quadrante oposto. Observe também que as coor-

s
denadas (—2, g) descrevem o mesmo ponto que as coordenadas

7 7
(2, g) As coordenadas (2, ?n) nos dizem para girar o eixo-x por

U . . \
um angulo de ¢ isso nos colocaria na linha tracejada no esbogo
acima e, em seguida, se moveria para uma distancia de 2.

Isso leva a uma diferencga importante entre as coordenadas carte-
sianas e as coordenadas polares. Nas coordenadas cartesianas as
coordenadas para qualquer ponto sdo unicamente determinadas.
Com coordenadas polares, isso ndo é verdade. Em coordenadas po-
lares, existe literalmente um ntmero infinito de coordenadas para
um determinado ponto. Por exemplo, os quatro pontos a seguir sdo
coordenadas para o mesmo ponto.

D=6 =(-55)=(-5-F).

5, 3 3 3

Abaixo estd um esbogo dos angulos usados nesses quatro conjuntos
de coordenadas.
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16-knot wind
120° 60°
Port
150° 30°
° 6 9 12 07/
180 360°
210° 330°
240° 300°

270°
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c', +

No segundo par de coordenadas, giramos no sentido horéario
para chegar ao ponto. Ndo devemos esquecer de girar no sentido
horério. As vezes é o que temos que fazer!

Os dois tltimos pares de coordenadas usam o fato de que, se
terminarmos no quadrante oposto do ponto, podemos usar um
negativo p para voltar ao ponto e, claro, ha uma rotagdo no sentido
horaério e anti-horario para chegar ao angulo.

Esses quatro pontos representam apenas as coordenadas do
ponto sem girar em torno do sistema mais de uma vez. Se per-
mitirmos que o angulo faca quantas rotagdes completas quanto
quisermos em torno do sistema de eixos, havera um ndmero in-
finito de coordenadas para o mesmo ponto. Na verdade, o ponto
(p,0) pode ser representado por qualquer um dos seguintes pares
de coordenadas.

(p, 0 +2mn), (=p, 0+ (2n+1)m),

onde n é qualquer inteiro.

A seguir, devemos falar sobre a origem do sistema de coorde-
nadas. Nas coordenadas polares, a origem costuma ser chamada
de pélo. Como ndo estamos realmente afastando da origem/p6lo,
sabemos que 7 = 0. No entanto, ainda podemos girar o sistema em
qualquer angulo 6 que quisermos e, portanto, as coordenadas da
origem/pdlo sdo (0,0).

Agora que temos uma compreensdo das coordenadas polares, pre-
cisamos pensar sobre a conversado entre os dois sistemas de coorde-
nadas. Vamos comegar com o seguinte esboco, nos lembrando de
como funcionam os dois sistemas de coordenadas.
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Observe que temos um tridngulo retdngulo acima e com isso
podemos obter as seguintes equacdes que converterdo as coorde-
nadas polares em coordenadas cartesianas.

Férmulas de conversao polar para cartesiana:

x=p-cosb, Yy =p-senb.

Converter do cartesiano é também facil. Vamos primeiro obser-
var o seguinte.

x2 4+ y? = (pcos8)? + (psenf)?
= 0% cos® 0 + p*sen? §

= p%(cos? 4 sen?) = p?.

Observe que, tecnicamente, devemos ter um sinal de mais ou

Assim,

menos na frente da raiz, pois sabemos que p pode ser positivo ou
negativo. Vamos continuar com a convengdo que p é positivo aqui.
Obter uma equacgdo para 6 também é simples. Vamos comecar

com
y psenf®

x~ pcosh tan 6.

Portanto,
Y

6 = arctan =.
x

Precisamos ter cuidado com isso porque a fungdo arco tangente
retorna apenas valores no intervalo —% < 6 < Z. Lembre-se de que
existe um segundo angulo possivel e que o segundo angulo é dado
por 6 + 7.

Assim, Férmulas de conversio cartesiana para polar: sdo

2yt =12 p= /22412

0 = arctan Z.
X
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Exemplo 5.1

Vamos converter cada um dos pontos a seguir no sistema de coordenadas fornecido.
271 .
(a) Converter (—4, ?) para coordenadas cartesianas.

(b) Converter (—1, —1) para coordenadas polares.

(a). Usando os formulas acima, temos

x = —4cos (%T) = —4(— %) =2,

y = —4sen (2?71) = —4(§) = —2V3.

Assim as coordenadas cartesianas desse ponto sdo (2, —2\/5).
(b). De novo usando as formulas acima, temos

o= /(-1 + (-1 =2,
1

- T
0 = arctan — = arctan1l = —.
-1 4

No entanto, este ndo é o dngulo correto. Este valor de 6 estd no primeiro quadrante e o ponto

(=1, —1) estd no terceiro quadrante. Conforme observado acima, podemos obter o 4ngulo correto
adicionando 7r. Portanto, o dngulo correto €,

5

7T

57
Entado, em coordenadas polares, o ponto é (ﬁ, T) Observe também que poderiamos ter usado

o primeiro § com p negativo. Neste caso, o ponto também pode ser escrito em coordenadas polares

como (7 V2, %)

Exemplo 5.2

(a) Converter 2x —5x3 = 1 + xy para coordenadas polares.

(b) Converter p = —2cos 0 para as coordenadas Cartesianas.
(a). Usando os formulas acima, temos

2pcos6 —5(pcosB)® =1+ (pcosB)(psend),
— 20c0s6 — 50° cos® 6 = 1+ p? cos O sen 6.

(b). Este é um pouco mais complicado, mas ndo muito. Primeiro, observe que podemos substituir
diretamente p mas ndo hd uma substitui¢do direta para o cosseno. Se tivéssemos um p a direita
junto com o cosseno entdo poderiamos fazer uma substituicdo direta. Assim,

p? = —2pcosb,

— x2 +y2 = —2x.



Exercicio 5.1

Escreva a equacdo polar em coordenadas cartesianas:

p = sen(20).
Solugio 5.1
Temos:
p = sen(20), Usando arco duplo
0 =2senf -cosb, Usando L cos 9,% =senf
Xy
=2.2.7
P PP
Xy
p=2-—,
02
P> =2xy

(\/x2+y2)3 =2xy, Pois p* = x* + %

A equagdo também pode ser escrita como:

(x® + yz)% = 2xy, ou (¥*+y°)= (ny)%.

Exercicio 5.2

Desenhe a curva cuja equagdo em coordenadas polares é dada

pela equagéo:
1

~ 1 _senb’

o(6)
Solucao 5.2

Observe que a curva estd bem definida quando 6 # g, ou seja,

quando send # 1. Como no exemplo anterior, temos
p—psenf =1,
=\ /x2+y2—y=1,
= x> +y* = (1+y)?,
= x2+y2 = 1+2y+y2,

x?—1
:}y: 2 .

s
Assim a curva é pardbola do lado. Se 0 < 8§ < 0} assim temos
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U .
a parte vermelha e se 7 < § < 27 temos a parte azul. Dois pedagos

do grafico se interceptam no ponto (1,0) quando 6 = 0 = 27r.

Exercicio 5.3

Desenhe a curva cuja equagdo em coordenadas polares é dada
pela equagdo:

42

Solugdo 5.3 —05

Proseguindo como no Exemplo 5.2 temos:

p? = psenf,
:>x2+y2:y,
1 1
:>x2+y2—y+1:1,

=2ty )= P

x : . .1
equagdo da circunferéncia com raio 5e centro no ponto (0, E)'

Exemplo 5.3

Vamos desenhar as curvas p =7, p = 4cos 8, e p = —7 sen § no mesmo sistema de eixos.

Primeiramente, observamos que a equagio p = 7, é equivalente a x> + y?> = 72, assim define a cir-
cunferéncia de raio 7 com o centro na origem (circulo vermelho na figura de baixo).

. . . . .7
Proseguindo como no Exercicio 5.3 temos que acurvap = —7senf é a circunferéncia de raio 3

com o centro no ponto (O, - %) (circulo violeta na figura de baixo).

Analogamente, a curva p = 4cos# é a circunferéncia de raio 2 com centro em (2,0) (circulo azul na
figura de baixo).

Assim vamos obter a figura de baixo.

y




Exercicio 5.4: (Trabalho p/ casa)

(a) Determine as coordenadas polares dos seguintes pontos:

(—=1,-2), (-3,3), (2,-6).

(b) Determine as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos:

s 7T
(15 @3, 6.5,

Exercicio 5.5: (Trabalho p/ casa)

Converter em coordenadas cartesianas as seguintes equagdes:

2
6p3sen6:4—c056, Ezsen@—sec@.

Respostas: 6(x? +y2)%y = (a2 +y2)% —x
e2x =xy— x? — yz, respectivamente.

Exercicio 5.6: (Trabalho p/ casa)
Desenhe a curva cuja equagdo em coordenadas polares dada é
pela equagéo:
p(0) =1—cosb, 0<0<2m,
calculando os valores de p(0) para angulos simples como 6 =

T
0

Ay etc. recebendo o cardioide do lado.

Exercicio 5.7: (Trabalho p/ casa)

Desenha no mesmo plano as seguintes curvas:

p(0) =1+ cosb,
p(0) =3cosb,
p(0) =2cosb + 2senb.
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NN A reas em coordenadas polares

Nesta Aula, veremos as dreas delimitadas por curvas polares. Ob-
serve também que dissemos “limitadas por” em vez de “abaixo”,
como costumamos fazer nesses problemas (como na Aula 1). Esses
problemas funcionam de maneira um pouco diferente nas coorde-
nadas polares. Aqui estd um esboco de quais sdo os regides para
encontrar a area.

Estaremos procurando a drea amarela no esbogo acima do con-
junto A, dado por

a={(p0] gigié(e)’ 3

A féormula para encontrar esta area é,

] p
Area A = 5 /f2(9)d9.
o
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Exemplo 6.1

Calcule 4rea da regido limitada por
p(0) =senb, 0<6<m.

Como vimos na Aula 5, a regido correspondente é uma circunferéncia com centro no ponto (0,0.5)

m ra ! . Assim a drea deve ser 7T - 11
= Y —o=—.
co io 5 Assi 5 2= 1
y
X

1 1
2

Agora vamos ver como receber a mesma resposta usando a a férmula acima. Temos

B T
Area A = %/fz(e)de - %/senz 06

1 7T
E/ (1 —cos26)d
0
1 sen 20 T
=3l =5

Exercicio 6.1

Calcule area da regido limitada por

0(6) =1—cosb, 0<o6<m.

Solugido 6.1

Como vimos na aula 5, a curva define o cardioide ao lado.
Usando a férmula para calcular a area temos:

p 7r
Area A = %/fZ(G) /1—c0562d6
% 0

N \



Temos,

7T s
/[1 — cos 0]%d6 = /[1 —2cos 0 + cos” 0]d6
0 0

7T

=21+ /Cos2 0de
0

7T
1 20
2
0
=2m+ T =3m.

3
Assim a drea da cardioide igual a 77-[

Como vamos ver no varios exemplos a seguir, é bem ttil calcular
as dreas de regides quando o raio varia entre duas curvas f(0) e
¢(8), como no esbogo de baixo.

Estaremos procurando a drea no esboco acima do conjunto A,
dado por
8) <p < f(0),
a={(0]| 8(0) <p = f(6) L

a<H<B

A férmula para encontrar esta area é,

Area A = 1

N

B
[1r26) - g o)1de. (61)

2r
LEMBRETE: | cosxdx =0
0
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Exercicio 6.2

Encontre a drea da regido entre os circulos
0=1, o =2senb,

tal que
1 <p<2send,

isto é a regido interior da circunferéncia p = 2sen§ e exterior da

circunferéncia p = 1.

Solugdo 6.2

) 1
Os circulos interceptam onde 1 = 2sen 8, ou seja sen = 5 as- .

sim 0 = g ouf = 5% Assim, aplicando a férmula (6.1), temos

Area é = [4 sen? 6 — 1]do

N —

e T~

N =

[2(1 — cos260) — 1]d6

Z
/ 77c0529 do

_{G_senZG}?”
L2 2 =z
—%—E—l[sen%—seng}
2 12 2 3 3
_z_l[_é_ﬁ} V3
4 2l 2 21731772



Exercicio 6.3

Determine a 4rea que estd dentro de p = 3 +2sen® e fora de
o =2

Solucido 6.3

Do lado estd um esbogo da regido que buscamos.

Este é o grafico de p = 3 4+ 2senf. O circulo e o cardioide se
cruzam nos 3° e 4° quadrantes. A 4drea do coracdo até o circulo que
estd no primeiro e segundo quadrantes estd sombreada. Para de-
terminar esta drea, precisamos conhecer os valores de 6 para

r=3+2s1n8

o qual as duas curvas se cruzam. Podemos determinar esses

pontos definindo as duas equagdes e resolvendo. 6=
34 2sinf =2
1 7t 11n
inf =—- =—,—
sm 5 = 6" 6

Observe também aqui que também reconhecemos que outra rep-
resentacdo para o angulo “T” é — 7. Isso é importante para este
problema. Para usar a férmula acima, a drea deve ser delimitada
conforme aumentamos do angulo menor para o maior. Portanto,
se usarmos %” para HT” ndo incluiremos a drea sombreada, em
vez disso, incluiremos a parte inferior das trés regides. No entanto,
se usarmos os angulos — 7 para %”, incluiremos a drea que bus-
camos.

Assim aplicando a férmula (6.1).

oy

hS
I
T

((3 +25sinf)? — (2)2) a0

SIS

5+ 125sin 0 + 4sin6 ) d6
( )

oy

I
—
B
Nl—= NI= Nl=

(7+12sinf — 2 cos (26)) do

T

I
—

o

7
6

1
=3 (76 — 12 cos 6 — sin (20))

BB

11V3 | lin
2 3
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Exercicio 6.4

Calcule a 4rea interior das ambas as curvas:

0 =senb, © = cos 6.

Solugio 6.4

A curva p = sen® é a circunferéncia azul e p = cos 8 a circun-
feréncia vermelha na figura do lado. As circunferéncias se encon-
tram quando

senf = cos ¥,

. 7T . . .
ou seja = T Observe que para calcular a area interior das am-

bas as circunferéncias, podemos dividir a regido em duas: quando

o angulo varia entre o e 771/4 e quando o angulo varia entre 7/4
e 7t/2 (como na figura do lado). Assim temos:

y
T
0 S 0 S s
A= {(G,p) | 4 }
0<p<senf
R
e p - |
—<e<Z, I
Az—{(GIP)‘ 4~ —2 }' A :
0<p<cosb .
com :
Area total = drea A; + 4rea A,. en :
Assim E X
e 1‘.5
2
Y

Area total = sen?0d0 + = / cos? 0do

N —
o\»\u

L]




Exercicio 6.5

Calcule a area da regido interior de ambas as curvas:

o =3-cosb, p=1+cos0.

Solugio 6.5

A curva p = 3cos 6 é a circunferéncia vermelha e p = 1+ cos 6

é o cardioide azul na figura do lado. Observe que para calcular

a area interior das ambas as curvas podemos calcular a drea com
angulo 6 variando entre 0 e i multiplicando por 2 no final. Além
disso a regido laranja interior de duas podemos dividir a regido
em duas: quando o angulo varia entre o e 71/3 e quando o angulo
varia entre 7t/3 e 71/2 (como na figura do lado). Assim temos:

s
0<0<—,
Alz{(Q,p)‘ =73 }
0<p<1+cosh
¢ s us
<<z,
AZ:{((),p)’ 3=7=7 }
0<p<3-cosb
com
Area total = 2[drea A; + area Aj].
Assim
1 3
Area A = 5/(1+c059)2d9
0
1 3
:E/(1+2c050+c0526)d9
0
1[36 sen207|3
—2[2+2sen9+ 1 }0
1{3m Y3 sen%” T 9V3
—2[6””“3*4} =36
Semelhante,
%
. 1 3m 93
Area Ay = = 240 = — — L=,
rea A 2/(3C059) dae 3 16
%
Assim,

Area total = 2[drea A; + é4rea Aj]

55 ¥
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Exercicio 6.6: (Trabalho p/ casa)

* Determine a drea que estd fora do p = 3+2cosf e dentro do

p = 2. Resposta: HTﬂ — 77”

* Determine a area que dentro das ambas p =3+2cosf e p =
2. Resposta: —HT\@ + HT”.

51



WNERA Cormprimento das curvas

Nesta aula, usamos integrais definidas para encontrar o compri-
mento do arco de uma curva. Podemos pensar no comprimento do
arco como a distancia que vocé viajaria se estivesse caminhando

ao longo do caminho da curva. Muitas aplica¢gdes do mundo real
envolvem comprimento de arco. Se um foguete é langado ao longo
de um caminho parabélico, podemos querer saber a que distancia
o foguete viaja. Ou, se uma curva em um mapa representa uma
estrada, podemos querer saber a distdncia que temos que dirigir
para chegar ao nosso destino.

Comecamos calculando o comprimento do arco de curvas
definidas como fungdes de x, depois examinamos o mesmo pro-
cesso para curvas definidas como fungdes de y. (O processo é idén-
tico, com os papéis de x e y invertidos.)

Em aplicagdes anteriores de integragdo, exigiamos que a fungao

f (x) fosse integravel ou, no méximo, continua. No entanto, para
calcular o comprimento do arco, temos um requisito mais rigoroso
para f(x). Aqui exigimos que f(x) seja diferencidvel e, além disso,
exigimos que sua derivada, f’ (x), seja continua. Fung¢des como essa,
que tém derivadas continuas, sio chamadas de suaves.

Seja f(x) uma funcdo suave definida em [a, b]. Queremos calcu-
lar o comprimento da curva do ponto (g, f(a)) ao ponto (b, f(b)).
Comecamos usando segmentos de linha para aproximar o compri-
mento da curva. Parai = 0,1,2,...,n, seja P = x; uma parti¢do de
[a,1], ou seja

Pia=xp<x1<...<xp_1<x,=>0

Entédo, parai = 1,2,...,n, construa um segmento de reta do ponto
((xj_1), f(xi_1)) ao ponto (x;, f(x;)). Embora possa parecer 16gico
usar segmentos de linha horizontais ou verticais, queremos que
nossos segmentos de linha se aproximem da curva o mais préximo
possivel. A Figura de baixo mostra essa construc¢do para n = 5.



f(x3)

Para nos ajudar a encontrar o comprimento de cada segmento
de linha, observamos a mudanca na distancia vertical, bem como a
mudanga na distdncia horizontal em cada intervalo. Como usamos
uma particdo regular, a mudanca na distancia horizontal em cada
intervalo é dada por Ax = Ax; = x; — x;_1. A mudancga na dis-
tancia vertical varia de intervalo para intervalo, portanto, usamos
Ay; = f(x;) — f(x; — 1) para representar a mudanga na distancia
vertical ao longo do intervalo [x; 1, x;]. Observe que alguns (ou
todos) Ay; podem ser negativos.

Pelo Teorema de Pitdgoras, o comprimento do segmento de linha

(Bx)2 + (By;)?

Também podemos escrever isso como

Axy/1+ ((Ays) /(Ax))?

Agora, pelo Teorema do Valor Médio, existe um ponto x; €

[xi_1,x;] tal que f" (x}) = (Ay;) /(Ax). Entdo o comprimento do
segmento de linha é dado por

Ax\/1+ [f' (xl*)]2

Somando os comprimentos de todos os segmentos de linha, obte-

n
Comprimento do Arco ~ Y /1 + [f’ (x;*)]zAx
i=1

Tomando o limite quando n — oo, temos

n
Comprimento do Arco = nlglolo Y o1+ [f (x?)]zAx
i=1
b
_ / 1+ [f(x)]2dx
a

mos
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Theorem 7.1: Comprimento do Arco

Seja f(x) uma funcdo suave no intervalo [a,b]. Entdo o comprimento do arco da porcado do grafico

de f(x) do ponto (a, f(a)) ao ponto (b, f(b)) é dado por:

b
Comprimento do Arco = [~ /1+ [f(x) dx.
omprimento do Arco ] [f'(x)] dx ]

Observe que estamos integrando uma expressdo envolvendo
f'(x), portanto, precisamos ter certeza de que f'(x) é integrével. E
por isso que exigimos que f(x) seja suave. Os exemplos a seguir
mostram como aplicar o teorema.

Exemplo 7.1

Considere exemplo quando f(x) = k- x, onde k é uma constante.
Pelo Teorema de Pitdgoras o comprimento do Arco da curvay = Y
kx no intervalo [0, b] igual

kb f-mmmmmn---
b2+ (kb)2 = by/1 + 22, ,

para todo b. Agora vamos ver como receber a mesma resposta
usando (7.1). Neste caso f'(x) = k, assim [f/]> = k2. Portanto,

(7.1)

temos:

b b
/0 V1+kdx = \/1+k2/0 dx

b
= \/1+k2~x'0
=b-V1+k%.

Exemplo 7.2

2
Considere exemplo quando f(x) = %,COH‘[O < x < 1. Assim

f'(x) = x e [f'(x)]> = x2. Aplicando (7.1), temos: y
05 fF--------

1
Comprimento do Arco = / V14 x2%dx.

0

Agora proseguindo como no Exercicio 3.1 (da Aula 3) e fazendo a 12
mudancga x = tan u temos: N

[ S

1 E g
/ \/1+x2dx:/4 \/1+tan2u~sec2udu:/4sec3udu
0 0 0

Agora, de novo como no Exercicio 3.1 (da Aula 3), temos

IS

7 1 7 1
/4 sec® udu = 5[secutanu+ln|secu+tanu|] ‘0 = E[\/§+ln(\f2+1)].
0

S



Exemplo 7.3

Considere exemplo quando f(x) = Inx,com1 < x < e. Assim
1 1
f(x) = ze [f(x))? = =z Aplicando (7.1), temos: y

e | 1
Comprimento do Arco = / 1+ —dx 1]

\/x2 +1

[ J TSR,

_‘u—x x=1—-u=1
du=2x x=el su=e

1/6 vV1+u
== du
21 u

2 1

Calculando integral indefinido, temos

1 rvV14u vVid+u=vo
E/ du = do= 1. _du
" YT 2 i

S,
-32[wot
/ —1+1
/d +/ “ _v+;/[vil+v41—l}dv
=0+ 2 [nfo—1| ~Info+1]
1+x2+§1n’\/m—1‘—%ln’\/erl‘JrC.
Voltando para integral definida, temos que o comprimetro do arco da curva igual:

1n(\/m+1) —1n(\/m—1)—1n(ﬁ+1)+1n(ﬁ_1)
B 2

+Vet+1-V2

Suponha que a curva dada pelas equagdes paramétricas (como na
Aula 34):

x=x(t), y=y),
onde t varia num intervalo [c,d], de modo que x(c¢) = ae x(d) =
b (ou seja x varia no intervalo [a, b]). Assim a relagdoy = f(x)
podemos escrever como

Observe que aplicando regra de cadeia temos

y'(£) = f(x(8)x'(t),



assim:

Comprimento do Arco = /b V1 [f(x)]dx
:/d,/1+ L (x(£)))2x (£)dt
= [V @F + )2 P

= [P+ 0P

Assim, resumindo, temos que

Theorem 7.2: Comprimento do Arco em equag¢des paramétricas

Dada uma curva

v = (x(8),y(H),
com x(t),y(t) fungdes suaves no intervalo [c,d|. Entdo o comprimento do arco da porgdo do gréfico
da curva (x(t),y(t)) do ponto (x(c),y(c)) ao ponto (x(d),y(d)) é dado por:

. d 2 2
Comprimento da curva :/C \/[x’(t)] + [y (£)]7dt. (7.2)

Exemplo 7.4

Considere a curva dada por v = (sent,cost) comt € [0,2m7]. As-
sim a curva € a circunferéncia com raio 1 (veja Aula 4). Aplicando

Y
a férmula (7.2), temos
. T Y JERY, X
Comprimento da curva = [x/ ()] + [y (t)]dt
27'[
—/ \/cost sent}2dt \/’

- dt—t‘
0
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Exemplo 7.5

Sejam as equagdes do movimento da uma particula dadas por v =

(#2,£3),comt € [1,2]. Qual é distancia a percorrida? Neste caso y
x(t) = t?ey(t) = #. Assim a distancia percorrida é (aplicando 8 |
(7-2)):

/ (2t)2 4 (3t2) 24t = / V4t2 4+ 9t4dt

u=4+9¢
2 du = 18tdt Ly x
= [ t-V4a+9r2dt = * *
/1 + t=1—>u=13 1 4
t=2—>u=40
40 1 40
3/2‘
13 1g Vi = 35 3/2 s

_ L2 qa32] = 1 -
== [40 132 27[80\/16 13V/13].

Nesta secdo veremos o comprimento do arco da curva dada por
p = f(#) com angulo a« < 6 < B.

1Y
0=p

Passando para equagdes parameétricas, temos
x(0) = f(0) - cosf
y(0) = f(0) - sené.
Agora derivando as equagdes, temos
x'(0) = f(6) -cos — £(0) - sen 6
y'(0) = f/(0) -senf + () - cos 0
Alem disso observem que
[3/(6)]2 + [y’((?)]z = [f/(6) - cos 6 —f-sen(?]2 + [f'(6) sen 6 +f-cos(9]2
= f'(8) - cos?6 — 2f"(8) f cos O sen B + f>sen® O + [f'(0)]>sen? 8 +2f(8) f - sen B cos O + f2 cos? O
=f2. (cos2 0 + sen? 9) + £ (8)]%- (sen2 6 4 cos? 9) = f2+[f(6))
Agora, usando a férmula (7.2), temos que o comprimento do
arco da curva p = f(6) com angulo « < 6 <  é dado por
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Comprimento da curva = /f \/ f2+ [f(6)]2de. (7.3)

Exemplo 7.6

Vamos calcular o comprimento da curva p = 6, com 0 < 6 < 1. Observe que
a curva € espiral como na figura do lado. Aplicando a férmula (7.3) temos

1
Comprimento = / V6% 4146
0

Proseguindo como nos exercicios acima (veja também a Aula 3), temos

1
Comprimento = / V6% 4146
J0

T
=/ sec® xdx
0

1 4
= E(secxtanx+ln\secx+tanx|)
0

T

1
= E(\@Jrln(l +72))
Exercicio 7.1: (Trabalho p/ casa)

Seja f(x) = 2x3/2. Calcule o comprimento do arco do grafico de
f(x) no intervalo [0,1]. Arredonde a resposta para trés casas dec-
imais ap6s da virgula.

2
Resposta: E[lo\/ 10 — 1] ~ 2.268

Exercicio 7.2: (Trabalho p/ casa)

Seja f(x) = senx. Calcule o comprimento do arco do grafico de
f(x) no intervalo [0, 7r]. Use um computador ou calculadora para
aproximar o valor da integral.

Resposta: ~ 3.8202

Exercicio 7.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva x(t) = 2cos?¢t, y(t) = 2cos tsent,
onde 0 < t < 7. Explique a resposta.
Resposta: 277

Exercicio 7.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva x(t) = tsent, y(t) = tcost,
onde 0 <t < 27.



Resposta: 3 [W(?.ﬂ) +In ‘ V1+(@2r)2+ 27IH.

Exercicio 7.5: (Trabalho p/ casa)

Calcule o comprimento da curva p(6) =1/6,onde 1 <6 < 2.

Resposta: —@ +In(v5+42) + V2 —In(vV2+1).

59



WENPEN \Vomentos e centro de massa

Nesta aula consideramos centros de massa e momentos. A ideia

bésica do centro de massa é a no¢do de um ponto de equilibrio.

Muitos de nés ja vimos artistas que giram pratos nas pontas de

palitos. Eles tentam manter vérios deles girando sem permitir que .
nenhum deles caia. Se olharmos para um tnico prato (sem gira-lo), g
ha um ponto ideal no prato onde ele se equilibra perfeitamente

no palito. Se colocarmos o palito em qualquer lugar que néo seja

o ponto ideal, o prato néo se equilibra e cai no chéo. (E por isso

que os artistas giram os pratos; o giro ajuda a evitar que os pratos
caiam, mesmo que a vareta nao esteja exatamente no 1ugar certo.)
Matematicamente, esse ponto ideal é chamado de centro de massa
do prato.

Nesta aula primeiro examinamos esses conceitos em um contexto
unidimensional e, em seguida, expandiremos nosso desenvolvi-
mento para considerar centros de massa de regides bidimensionais
e limitadas por gréficos de fungdes.

Vamos comegar olhando para o centro de massa em um contexto
unidimensional. Considere um fio ou barra longa e fina de massa
desprezivel apoiada em um fulcro e suponha que colocamos objetos
com massas 11 e iy a distancias dq e dp do fulcro, respectivamente,
como mostrado na Figura de baixo.

} 1111 dz }

O exemplo mais comum da vida real de um sistema como este
é uma gangorra de playground com criangas de pesos diferentes
sentadas a distancias diferentes do centro. Em uma gangorra, se
uma crianga se sentar em cada extremidade, a crianga mais pe-
sada afunda e a mais leve é erguida no ar. Se a crianga mais pesada
deslizar em dire¢do ao centro, porém, a gangorra se equilibra. Apli-
cando este conceito as massas na barra, notamos que as massas se
equilibram se e somente se

m1d1 = mzdz.



No exemplo da gangorra, equilibramos o sistema movendo as mas-
sas (criangas) em relacdo ao fulcro. No entanto, estamos realmente
interessados em sistemas nos quais as massas nao podem se mover
e, em vez disso, equilibramos o sistema movendo o fulcro. Suponha
que temos duas massas de pontos, m; e mjy, localizadas numa reta
numérica nos pontos x7 e xp, respectivamente.

L 2

=
=
=i 1
=
N

O centro de massa, X, é o ponto onde o fulcro deve ser colocado
para fazer o equilibrio do sistema.
Assim, temos

m |X1 —f| = my |x2 —f|
mq (f - xl) = my (XZ - f)
miX — myxp = mpXy — MrX
% (my + my) = myxq + moxy
ou
_ mXy +mpXxp
N my+my
A expressdo no numerador da Equacédo acima, mjx1 4 moxp, é
chamada de primeiro momento do sistema em relagdo a origem. Se o
contexto for claro, geralmente abandonamos a palavra primeiro e
apenas nos referimos a essa expressdo como o momento do sistema.
A expressdo no denominador, mq + 1y, é a massa total do sistema.
Assim, o centro de massa do sistema é o ponto no qual a massa
total do sistema poderia ser concentrada sem alterar o momento.
Essa ideia ndo se limita apenas a massas de dois pontos. Em
geral, se n massas, 1,1y, ..., My, sdo colocados em uma reta
numérica nos pontos x1, X2, ..., X,, respectivamente, entdo o centro
de massa do sistema é dado por
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Exemplo 8.1

Suponha que quatro massas de pontos sejam colocadas em uma reta numeérica da seguinte forma:
¢ mj = 30kg, colocado em x; = —2m

* my = 5kg, colocado em x, = 3m

* mj3 = 10kg, colocado em x3 = 6m

* my = 15kg, colocado em x4 = —3m.

Para encontrar o centro de massa primeiro precisamos calcular o momento do sistema:
4
M = Zmixi = —60+15+60 —45 = —30
i=1
Agora, para encontrar o centro de massa, precisamos da massa total do sistema:

4
m =Y m;=30+5+10+15 = 60kg
i=1

Assim, o centro de massa esta em:

X =

E o centro de massa estd localizado 1/2 m & esquerda da origem.

Podemos generalizar este conceito para encontrar o centro de
massa de um sistema de massas pontuais em um plano. O ex-
emplo mais comum da vida é uma bandeja com copos que um
garcom deve levar para os clientes (encontrando certo equili-
bro). Sejam my, ..., m, as massas pontuais localizadas nos pontos
(x1,¥1),- -+, (Xn,yn) do plano. Denote por m = )/ m; a massa to-
tal do sistema. Neste caso, para encontrar o centro de massa (¥, /)
do sistema precisamos encontrar os momentos My e My sepa-
radamente para os eixos x e y seguindo a mesma ideia acima. Os
momentos M, e M, do sistema em relagdo aos eixos x e y, respecti-
vamente, sdo dados por:

n n
My =Y my;, My =Y mx;
i=1 i=1

Observe que a coordenada x do ponto é usada para calcular o
momento em relagdo ao eixo y e vice-versa. A razdo é que a co-
ordenada x fornece a distancia do ponto de massa ao eixo y, e a
coordenada y fornece a distancia ao eixo x. Dados os momentos as
coordenadas do centro de massa (%, ) do sistema sdo:

.My My
X = ==, y = —
m m
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Exemplo 8.2

Suponha que quatro massas de pontos sejam colocadas em uma reta numérica da seguinte forma:
e mj = 2kg, colocado em (—1,3),

e my = 6kg, colocado em (1,1),

e m3 = 4kg, colocado em (2, —2).

Primeiro calculamos a massa total do sistema:
3
m=Y mi=2+6+4=12kg.
i=1
Em seguida, encontramos os momentos em relagdo aos eixos x e y:

3
M, =) mixj=-2+6+8=12,
i=1

3
My=)Y) my=6+6—-8=4
i=1

Entdo nés temos

M, 12
= Yy
:7:—:1
YT T
oMy 41
Y= "1273

O centro de massa do sistema é (1,1/3), em metros.

Até agora, examinamos sistemas de massas pontuais em uma linha
e em um plano. Agora, em vez de ter a massa de um sistema con-
centrada em pontos discretos, queremos olhar para sistemas nos
quais a massa do sistema é distribuida continuamente por uma
fina folha de material. Para nossos propdsitos, presumimos que a
folha é fina o suficiente para que possa ser tratada como se fosse
bidimensional. Essa folha é chamada de 1amina. A seguir, desen-
volvemos técnicas para encontrar o centro de massa de uma lamina.
Nesta secdo, também assumimos que a densidade da lamina é con-
stante e igual 1.

As laminas sdo frequentemente representadas por uma regido
bidimensional em um plano. Visto que assumimos que a densidade
da ldmina é constante, o centro de massa da lamina depende ape-
nas da forma da regido correspondente no plano; ndo depende da
densidade. Tal como acontece com os sistemas de massas pontu-
ais, precisamos encontrar a massa total da ldmina, bem como os
momentos da lamina em relagdo aos eixos x e y.

Consideramos primeiro uma lamina em forma de retangulo.
Lembre-se de que o centro de massa de uma lamina é o ponto onde
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a lamina se equilibra. Para um retangulo, esse ponto é o centro
horizontal e vertical do retangulo. Com base nesse entendimento, 1y
fica claro que o centro de massa de uma lamina retangular é o
ponto de interseccdo das diagonais.

Vamos voltar para laminas mais gerais. Suponha que temos uma
lamina limitada acima pelo grafico de uma fungdo continua f(x),
abaixo pelo gréfico de outra fungdo continua g(x), e entre as retas
X = aex = b, respectivamente, conforme mostrado na figura do
lado.

Theorem 8.1: Centro de massa da 1Amina

Seja R uma regido limitada acima pelo grafico de uma fungdo continua f(x), abaixo pelo grafico
de outra fungdo continua g(x) e entre as retas x = ae x = b, respectivamente. Assim: a massa da
lamina é

m= [ 1) - s(lax )

Os momentos My e M, da lamina em relagdo aos eixos x e y, respectivamente, sdo

2 _ 2
o= [UOP=BOF ey Py gopen o

As coordenadas do centro de massa (¥, 7)

X=—, J=— (8.3)

Exemplo 8.3

Considere o retangulo conforme figura do lado. Suponha que o ponto P é

a intersecdo das diagonais em retangulo. As coordenadas do ponto P sdo v |

b d +
(a —; , < 42_ ) Por outro lado esse retangulo pode ser visto como a regido d

limitada pelas retasy = d, y = ¢, x = a e x = b, assim aplicando as férmulas
(8.1)—(8.3) temos: cr--

E Y
[ R -

Massa = /ab[d—c]dx =(d—c)-(b—a).

b x2 (b b? — a2
M%_Axw—dM>4d—diﬁ_wd—®- =
bdZ_CZ d2_c2
o= [ = 5 -0
Assim ) ) ) )
b-—a dc—c
(d—C)T a+b 2 (b_a)_c+d

x: = ,

=0 (—a) 2 L e e

Assim, ponto P = (%,7) é centro de massa do retangulo.
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Exemplo 8.4

Vamos determinar o centro de massa da regido limitada pela reta

y = 1e pardbolay = x2. Temos que os dois gréficos se encontram
quando x> = 1lousejax = 1. Assim aplicando as férmulas
(8.1)—(8.3) temos:

Massa m = /1 [1 —xz} dx

= am
1 1 4
=1-c4+1-Z|=12
[ 3+ 3} 3
Momentos:
1 2 471
_ )= |E X =
My—/x(l x)dx—[z 4]_1 0,
111y . 1 S\ 1 4
Mx—zo[l —x]dx——/_l(l—x)dx Z(x—g>_1—1—§—g
4
M 0 5 43 3
_——y:—: _:QZ—-—:—
I R A St a4
3
Assim o centro de massa estd no (0,3/5).
Exemplo 8.5
Vamos determinar o centro de massa da regido limitada pela reta
y = 0ey = 2sen(2x) no intervalo [0, 72—T] Temos que os dois 1Y 2sen(2x)
gréficos se encontramemx = Ooux = % Assim aplicando as
férmulas (8.1)—(8.3) temos:
/2 2 /2
Massam:/ 2sen2xdx = 2- (—COS x) =[1+1] =2
0 2 0 hug bis
1 2
/2 n/2 o m/2 2, /2
My = / x-2sen2xdx = —x - cost‘ —i—/ cos2xdx = z + sen X = E,
0 0 0 2 2 | 2
1 [7/2 ) 1 [7/2 1 sendx|7/2 1
M, = E/o 4sen” 2xdx = E/o 2(1 — cos4x)dx = 5[2x — T)o =5
Assim
/2 t/2

L t/e T s s T
YT Ty YT Ty
]

Assim o centro de massa estd no [z—r, Il



Exemplo 8.6

Vamos determinar o centro de massa da regido limitada pela reta
y = 1epardbolay 1 — x2. Temos que os dois gréficos se en-
contram quando 1 — x° = x —lousejax = —2oux = 1. Assim

2
aplicando as férmulas (8.1)—(8.3) temos:

<

Massam:/a [f(x) — g(x)]dx
:/_12 [1—x2—(x—1)}dx
:[12(2—x2—x)dx
= [Zx—;x‘q’—;xZ] 1_2
- [z_é_ﬂ - [_4+§ z}
_?

>
Mx=/ab;<v(x)]2—[g(x)}2) dx= 12<<1—x2> —(x—1)2> dx

, xt a8 9
=[x —=—-= -
1 3|, "1
Assim
94 1 . —27/10 3
=~ 92 2 YT 79; T 75

Assim o centro de massa estd no [—%, —%] .

Exercicio 8.1: (Trabalho p/ casa)

Calcule o centro de massa da regido limitada por y = /x, eixo-
x,easretasx =0e x = 4.
Resposta: (12/5,3/4).

Exercicio 8.2: (Trabalho p/ casa)

2, eixo-

Calcule o centro de massa da regido limitada por y = x
x,easretasx =0ex =2.

Resposta: (3/2,6/5).
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Exercicio 8.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule o centro de massa da regido limitada pory = 1 —x“ e
eixo-X.
Resposta: (0,2/5).

Exercicio 8.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule o centro de massa da regido limitada por y = x

Vx.
Resposta: (12/25,3/7).
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VaXTI Rl [1111c0es de vdrias varidveis

Até agora a gente trabalhou somente com fun¢des de uma varidvel
real. Mas, no mundo real, as quantidades fisicas muitas vezes de-
pendem de duas ou mais varidveis. Por exemplo, a temperatura no
estado de Sdo Paulo depende de duas coordenadas do local (como
na imagem do lado). A partir dessa aula (e até final do curso) va-
mos estudar as fungdes de vérias variaveis e estenderemos as ideias
bésicas do calculo diferencial para tais fungdes.

Fungoes de duas varidveis

A defini¢do de uma fungdo de duas varidveis é muito semelhante

a definicdo de uma func¢do de uma variavel. A principal diferenca
é que, em vez de mapear valores de uma varidvel para valores de y z
outra varidvel, mapeamos pares ordenados de varidveis para outra
variavel. D f(xy)
Defini¢ao .
(xy)

Uma funcéo f de duas varidveis é uma regra que atribui a x
cada par ordenado de ntiimeros reais (x,y) em um conjunto (a,b)

o . . . f(a,b)
D, um tnico numero real denotado por f(x,y). O conjunto D
é o dominio de f e sua imagem é o conjunto de valores que f

assume, ou seja, {f(x,y) | (x,y) € D}.

Muitas vezes escrevemos z = f(x,y) para tornar explicito o
valor assumido pela f no ponto geral (x,y). As varidveis x e y sdo
varidveis independentes e z é a varidvel dependente.

Uma fungédo de duas varidveis é apenas uma fungdo cujo dominio
é um subconjunto de R? e cuja imagem é um subconjunto de RR.
Uma forma de visualizar tal funcdo é por meio de um diagrama
de setas (veja a Figura do lado), onde o dominio D é represen-
tado como um subconjunto do plano e imagem é um conjunto de
nimeros em uma linha real, mostrado como um eixo-z. Por ex-
emplo, se f(x,y) representa a temperatura em um ponto (x,y) em
uma placa de metal plana com a forma de D, podemos pensar no
eixo-z como um termdmetro exibindo as temperaturas registradas.

Se uma fungdo f é dada por uma férmula e nenhum dominio é
especificado, entdo o dominio de f é entendido como o conjunto de
todos os pares para os quais a expressao dada é um nimero real
bem definido.
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Exemplo 9.1

Encontre o dominio e a imagem de cada uma das
seguintes fungdes:

W
<

(@) f(x,y) =3x+5y+2,

(b) g(x,y) = /9 —x2—y>2 3

(a). Este é um exemplo de funcéo linear em duas var-

idveis. Ndo ha valores ou combinacdes de x e y tais que

f(x,y) seja indefinido, entdo o dominio de f ¢ R? . Para

determinar a imagem, primeiro escolha um valor para z.

Precisamos encontrar uma solugédo para a equagao f(x,y) = z,

ou3x — 5y +2 = z. Uma dessas solugdes pode ser obtida definindo primeiroy = 0, o que re-

sulta na equagdo 3x + 2 = z. A solugdo para esta equagdo é x = ZT, o que dd o par ordenado

(%, 0) como uma solugdo para a equagédo f(x,y) = z para qualquer valor de z.

Portanto, a imagem da fungao sdo todos os nimeros reais, ou R.

(b). Para que a fungdo g(x,y) tenha um valor real, a quantidade sob a raiz quadrada deve ser ndo
negativa: 9 — ¥ — yz > 0. Essa desigualdade pode ser escrita na forma x2 4+ yz < 9. Portanto,
o dominio de g(x,y) é {(x,y) € R?|x%>+y*> < 9}. O desenho deste conjunto de pontos pode
ser descrito como um disco de raio 3 centrado na origem. O dominio inclui o circulo de fronteira,
conforme mostrado no desenho acima.

Para determinar a imagem de g(x,y) = +/9 — x% — y? comegamos com um ponto (xg, o) na fron-
teira do dominio, que ¢ definido pela relagdo x> + y*> = 9. Segue-se que x5 + 3 =9 e

8 (xo,y0) = \/9—9%—%: \/9— (Z+y3)=vo-9=0.

Se x% + y% = 0 (em outras palavras, xop = Yo = 0), entdo

8(xo,yo)=\/9—X§—y%=\/9—(xg+y3) =v9-0=3.

Este é o valor maximo da fung¢do. Dado qualquer valor c entre 0 e 3, podemos encontrar todo um

conjunto de pontos dentro do dominio de g tal que g(x,y) = c:

Nome——

9—x2—y2:cz,

P4yt =9-c%

Como 9 — ¢ > 0, isso descreve um circulo de raio v/9 — c2 centrado na origem. Qualquer ponto
neste circulo satisfaz a equagdo g(x,y) = c. Portanto, a imagem desta fung¢do ¢ o intervalo [0, 3].

Exercicio 9.1

X~y

Encontre e desenhe o dominio da fungdo f(x,y) = Ty
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Solugdo 9.1

A funcao esta definida para todos pontos onde denominador da

~ X—Y
expressao T
X

é ndo-nulo. Assim o dominio é dado por

{(x,y) e R* | x # —y}.

O desenho é do lado.

Exercicio 9.2

Encontre e desenhe o dominio da fungéo f(x,y) = In(y — x?).

Solugdo 9.2

A fungdo estd definida quando o argumento da In é positivo. As-
sim o dominio é dado por

{(x,y) eR* |y > x*}.

O desenho ¢é do lado. Observe que precisamos tirar a fronteira (é
pardbola y = x?) do dominio.

Exercicio 9.3

In(—y)

Encontre e desenha o dominio da fungéo f(x,y) = ————.
1—x2—y?

Solugdo 9.3

A funcgdo estd definida quando o argumento da In é positivo e ar-
gumento de raiz é positivo também. Assim o dominio é dado por

{(x,y) e R? |y < 0,x* + 1> < 1}.

O desenho ¢é do lado. Observe que precisamos tirar a fronteira do
dominio.

Gridficos das Fungdes de Duas Varidveis

Suponha que desejamos representar graficamente a fungdo z =
f(x,y). Esta fun¢do possui duas variéveis independentes x e y

e uma varidvel dependente z. Ao representar graficamente uma
fun¢do y = g(x) de uma variével, usamos o plano cartesiano. Pode-
mos representar graficamente qualquer par ordenado (x,y) no
plano, e cada ponto no plano tem um par ordenado (x,y) associado
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a ele. Com uma fungdo de duas varidveis, cada par ordenado (x,y)
no dominio da fung¢do é mapeado para um ndmero real z. Portanto,
o grafico da fungdo f consiste em triplas ordenadas (x,y,z). O gra-
fico de uma fungdo z = f(x,y) de duas variaveis é chamado de
superficie.

Para entender melhor o conceito de tracar um conjunto de triplas
ordenadas para obter uma superficie no espago tridimensional,
imagine o sistema de coordenadas (x,y) plano. Entdo cada ponto
no dominio da fung¢do f tem um valor z exclusivo associado a ele.
Se z for positivo, o ponto representado no grafico estard localizado
acima do plano xy; se z for negativo, o ponto representado no gra-
fico estard localizado abaixo do plano xy. O conjunto de todos os
pontos representados no grafico torna-se a superficie bidimensional
que é o grafico da funcdo f.

Por exemplo, abaixo representamos o gréfico da fun¢do do Ex-
emplo acima onde f(x,y) = /9 — x% — y2.

z

Curvas de Nivel

Para caminhar por trilhas acidentadas, pode-se utilizar um mapa
topografico que mostra como as trilhas mudam de forma abrupta.
Um mapa topogréfico contém linhas curvas chamadas linhas de
contorno. Cada linha de contorno corresponde aos pontos no mapa
que tém a mesma elevagao (veja figura de baixo). Uma curva de
nivel de uma fungdo de duas varidveis f(x,y) é completamente
analoga a uma linha de contorno em um mapa topogréfico.

\\ = = A Google earth

Mapa topografico da Serra do Mar



Defini¢iao

Dada uma funcéo f(x,y) e um ntimero ¢ na imagem de f,
uma curva de nivel de uma funcdo de duas variaveis para o
valor ¢ é definida como o conjunto de pontos que satisfazem

a equagao f(x,y) =c.

Voltando a fungdo g(x,y) = /9 — x2 — y2, podemos determi-
nar as curvas de nivel desta funcdo. A imagem de g é o intervalo

fechado [O, 3}. Primeiro, escolhemos qualquer nimero neste inter-
valo fechado — digamos, ¢ = 2. A curva de nivel correspondente a
¢ = 2 é descrita pela equagdo

\/I9—x2—y2=2.

Para simplificar, eleve ao quadrado ambos os lados desta equacao:
9 ¥ —y* =4

Agora, multiplique ambos os lados da equagdo por —1 e adicione 9
a cada lado:
X +y* =5,

Esta equagdo descreve um circulo centrado na origem com raio
/5. Usar valores de c entre o e 3 produz outros circulos também
centralizados na origem. Se ¢ = 3, entdo o circulo tem raio 0, en-
tdo ele consiste apenas da origem. Abaixo temos o desenho das
curvas de nivel desta funcdo correspondendoac = 0,1,2 e 3.

Ty
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Exemplo 9.2

Dada a fungdo f(x,y) = /8 +8x — 4y — 4x2 — 42, encon-
tre a curva de nivel correspondente a ¢ = 0. Em seguida,
crie um mapa de contorno para esta funcao. Quais sdo o
dominio e a imagem de f?

Para encontrar a curva de nivel parac = 0, precisamos

resolver f(x,y) = 0. Isto d4 5 -4 3 2 -

O:\/8+8x—4y—4x2—y2.

Em seguida, elevamos ao quadrado ambos os lados e
multiplicamos ambos os lados da equagdo por —1:

4x? 4> —8x +4y —8=0. 7

Agora, nds reorganizamos os termos, colocando os termos x e os termos y juntos, e adicionamos 8
a cada lado:
4x% — 8x + > +4y = 8.

Em seguida, agrupamos os pares de termos contendo a mesma varidvel entre parénteses e fator 4
do primeiro par:
4(x% —2x) + (y* + 4y) = 8.

Agora completamos o quadrado em cada par de parénteses e adicionamos o valor correto ao lado
direito:
42 =20+ 1)+ (P +4y +4) =8 +4(1) +4.

Em seguida, fatoramos o lado esquerdo e simplificamos o lado direito:
4(x —1)? + (y+2)* = 16.
Por ultimo, dividimos ambos os lados por 16:

(=12, +2P _

1.
4 16

Esta equacdo descreve uma elipse centrada em (1, —2). Podemos repetir 0 mesmo argumento para
valores de ¢ menores que 4. Entdo, a Equagdo torna-se

41?2 (y+2?
16—c2 = 16—c2

para um valor arbitrdrio de c. A figura de baixo mostra um mapa de contorno para f(x,y) usando
os valores ¢ = 0,1,2 e 3. Quando ¢ = 4, a curva de nivel é o ponto (—1,2).

Na prética para desenhar os graficos é bem ttil fazer varios
cortes simples como x = 0 e y = 0 para ter ideia de como o grafico
deve aparecer. Vamos fazer varios exemplos para ver isso.



Exemplo 9.3

Vamos desenhar o grafico da fungdo f(x,y) = x* + y?. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma
24P =c

ou seja sdo circunferéncias de raio /c. Assim quanto "mais longe" o ponto da origem sua imagem
no gréfico é "mais alto". Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

z=f(0,y)=vy*  z=f(x,0)=x"

Assim contando com plano x = 0 recebemos a pardbola z = y? e cortando com o planoy = 0 re-

cebemos a pardbola z = x2

zZ x:O zZ y:O

, conforme imagens abaixo.

1 2 1 2

Juntando a informacao sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da funcao f(x,y) =
x? + y? é o paraboloide abaixo.
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Exemplo 9.4

Vamos desenhar o grafico da funcdo f(x,y) = +/x%+ y%. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma

2yt =,

ou seja sdo circunferéncias de raio c. Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

2= fOy) =\ =lyl,  z=fx0=Va2=]x.

Assim contando com plano x = 0 recebemos o grafico a z = |y| e cortando com o plano y = 0 re-
cebemos z = |x|, conforme imagens abaixo.

=0 z =0 z

N

AN
Z Y
o @

&

1 1

Juntando a informac@o sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da fungdo f(x,y) =

/X% 4+ y? é o cone abaixo.
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Exemplo 9.5
Vamos desenhar o grafico da fungdo f(x,y) = y*> — y?. Primeiramente observe que as curvas de
nivel tem forma

Poxl=c

No caso particular ¢ = 0 temos
(x=y)(y+x) =0,

ou seja par das retasx = yex = —yno plano. Quando ¢ # 0 a curva de nivel correspondente é
uma hipérbole.
Agora fazendo os cortes simples x = 0 e y = 0 temos

z=fOy) =y, z=f(x0)=-x"

Assim contando com plano x = 0 recebemos a parébola z = y? e cortando com o plano y = 0 re-

cebemos a parébola z = —x?

©x=0
4 y /
Vv
v/ Y
1 2
Juntando a informac@o sobre as curvas de nivel e os cortes temos que o grafico da fungdo f(x,y) =
\/x% — y? é abaixo (chamado paraboloide hiperbdlico).

, conforme imagens abaixo.
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Exercicio 9.4: (Trabalho p/ casa)

Encontre e esboce o dominio das seguintes fungdes:
@ flxy) =2x—y,
®) f(xy) = 3y,

1—x2 "

© flx,y)=

Exercicio 9.5: (Trabalho p/ casa)

Encontre e represente graficamente a curva de nivel da fungéo
glxy) = x* +y* = 6x +2y

correspondendo a ¢ = 15.
Resposta: O circulo com raio 5 centrado em (3, —1).
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Aula 10. IRNZRTES

Nesta aula daremos uma olhada nos limites que envolvem fun¢des
de mais de uma varidvel. Na verdade, vamos nos concentrar prin-
cipalmente nos limites das fun¢des de duas varidveis, mas as ideias
podem ser estendidas para fun¢des com mais de duas varidveis.

Antes de entrarmos nisso, vamos relembrar brevemente como
funcionam os limites das fun¢des de uma variavel. N6s dizemos
isso,

lim f(x) =L

se,
lim f(x)= lim f(x)=1L

x—at x—a~
Além disso, lembre-se disso,
lim f(x)
x—at
é um limite a direita e exige que olhemos apenas para os valores de
que sdo maiores que 4. Da mesma forma,

lim f(x)

X—a -

é um limite do lado esquerdo e exige que olhemos apenas para os
valores de x que sdo menores que 4.

Em outras palavras, teremos lim,_,, f(x) = L se f(x) aproxima
L independendo como x aproxima o ponto a (do lado esquerdo,
direito ou ambos).

Agora, observe que, neste caso, existem apenas dois caminhos
que podemos tomar conforme avangamos em direcdo a x = a.
Podemos nos mover da esquerda ou podemos mover da direita.
Entdo, para que o limite de uma fun¢do de uma variavel exista,

a fungdo deve estar se aproximando do mesmo valor conforme
tomamos cada um desses caminhos em dire¢do a x = a.

Com fungdes de duas varidveis, teremos que fazer algo semel-
hante, exceto que desta vez (potencialmente) haverd muito mais
trabalho envolvido. Vamos primeiro abordar a notagdo e ter uma
ideia do que vamos pedir nesses tipos de limites.

Estaremos pedindo para tomar o limite da fun¢do f(x,y) se x
aproxima a e y aproxima b. Isso pode ser escrito de varias maneiras.
Aqui estdo algumas das notag¢des usuais:

X—a

e (x9)—(a,

lim f(x,y) lim b)f(xfl/)



Usaremos a segunda notacdo com mais freqiiéncia neste curso.
A segunda notacdo também é um pouco mais ttil para ilustrar o
que realmente estamos fazendo aqui quando determinamos um
limite. Ao tomar o limite de uma func¢éo de duas varidveis, estamos
realmente perguntando o que o valor de f estd fazendo enquanto
movemos cada vez mais perto do ponto.

Assim como com os limites das fun¢des de uma varidvel, para
que esse limite exista, a fungdo deve estar se aproximando do
mesmo valor, independentemente do caminho que tomamos con-
forme avancamos em diregédo a.

O problema que imediatamente enfrentamos é que ha literal-
mente um nimero infinito de caminhos que podemos seguir a
medida que avangamos em direc¢do a . Aqui estdo alguns exemplos
de caminhos que podemos seguir.

Vamos comparar o comportamento das fungdes

x27y2

sen (x2 + y?) _
x2 +y?

x2+y2 e g(x,y)

floy) =
como x e y se aproximam de 0 [e, portanto, o ponto (x,y) se aprox-
ima da origem)].
Na tabela de baixo mostremos os valores da fungao f(x,y) para
os pontos (x,y) pertos da origem (0,0).

Y1 10| —05 | —02 0 0.2 0.5 1.0
X

—1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455
—0.5 | 0.759 | 0959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759
—0.2 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829
0 0.841 | 0.990 | 1.000 1.000 | 0.990 | 0.841
02 | 0.829 | 0.986 | 0.999 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.829
0.5 | 0.759 | 0.959 | 0.986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759

1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455
Respectivamente, na tabela de baixo mostremos os valores da

fun¢do g(x,y) para os pontos (x,y) perto da origem (0,0).

N Y -1.0 -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1.0
-1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 0.923 0.600 0.000
—-0.5 | —0.600 0.000 0.724 | 1.000 0.724 0.000 | —0.600
—02 | —0.923 | —0.724 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0 —1.000 | —1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000
0.2 —0923 | —0.724 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 —0.600 0.000 0.724 | 1.000 0.724 0.000 | —0.600
1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 0.923 0.600 0.000

Acontece que se (x,y) se aproxima de (0,0) os valores de f(x,y)
se aproximam de 1, enquanto os valores de g(x,y) ndo se aproxi-
mam de nenhum niimero. Acontece que essas suposi¢des baseadas
em evidéncias numéricas estdo corretas, e escrevemos

sen (x2 + yz) _ . x? —y?

m > 5 =1 e im 5 > nao existe
(xy)—(00) x*+y (xy)—(0,0) X° +y
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Em geral, usamos a notagdo

(e mian flry) =1

para indicar que os valores de f(x,y) se aproximam do nimero L
conforme o ponto (x,y) se aproxima do ponto (a,b) ao longo de
qualquer caminho que permaneca dentro do dominio de f. Em
outras palavras, podemos tornar os valores de f(x,y) tdo préoximos
de L quanto quisermos, levando o ponto (x,y) suficientemente
préximo do ponto (a,b), mas ndo igual a (a,b).

Exemplo 10.1

Vamos mostrar que

x2

li —_
(x9)00) X2 + 32

ndo existe. Seja f(x,y) = (x2)/ (x?>+y?). Primeiro vamos nos aproximar

(0,0) ao longo do eixo x (caminho vermelho na figura do lado). Entaoy = 0 (0,0)
da f(x,0) = x?/x* = 1 para todos x # 0, entdo

f(x,y) =1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo x. Agora nos aproximamos ao longo do eixo y (caminho azul na figura do lado)

colocando x = 0. Entdo f(0,y) = y% = 0 para todos y # 0, assim

f(x,y) =0 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes, o
limite ndo existe.

Exemplo 10.2

Vamos mostrar que

2 .2
(xy)—(0,0) X~ + Y
néo existe. Seja f(x,y) = (x> —y?)/ (x*>+y?). Primeiro vamos nos aproxi-
mar (0,0) ao longo do eixo x. Entdo y = 0 déd f(x,0) = x?>/x*> = 1 para todos 2 (0,0)

x # 0, entdo
f(x,y) -1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo x. Agora nos aproximamos ao longo do eixo y colocando x = 0. Entdo f(0,y) =
42
= —1 para todos y # 0, assim

f(x,y) - —1 quando (x,y) — (0,0),

ao longo do eixo y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes, o
limite ndo existe.



Exemplo 10.3

Vamos mostrar que

lim Y
(x)=(00) x* + ¥ \ /

néo existe. Seja f(x,y) = (xy) / (x> +y?) . Neste caso vamos primeiro aprox- .
imar (0,0) ao longo do reta x = y. Entdoy = x da f(x,x) = x?/(x* + x?) = / i‘QO\)
1/2 para todos x # 0, entao

flx,y) — % quando (x,y) — (0,0),

ao longo daretax = y. Agora nos aproximamos ao longodaretay = —x. Entdo f(x,—x) =
ﬁxyyz = f% para todos y # 0, assim

flx,y) — —% quando (x,y) — (0,0),
ao longo da reta x = —y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes,

o limite ndo existe.

Exemplo 10.4

Vamos mostrar que

2
lim _~Y_
(x)=(00) X* +y?
néo existe. Seja f(x,y) = (x%y) / (x*+ y?). Aproximando (0,0) ao longo do
[ ]
(0,0)

eixo x, temos f(x,0) = 0/(x*) = 0 para todos x # 0, entdo

f(x,y) -0 quando (x,y) — (0,0),
0

ao longo de eixo x. Aproximando ao longo do eixo y temos f(0,y) = ¥

= 0 para todos y # 0, as-
sim
f(0,y) -0 quando (x,y)— (0,0),

3

X X
1 do ei LA i d I da ret =yt LX) = =

ao longo do eixo y. Agora aproximando ao longo da reta x = y temos f(x, x) o 21

para todos x # 0. Lembra-se que lim,_,o XZL—H =0, assim

f(x,x) =0 quando (x,y) — (0,0),

aolongodoretax = y. Temos que 3 caminhos diferentes ddo a mesma resposta, mas isso ndo
garante que o limite existe e igual a zero. Considere o caminho quandoy = x? (caminho azul na
figura). Assim f(x,x?) = x*/(x* + x*) = 1/2 para todos x # 0, ou seja

f(x,xz)—>% quando  (x,y) — (0,0),

ao longo do caminho y = x2. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos difer-
entes, o limite ndo existe.
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Lembrete. Sejam f(x),g(x) e h(x)
e seja a um ponto, tais que:

lim f(x) = L = lim h(x)
e
f(x) < g(x) < h(x)
Entdo, resulta destas condigdes

que: -limy_,, g(x) =L
Lembra-se que para calcular os limites da fun¢do de uma variavel

real um resultado bem ttil é o Teorema de confronto (veja Lembrete
do lado). Temos um andlogo desse Teorema para func¢des de duas
varidveis reais.

Theorem 10.1: Teorema de confronto. Versio 1.

Sejam f(x,y),g(x,y) e h(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:
- lim x,y)=L= 1lim h(x
(xry)%(ﬂ,b)f( 2 (xy) = (ab) (9)

fxy) < glxy) <h(xy),

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

- lim x,y) = L.
(X,y)%(arb)g( v

Na pratica vamos aplicar muito a seguinte versdo do Teorema de
Confronto (que segue direitamente da primeira versdo).

Theorem 10.2: Teorema de confronto. Versao 2.

Sejam f(x,y) e g(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

lim x,y) =0
(x,y)%(ﬂrb)f( v

e ¢(x,y) é uma funcdo limitada em ponto (a,b), ou seja existe M tal que

lg(x,y)| <M,

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

lim x,v)-g(x,y) =0.
(x,y)%(u’b)f( y)-g(x,y)

Antes de ver alguns exemplos, vamos observar que funcao

g(x,y) = ﬁyz é limitada no todo plano xy. De fato

0§x2§x2+y2.

assim

x2

0< - <1.
Xty
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Exemplo 10.5

Vamos calcular
3
lim ﬁ.
(xy)=(00) X* +Y
X .
Temos que h(x,y) = P é funcdo limitada, assim

X3 X2
(xy)—=(00) X=+ Y= (xy)—=(00) X°+Y

Aplicando o Teorema 10.2 pois, obviamente que x — 0 quando (x,y) — (0,0).

Observagio 10.1

2
X
A cima vimos que a funcdo g(x,y) = P é limitada, mas o limite

x2

li —_
(x3)5(00) X2+ 2

ndo existe pelo Exemplo 10.1. Se a fun¢do §(x,y) = %4_2 fosse limitada o limite

2
(xy)=(00) X~ + Y (xy)—=(00)  X°+Y

existiria. De fato, temos

10!
=10"1, y =0, 5(107L,0) = ——— =10
X y - &l )= 10210
—10
5 10 10 — 1010

_1n-10 ., _ - _
x=10"", y=0, = 3(10 ,)—107204_0

x
Assim os valores da fungdo §(x,y) = 21 crescem ilimitadamente quando (x,y) aproximam o

ponto (0,0) é portanto ¢(x,y) ndo é limitada em ponto (0,0).
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Exemplo 10.6

Vamos calcular
: xy
lim

(x)—(00) /22 + Y2

é funcdo limitada, pois

0<x<4/x24y2,

T h = —
emos que h(x,y) e

para todos (x,y). Assim

lim atl i ad

—— = lim — =0
(xy)—(00) /22 + 2 mwwmywﬂ+ﬁ

Aplicando o Teorema 10.2 pois, obviamente que y — 0 quando (x,y) — (0,0).

Exemplo 10.7

Vamos calcular .

x
li X SN
(x'y)lg}(),o) |:x6 +]/2 Sen(x ]/)}
6
Fungdo f(x,y) = ﬁﬁ é fungdo limitada (mostre!), alem disso

lim sen(x®-y) =0,
(xy)=(0,0)
pois x* -y — 0 quando (x,y) — (0,0) e sen é uma fungéo continua (vamos explicar melhor isso na
proxima aula). Assim o Teorema 10.2 temos
6

1 _ . 3. p—
«Jﬂwiﬁ+fsm& M .

Alem do Teorema do confronto, na pratica é bem util aplicar as
seguintes propriedades dos limites:
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Theorem 10.3: Propriedades dos limites.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas funcdes. Assim
(1) Hmyy) () f(x,y) = 0 se e somente se lim(, ), ,5) |f(x,y)| = 0.
(2) Se lim(y,) (0 f(x,y) = L1 e im(, ) (a0 8(x,y) = Lo, entao:

a) lim [c-f(x,y)] =c-Ly, paraqualquer constante c;

(xy)—(a,b)

b) lim [f(x,y) +g(x,y)] = L1+ Ly
(xy)—(a,b)

o lim [f(xy) g(xy)]=L1-Ly;
(xy)—(a,b)

: flxy) Ly
d lim =—, sel 0.
)<x,y>%(a,b> gx,y) Lo 27

Exemplo 10.8

Vamos calcular
B +yP
im .
(x)=(00) X2 +y?
Aplicando o Exemplo 10.6 temos que

3 3
lim ——= lim yi.
(xy)—(00) X2+ Y2 (xy)—(00) X2 + y?

Assim, aplicando a propriedade da soma de limites, temos

3 3 3 3
(xy)=(00) X2+ Y7 (xy)=(00) X+ Y (xy)—(00) X* + ¥
Exemplo 10.9
Vamos calcular
) x%-senx- (x?+1)
lim >
(xy)—(0,0) Xty
2
Aplicando o fato que xzxi_kl é limitada e o Teorema de confronto, temos
, x? - senx , x?
lim o2 = lim sen xﬁ =
(xy)=(00) X*+Y (xy)—(0,0) Xty
Assim, aplicando a propriedade do produto de limites, temos
2 (2 2,
fim  SSn(THD) g Fsenx L 2y g2,

(xy)—(0,0) x2 42 C @y)—=00) 2412 (xy)—(00)



Exercicio 10.1: (Trabalho p/ casa)

Mostre que

2xy?

(x9)00) X2+ y*

nao existe.

Exercicio 10.2: (Trabalho p/ casa)

Mostre que
lim Xt y,
(xy)—=(00) X — Y

nao existe.

Exercicio 10.3: (Trabalho p/ casa)

Calcule
3

, x%y —x
im —,
(xy)—(00) X2 +y?

usando o Teorema 10.2.

Exercicio 10.4: (Trabalho p/ casa)

Calcule
. x?
lim

- . Xy
(x)r(00) X2+ 92 o ( m)

usando o Teorema 10.2.
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Continuidade

Em Calculo I, definimos a continuidade de uma func¢do de uma
varidvel e vimos como ela dependia do limite de uma funcéo de
uma varidvel. Em particular, uma fun¢do de uma variavel real é
chamada continua no ponto a se

lim £ (x) = f(a).

X—a

Respectivamente, dizemos que f(x) é continua num intervalo [a, b] se

fla) feemmmess \

1
1
1
1
1
1
1
1

f(x) é continua em todos os pontos neste intervalo.

fla) feemmmees

1
1
1
1
1
1
1
1
1
|

a a

Continua em a Descontinua em a

Semelhantemente podemos definir a nogao das fung¢des con-
tinuas para func¢des de duas varidveis.

Definiciao

Seja f(x,y) uma funcdo de duas varidveis reais e (a,b) um
ponto no dominio da f(x,y). Dizemos que f(x,y) é continua
no (a,b), se

lim x,v) = f(a,b).
lim  fy) = fab)

Respectivamente, funcdo f(x,y) é continua numa regido B C
D se ele é continua para todos (a,b) em B.

Para verificar que f é continua no ponto (a,b) devemos confir-
mar as seguintes trés condicdes:

(@) f(a,b) existe, ou seja (a,b) estd no dominio da funcio f(x,y).
(b) O limite lim ), (5 f(x,y) existe.

(c) E finalmente, que lim, ) (o) f(x,y) = f(a,b).



2
As figuras de baixo mostram duas fung¢des f(x,y) = #yz e

g(x/y) - x2+y2'

pois o limite lim(, ,) ,(0,0) f (x,y) ndo existe (veja aula passada), mas

Fungéo f(x,y) é descontinua no ponto (0,0),

fungdo g(x,y) é continua no ponto (0,0) definindo g(0,0) = 0 (veja
Exercicio 11.1 abaixo).

Exemplo 11.1

Mostre que a fungao
3x +2y
xX,Y) = ———.
foy) = oy
é continua no ponto (5, —3).
Temos que f(a,b) existe. Isso é verdade porque o dominio da fungdo f consiste naqueles pares or-
denados para os quais o denominador é diferente de zero (ou seja, x +y +1 # 0). O ponto (5, —3)

satisfaz essa condicdo. Além disso,

3(5)+2(-3) 15-6

flab) = £5,-3) = F2 5 = 5 =3

O limite lim ;) _,(,5) f(x,y) pode ser calculado usando as propriedades da Aula 10. Temos:

. . 3x + 2y
1 =  lim Xt
Tt Y = I iyt

_ limey ) (5,-3) (3x 4 2y)

o lim(x,y)_>(5,_3) (x +y+ 1)
15—-6

T5-3+1

=3.

Como lim(, ), (4p) f(x,y) =3 = f(5,—3), assim a funcao f(x,y) é continua no ponto (5, —3).
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Exemplo 11.2

Suponha que f(x,y) dada como:

Como no exemplo anterior o limite se (a,b) # (0,0) pode ser calculado como:

_ m ) (a,) (X% = Y) _ b
WMy ) op) (2 +Y2)  a>+ b2

lim X,
(xy)—(ab) floy)

Vamos mostrar que
2_ .2
im LY
(xy)=(00) ¥ + 3
nao existe. Primeiro, vamos aproximar (0,0) ao longo do eixo x. Entdao y = 0d4 f(x,0) = x?/x* =
1 para todos x # 0, entdo
f(x,y) -1 quando (x,y)— (0,0),

ao longo do eixo x. Agora nos aproximamos ao longo da eixo y. Entdo f(0,y) = —%- = —1 para

todos y # 0, assim
f(x,y) » =1 quando (x,y)— (0,0),

ao longo da eixo y. Como f tem dois limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes,
2_ .2 . . - . .
o limite lim(, ;) (0,0) ﬁ ndo existe. Assim funcdo f(x,y) é continua para todos pontos

(a,) # (0,0).

Theorem 11.1: Propriedades das fun¢ées continuas.

Sejam f(x,v), ¢(x,y) duas fungdes continuas no ponto (a,b). Assim:
* ¢f(x,y) é fungdo continua no ponto (a,b) para qualquer constante c.

* f(x,y) + g(x,y) é fungdo continua no ponto (a,b) (ou seja, a soma das fungdes continuas é con-
tinua).

* f(x,y)-g(x,y) é fungdo continua no ponto (4,b) (o produto de fungdes continuas é continua).

. [y
g(x,y)

continua).

é fungdo continua no ponto (4,b), se ¢(a,b) # 0 (o quociente de fun¢des continuas é

Theorem 11.2: Composi¢ido das fun¢des continuas.

Seja ¢ uma fungio de duas varidveis de um dominio D C 2. Suponha que g seja continua em al-
gum ponto (a,b) € D. Seh é uma fungdo de uma variavel real continua no ponto g(a,b), entdo a
funcdo composta

f(x,y) =h(g(x,y)),

é funcdo continua no ponto (a,b) também.

A funcdo composta h(x,y) pode ser vista através a seguinte
ilustracéo:
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f(,wﬂ

N

h(g(a,b))
M)

g(a,b)

g X Y)

Exemplo 11.3

Mostre que as fungdes f(x,y) = 4x3y? e g(x,y) = cos(4x>y?) sdo continuas em todos os pontos.

Os polindmios g(x) = 4x3 e h(y) = y? sdo continuos em todos os ntimeros reais e, portanto, pelo
produto do teorema das fungdes continuas, temos que

f(xy) = 4%y

é continua em todos os pontos (x,y) no plano xy. Uma vez que f(x,y) = 4x3y? é continua em to-
dos os pontos (x,y) no plano xy e g(x) = cosx é continua em cada nimero real x, a continuidade
da composigdo das fung¢des nos diz que

g(x,y) = cos(4x>y?)

é continua em todos os pontos (x,y) no plano xy.

Exemplo 11.4

Semelhante se
h(x,y) = sen (xz +y2) .

Temos que x2, 2, x2 + y? sdo fungdes continuas como produto e soma das fungdes continuas. Uma
vez que f(x,y) = x>+ y? é continua em todos os pontos (x,y) no plano xy e g(x) = senx é con-
tinua em cada ntmero real x, a continuidade da composi¢do das fung¢des nos diz que

h(x,y) = g(f(x,y)) = sen(x* + ),

é continua em todos os pontos (x,y) no plano xy.

Exercicio 11.1

Seja:

3

fag =1 T & @ A00
0 se (x,y) = (0,0)

Determine os pontos de continuidade de f.



Solugdo 11.1

Quando (a,b) # (0,0), vale que a® + b* # 0. Usando Propriedades
3

acima, temos que f(x,y) = Ea
3

'x 2z ~ 7.
— 5 € fungdo continua como quo-
y

ciente das fungdes continuas x3 e x2 +y2. Agora considere caso

(a,b) = (0,0). Assim

2
x
li x,y)= 1l x-———= =0= f(0,0).
oo Y T () o ¥ 2 100
2
Pois x — 0 e funcdo o é limitada (veja Aula 10 e teorema

do confronto). Assim f(x,y) é continua no ponto (0,0) também.
Resumindo, a fungdo f(x,y) é continua no todo plano xy.

Exercicio 11.2

Seja:

x-(y—1)2
_ ) mmsgoe se(vy) #(01)
f(x,y) { - Oy e ) (o)

Determine os pontos de continuidade de f.

Solucao 11.2

Quando (a,b) # (0,1), assim 24 + 3(b — 1)? # 0. Usando Pro-
x-(y—1)°

priedades acima, temos que f(x,y) = 3y 1) é fungdo
continua como quociente das fungdes continuas x - (y — 1)? e 2x2 +

3(y — 1)%. Agora considere caso (a,b) = (0,1). Observe que

0<(y—1)2<3(y—1)% <2x* +3(y —1)2

Assim a fungao 5 € limitada. Aplicando o Teorema do

-1
2x24+3(y—1)
Confronto, temos

. x-(y—1) : (y—1)7?
lim W=Dt U )
(01 22 130y — 12 (g l0n) " 222 +3(y — 1)2
—0=£(0,1).

e f(x,y) é continua no ponto (0,1).
Resumindo, a fungdo f(x,y) é continua no todo plano xy.

Exercicio 11.3

Mostre que fungdo f(x,y) = esen(¥y) ¢ fungdo continua para to-
dos os pontos x, y.
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Solugido 11.3

Fungdes x2, y sdo fungdes continuas, assim /(x,y) = x?y é uma
fung¢ao continua (como produto das fung¢des continuas). Observe
que a fungdo g1(x) = senx é uma fungdo continua, assim

f(x,y) = g1(h(x,y)) = sen(x*y)

é continua também pelo Teorema acima (como composi¢do das
fungdes h e g1). Além disso g»(x) = e* é também fungdo con-
tinua, assim fungéo

Flxy) = 2(flx,y)) = @)

é continua, pois é composicdo das fungdes continuas f e .

Exercicio 11.4

Seja:

floy) = zli

Determine os pontos de continuidade de f.

Solucdo 11.4

Observe que o dominio da fungdo f(x,y) é

Dy ={(x,y) € R? | x # —y}.

Considere qualquer ponto (a,b) no plano tal que a # —b. Neste
caso a fungdo f(x,y) é continua no ponto (a,b) como o quociente
das fung¢des continuas x — y e x + y e temos

lim x—y:a—b‘
(xy)—@b) x+y a+b

Quando (a,b) é ponto tal que 2 + b = 0, entdo o limite f(x,y)
nao existe! (Mostre.)

Exercicio 11.5

Seja: LEMBRETE:
(1) limy o %X = 1. - Limite fun-
1 cos (\/m) damental.
; fx) _ g f(x)
- se  (x,y) # (0,0) (@) limyoa oy = Timasae - =
flxy) X2 +y? regra I'Hépital.
o se (x,y)=1(0,0)

Determine o valor « € R de modo que f seja continua no ponto
(0,0).



Solugdo 11.5

Podemos determinar « pela igualdade

lim x,y) = f(0,0) = a,
(x,y)—>(0,0)f( y) = f(0,0)

pois f deve ser continua em (0,0). Agora, fazendo a substituigdo

t = \/x2 +y?2, temos que
t—0, se e somente se (x,y) — (0,0).

Assim

1 —cos (\/m)

lim X, Y) = m
e to0 Y = () o0 T R

— lim 1 —cost

=0 t2

= }m& Sezr;t Aplicando Regra I'Hopital
.
1

=3 pelo limite fundamental.

. 1
Ou seja o = 5

Exercicio 11.6

Seja:
s () # 0,0),(1)
flxy) = 1 (x,y) = (0,
0 (xy) = (1L1)

Determine os pontos de continuidade de f.

Solugdo 11.6

Primeiro observe que se (a,b) # (0,0),(1,1) assim f é continua
em (a,b) aplicando as propriedades acima.
Se (a,b) = (0,0) e seguinte limite ndo existe

e e
(xy)=(00) (¥ +y2) [(x —1)* + (y — 1)?]

Assim f(x,y) é descontinua no ponto (0,0).
Por outro lado

lim (¥ —y?) (x—1)?
(xy)—(11) (2 +y2) [(x —=1)2 + (v

7 = 0= £(1,1)



Pois
x2 _ _1/2
2 +y2 — 0’ quando (x/]/) - (1/1)
(x —1)?

e G102+ (=17 é limitada.
Assim f(x,y) é continua no ponto (1,1).

Resumindo f é continua em todos os pontos do plano xy ex-

ceto o ponto (0,0).

Exercicio 11.7: (Trabalho p/ casa)

Mostre que

x2+y?’

x2 + xy?
fxy) = { P ge () #(0,0)
0 se (x,y) — (0[0)

é continua em todo plano xy.

Exercicio 11.8: (Trabalho p/ casa)

Mostre que
f(x,y) = cos(In(x¥)).

é continua no seu dominio.

Exercicio 11.9: (Trabalho p/ casa)

Seja:

X2 +y?

2 .2 2
fry) = { rrEyry o (x,y) # (0,0)
o se (x,y)=1(0,0)

Determine « de modo que f seja continua em (0,0).
Resposta: 1.
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NEER Revisio 1.

12.1

Volume dos sélidos de revolugio

Lembrete da Aula 2. Seja f(x)
uma func¢édo continua. Considere os

seguintes conjuntos.

A= {(x,y) €R?|

B:{@WGRH

a<x<b
0<y<f(x) }
a<x<b

0<y<f(x) }

conforme o desenho na figura do lado.

Assim o volume do s6lido obtido

pelo rotagao de conjunto A em torno

do eixo-x é:

b
n/f(x)zdx.

(12.1)

O volume do sélido obtido pelo rotagdo de conjunto B em torno do

eixo-y é:

d
m / 8(y)?dy.

(12.2)

O volume do sélido obtido pelo rotagdo de conjunto A em torno do

eixo-y é

b

27 / xf(x)dx.

a

(12.3)

O volume do sélido obtido pelo rotagao de conjunto B em torno do

eixo-x é

d
2 / y8(y)dy.

C

(12.4)
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Onde g(y) é fungdo inversa da f(x).

Exercicio 12.1: (Lista 1, 1e)

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo-
x, do conjunto de todos os pares (x,y) tais que:

0<y<x, x*+y*<2

Solucdo 12.1

Temos que a circunferéncia x> + y?> = 2 eareta y = x se inter-
ceptam quando

P4t =2 = x=+L
Podemos dividir a regido, conforme a figura do lado

1 V2 2
VeV 4+ V= / 24 / <\/2— 2>d
1+ V2 ) x x+n1 y x

V2

Exercicio 12.2: (Lista 1, 2a)

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo-
y, do conjunto de todos os pares (x,y) tais que:

1<x<e 0<y<Inx.

Solugdo 12.2
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X

fx)=Inx f'(x)= 12/x |
f=x sw="%

Exercicio 12.3: (Lista 1, 2g)

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo-
y, do conjunto de todos os pares (x,y) tais que:

0<x<2, Vvx—-1<y, Ogygxz.

Solucdo 12.3

2 2
V:27r</ x-x2dx—/ x~\/x—1dx>
0 1

—_ = = 2
/x\/mdx: Vx—1=u, x=u"+1
dx = 2udu

:/(u2+1)u-2udu

S aeete = (ve) s S

5 3 5
Logo
v=2n( [~ 15 (vi1) S
:2n<4—§—§>:2n<w>
44 83w



Exercicio 12.4: (Lista 1, 2d)

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao, em torno do eixo-
y, do conjunto de todos os pares (x,y) tais que:

0<x<1, 0<y<arctanx.

Solucdo 12.4

1
V= 27'[-/ x arctan (x) dx
0

‘f(x)—arctanx fl(x)=1/(1+x?) |
- 2

X
gx) =x glx) ==

2 1

=27 sz arctan (x) — 5 (xic—l— 1)dx}0
:271”;2 — a2 17932

Durante as contas usamos que:

2
/ 2(3;7_’_1)dx = % (—arctan (x) + x)

Exercicio 12.5: (Lista 1, 4)
Uma elipse com eixos 2a e 2b gira-se: 1) em torno do eixo x; 2) em

torno do eixo y. Calcule os volumes dos s6lidos correspondentes.
Em caso particular a = b calcule o volume da bola.

Solucao 12.5

Temos que o arco (no quadrante 1 e 2) da elipse com eixos 2a e

/ 2
X

Assim o volume do sé6lido obtido em torno do eixo-x é

a 2 2
ver/ <b\/1—xz> dx

_a a
T L O o x
=7b /,u <1 " dx = 7tb° (| x 32

= 27tb? (11 — g) = %nbza.

2b tem equagdo:

a

—a
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Semelhante, usando a férmula para rotagdo em torno eixo-y, temos

b 2 2 4
— [1_Y _ 2
‘/_271/0 (a 1 b2> dy—grm b

4.3

Quando a = b recebemos 37ta” o volume da esfera com raio 4.

YWY Area da superficie da revolugio

Lembrete (da Aula 3). As areas superficiais de tais s6lidos podem
ser calculadas através os seguintes férmulas:

Area da superficie do sélido obtido pela rota¢io em torno do
eixo-x:

b
A(S) :27r/f(x) 14 [f/(x)]2dx, (12.5)

Area da superficie do sélido obtido pela rotag¢io em torno do
eixo-y:

b
A(S) = Zn/x\/l + [f'(x)]%dx. (12.6)

Exercicio 12.6

Determine a area de superficie do sélido obtido por rotacdao do
conjunto limitado por y = v9 —x2, —=2 < x < 2 em torno do
eixo-x.

Solu¢do 12.6

Vamos primeiro cuidar da derivada e da raiz.

£ = 2(0-x) F(c2x) = -

X

(-2

x2 9 3
VPR = 1+ 575 = [ =

Agora, aplicando férmula (12.5), temos

2 3
A(S :/ 27tvV9 — x? dx
5)= [ 2mvo-x 2
2
= 67T dx
-2
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Exercicio 12.7

Determine a drea de superficie do s6lido obtido por rotagdo do
conjunto limitado por y = ¢/x, 1 < x < 8 em torno do eixo-y.

Solugdo 12.7

Vamos primeiro cuidar da derivada e da raiz. ]

4 4
1 oxi+1  \oxd 41
VIHFE2 = 14— =/ T =
9x3 9x3 3x

Agora, aplicando a férmula (12.6), temos

8 \ox: 41 8
A(S) = / ZHdex = 2?71/ x3/9x3 + 1dx
1 1

2
3x3

S]]

Usando substituicao
u=9x3 +1 du=12x3dx

a integral fica

A(S) = — » Vudu

10
7T 3 3
= (1452 - 102) ~ 19948

Exercicio 12.8: (Lista 1, 1a)

Determine a area de superficie do sélido obtido por rotagdao do
conjunto limitado por

s

flvy =,

—1<x<1

Solugio 12.8

Vamos primeiro cuidar da derivada e da raiz.



12.3

YT rer = 1+ (S5

VA2 e X
N 2
2
(ex + e—x)z
2
(¥ +e7%)
—

Agora, aplicando férmula (12.5), temos
T /1
A(S) = E/ (" +e ) (e"+e ) dx
-1
-1
e +24 e Fdx

2x+2x_1 2x> ‘1

I
—

2° 1

e (9)

—e 2 +4>

56

7 N 7 N
Ju

N[ —

/N
~
|
m

NI DR NI NN

/N
x
N

Centro de massa

Lembrete da Aula 8. Seja R uma regido limitada acima pelo grafico
de uma fungdo continua f(x), abaixo pelo gréfico de outra fungdo
continua g(x) e entre as retas x = a e x = b, respectivamente.
Assim: a massa da lamina é

m= [ 170~ g(x. (127)

Os momentos My e M, da lamina em relagéo aos eixos x e y, re-
spectivamente, sdo

M. — /a” [P @R,y = /ub )= 2 ()]

2
(12.8)
As coordenadas do centro de massa (X, 7)
5 My = Mx
T = o 7= . (12.9)
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Exercicio 12.9: (Aula 8, Trabalho p/ casa)

Calcule o centro de massa da regido limitada pory = ¥} ey =

JR.

Solugdo 12.9

Primeiramente calculamos a massa da lamina,

1
m:/ VX — x3dx
0

_ (2 L4
(- 3)

il
12

1

NI

0

Calculando momentos, temos
11 1/1 1 A\
_ [l s _1flo 17
M"_/oz<x ) dx 2(2x 7x>0 28’
1 1
— _ .3 _ 3_4 o g§_15
My—/ox(ﬁ x)clx—/ox2 xdx—<5x2 5x>

Assim as coordenadas do centro sdo

=1/ 12

=512 2
___5/28 _ 3
Y=5m =7

Assim o centro de massa tem as coordenadas (%—é, %)

Exercicio 12.10: (Lista 1, Exer 2)

Calcule o centro de massa da regido limitada por y = 9 — x? com
-3<x<3.

Solugio 12.10

Primeiramente calculamos a massa da lamina,

Yoo ar= (9O =5
m—/_3( —x)x—(x—?) , =54

Calculando momentos, temos

648

3
Mx:/ 1(9—x2)2dx: 5

32
3
M, = / x(9 —x%)dx = 0.
-3
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Assim as coordenadas do centro sdo

= 0 _
x—g—o
__ 648/5 _ 12
Y="51 =35

Assim o centro de massa tem as coordenadas (0, %)



SR EN Revisio 2.

6B Comprimento das curvas

Vamos lembrar as férmulas para calcular os comprimentos das
curvas. Mais informagdes estdo disponiveis na Aula 7.

Seja f(x) uma funcdo suave no intervalo [a,b]. Entdo, o compri-
mento do arco da por¢do do gréfico de f(x) do ponto (4, f(a)) ao
ponto (b, f(b)) é dado por:

b
Comprimento do Atco = [*\/1+ [f(x) dx. .
omprimento do Arco ] [f"(x)] dx (13.1)

Se a curva dada pelas equagdes paramétricas (como na Aula 4):

x=x(t), y=yl)
onde t varia num intervalo [c, d], entdo o comprimento do arco
da porgao do grafico da curva (x(t),y(t)) do ponto (x(c),y(c)) ao
ponto (x(d),y(d)) é dado por:

. d 2 2
Comprimento da curva :/c \/[x’(t)] + [y (#)]"dt. (13.2)

Finalmente, se a curva é dada pela equagéo polar p = f(6) com
angulo a« < 6 < B, conforme a imagem de baixo.
1Y
0=p

Assim o comprimento do arco da curva p = f(#) com angulo
x <6 < B édado por

p
Comprimento da curva = / \/ 2+ [f(0)]%de. (13.3)
o




Exercicio 13.1: (Lista 1, (a))

3
2

2
Calcule o comprimento do arco da fungdo f(x) = 3¥ quando

0<x<1.

Solucao 13.1

Vamos cuidar primeiramente da derivada e da raiz. Temos

flx)=x2 e /14 f(x)2=VI+x

Assim, aplicando a férmula (13.1), temos

1
Comprimento do Arco = / (1+ x)%dx = %(1 —i—x)% 0= 15 +—
0

Exercicio 13.2: (Lista 1, (e))

x_

Calcule o comprimento de arco da fun¢do f(x) = In Zx 1 quando
a<x<hb.
Solucao 13.2
Observe que podemos escrever f(x) como

F) =In "L —in(e* —1) — In(e* +1)

e 1 ’
Assim, temos
F(x) = e et (et —ef(er—1) 27
=1 41 (ef—1)(e*+1) e -1

Portanto

2x
\/1+f/(.7C)2: 1+(€2f€—1)2

_ 1)
(er _ 1)2
e 41
e —1
2 2x
S}
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Assim, aplicando a férmula (13.1), temos

2¢2%

b
Comprimento do Arco = (25
omprimento do Arco : (ezx— 7

1)dx

= ‘u = —1,du = Zezxdx]
b

= [In|e*x — 1 —x]‘
a

e 1

Exercicio 13.3: (Lista 1, 2(c))

Calcule o comprimento de curva dada em forma paramétrica:
x(t) =1—cost, y(t) =t —sent,

quando 0 <t < 7.

Solucao 13.3

Temos
x'(t) =sent,  y'(t)=1-—cost.
Portanto

\/x’(t)2 +y'(t)? = \/sen2 t+ (1—cost)?

— /sen2t+1—2cost+ cos?t

=+/2—2cost = 1/2'2861‘12% :2sen%.

Assim, aplicando a férmula (13.2), temos

& t
Comprimento do Arco = / 2sen idt
0

4 OH" 4
= (fcosi)‘o— .

Exercicio 13.4: (Lista 1, 2(d)
Calcule o comprimento de curva dada em forma paramétrica:

3
tz,

~
N
[S210 8]

X(t) = o, y(t) =

quando 0 <t < 1.

Solucdo 13.4



Temos

NI

()=t  y(t) =t2.
Portanto
VX (B2 4y ()2 =VEE+B =tV1+t

Assim, aplicando a férmula (13.2), temos

1
Comprimento do Arco = / tv1 + tdt
0

t+1=u? t=1—>u=+2
dt =2udu, t=0—u=1

V2
:/1 (u* — 1)u(2u)du

V2
— 4_ 2
_2/1 (u* —u®)du

N

1 715+ 15 °

Exercicio 13.5: (Lista 1, 4(b)

Calcule o comprimento de curva dada em equagdes polares:

p(0) =1+ cosb,

quando 0 < 6 < 7.

Solugdo 13.5

Temos
o' (6) = —sen®.
Portanto
\/P(9)2 +p'(0)* = \/(1 + cos6)? + sen? 6
= /14 2cos 6 + cos? § + sen? f

0 0
=2+ 2cosf = \/2~2c032§ :2cos§.

Assim, aplicando a férmula (13.3), temos

T
Comprimento do Arco = / 2 cos gd@
0

4 oy" 4
= (seni)’(J =4.
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Exercicio 13.6: (Lista 1, 4(d)

Calcule o comprimento de curva dada em equagdes polares:

p(G) = 6_9/
quando 0 < 6 < 27,
Solugdo 13.6
Temos
p'(0) = —e7".
Portanto

p(0)2+ p'(0)2 = Ve~ 20 4 ¢—20

= \/5679.

Assim, aplicando a férmula (13.3), temos

27
Comprimento do Arco = / V2e%de
0

= \/2(76—9)‘2" = \fZ[l 73_2”}
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Areas em coordenadas polares

Vamos lembrar as férmulas para calcular as areas das regides em

coordenadas polares. Mais informagdes estdo disponiveis na Aula 6.
1Y
0=p

Estaremos procurando a drea amarela no esbogo acima do con-
junto A, dado por

a={(p0]

A férmula para encontrar esta area é,

p
Area A = %/fz(e)de. (13.4)

Além disso nos varios exemplos é bem ftil calcular as dreas de
regides entre duas curvas f(6) e g(6) quando o raio varia como no
esboco de lado.

Estaremos procurando a drea no esbogo do lado dado por

A— {(Ple) ’ g(0) <p < f(0) }

a<H<B

A férmula para encontrar esta area é,

Area A =

N~

B
[1£2(6) - @)\, (135
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Exercicio 13.7: (Lista 1, 3(d)

Calcule a area de intersecdo das curvas:

p(0) = cos®, p(0) = sen@.

Solugdo 13.7

Lembrando a aula 5, temos que p(f) = cos 6 define a circunfer-
éncia no plano, pois

p = cosb,
= p? = pcosb,
= x2+y2 =X,
= (x—1/2)+y* = (1/2)%,

ou seja p(0) = cos 6 é circunferéncia com centro em ponto (1/2,0)
e raio 1/2. Semelhante, p(6) = sen6 é circunferéncia com cen-
tro em ponto (0,1/2) e raio 1/2. Eles se encontram quando

s
cosf = senb, =0=—.
4
Observe que para calcular a area interior das ambas as circunfer-
éncias, podemos dividir a regido para duas: quando o angulo varia
entre o e 71/4 e quando o angulo varia entre 77/4 e 71/2 (como na

figura do lado). Aplicando a férmula (13.4) temos
. 1 /% 1 /7
Area = - /4 sen® 0do + = /2 cos? 0d6
2 Jo 2 )z
= / * sen2 0d0
0

T1—cos26
_ [Flzcosdfy,
L

1 [9_ ser;ZG}

us
4

Exercicio 13.8: (Lista 1, 3(e)

Calcule a area de intersecdo das curvas:
2 _ 2 _
p°(0) = cos®b, 0°(0) = sen6,

com p > 0.
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Solugdo 13.8

Os graficos se encontram quando

cos? 0 = sen? 9, = 0= %

Agora conforme imagem do lado e prosseguindo como no exer-
cicio anterior temos:

. 1 /% 1 1%
Area = 7/4 sen@d@—i—f/2 cos 0d6
2 Jo 2 )z

= /Z sen 6d0
0

Exercicio 13.9: (Lista 1, 3(b)

Calcule a area de intersecdo das curvas:

p(0) =2 —cosb, p(0) =1+ cosb.

Solugdo 13.9

Os gréficos se encontram quando
2—cosf =1+ cosb, = cosf =1/2, :Gzig.

Agora conforme imagem do lado e prosseguindo como nos ex-
ercicios anteriores temos:

< 1 3 2 1 Tt 2
Area :2[5/ (2 —cosf) d9—|—§/ (1+ cosB) de}
0 3

s T
:/3(4—4c056+c0520d6+/ (1+2cos 8 + cos®0)do
0 3

_ 5m—6V3
-2

Exercicio 13.10: Aula 7, Trabalho p/ casa

Determine a drea que estd foradop = 3 4 2cos 8 e dentro do
o =2.

Solucao 13.10

Para determinar esta drea, precisamos saber os valores de 6 para
os quais as duas curvas se cruzam. Podemos determinar esses pon-
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r=3+2sné




tos definindo as duas equagdes e resolvendo:
3+2sinf =2

. 1
sm9—f§ = 9—?,7

77T 117
Entao, esta é a regido que obtemos usando os limites ° para <

Agora conforme imagem do lado temos e aplicando (13.5) temos:

Ur
p % 1
Area = /7: = (?_)2 - (3 +25in9)2) dae

@‘:

%1 . .
—/ 5 —5—12sinf — 4 sin 9) do
1
2

:/Ln

6

= %(—79 + 12 cos 6 + sin(26))

11v3 77

2 3

(=7 —12sin6 + 2 cos(20))do

Un

7
6

Exercicio 13.11: Aula 7, Trabalho p/ casa

r=3+2sn8

Determine a drea que dentro das ambasp = 3 +2cosfep =
2.

Solugao 13.11 ;

Neste caso, vamos notar que o circulo é dividido em duas partes =2
e estamos atrds da parte superior. Observe também que encon-

tramos a drea da parte inferior no Exercicio anterior. Portanto, a

area é,

Area = Area da Circumferencia — Area do Exercicio anterior

11v3
=P -ty
11v3 197

2+3'



Revisﬁo 3.

14.1

Dominios das fungdes de vdrias varidveis.
Exercicio 14.1: Lista 2. 1(e)

Ache e esboce o dominio da fungao:

Fry) = e
SO = RN

Solucdo 14.1

O dominio da fungéo é todos os pontos onde as raizes \/x +y e
/X —y sdo definidas e ndo nulas. Ou seja é dado por
Dy ={(x,y) € R? | x> —y, x> y}.

As condi¢bes x = —y, x = y sdo duas retas na plano. Assim o
dominio sdo os pontos entre as retas com x > 0. Observe que
precisa tirar ambas as retas da imagem, poisse x = youx =
—y a funcdo ndo estd bem definida.

Exercicio 14.2: Lista 2. 1(j)

Ache e esboce 0 dominio da fungéo:

VAax —y?

flxy) = m
Solucgio 14.2

O dominio da fungdo sdo todos os pontos onde a raizes /4x — y?
eln (1 —x? — y?) estdo definidos e In (1 — x> — y?) # 0. Ou seja
é dado por

Di={(x,y) eR*[4x >y, 1-x>—y* >0, 1 -2 —y* #1}.
f Yy Yy Yy Yy
Observe que isso pode ser escrito como

Dr={(x,y) ER*|x >y*/4, 0 < x> +y* < 1}.

/
\_
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A condigdo x > y?/4 define uma pardbola no plano e x> +y* =

1 é a circunferéncia com raio 1 e centro na origem. O esbogo do
dominio é dado pela imagem ao lado. Observe que precisa de tirar
a parte da circunferéncia que fica do lado esquerdo da parébola.

Exercicio 14.3: Lista 2, 4(b)

Calcule
x% + y2

lim .
(xy)—=00) \/x2+y2+1—1

Solugido 14.3

Vamos fazer a troca t = x2 + 2. Observe que se (x,y) — 0 as-
sim obviamente t = x% + y?> — 0. Por outro lado se t — 0 as-
sim (x,y) — 0. Assim o limite dado podemos reescrever como
2, .2
. X . t
lim +y =1

= 11m —7-.
(xy)—=00) \/x2+y2+1—-1 t=0yt4+1-1

Multiplicando pelo conjugado /'t + 1+ 1, temos
t . tH(vVt+141)

lim = lim
=0V/t+1—-1 =20 (VE+1-1)(Vt+1+1)
t(Vt+1+1)

=lim ——~=

t—0 t+1-—1
=lim(VE+1+1) =2
t—0

Assim, o limite é 2.

Exercicio 14.4: Lista 2, 4(b)

Calcule Y-y
li —_—
(ey) o 10) (x — 1)2 172

Solucdo 14.4

Seja f(x,y) = % Vamos mostrar
que
lim X,
L) /
ndo existe. Vamos nos primeiro aproximar (1,0) e

aolongodoretax = 1. Entdiox = 1d4 / (1,0)
f(1,y) = 0y/(0 +y?) = 0 para todos y # 0, en-
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tao
f(x,y) -0 quando (x,y) — (1,0),

ao longo da reta x = 1. Agora nos aproximamos ao longo da

retay = x — 1. Entdo f(x,x — 1) = (x(fl_)zl)jt(yzx_—l)l)z = %

para todos x # 0, assim

flry) =5 quando (xy) > (1,0,

ao longo da reta y = x — 1. Como f tem dois limites diferentes
ao longo de dois caminhos diferentes, o limite ndo existe.

Exercicio 14.5: Lista 2, 4(a)

Calcule
Vi+1—\/y

lim
(xy)—(0,0) xy+y

Solucao 14.5

Seja f(x,y) = % Vamos ver o valor aproximado da f(x, x)

ao longo do caminho y = x. Temos:

lim VL =VE x+1—x

= lim
x50 XX+ X =0 (22 4+ x) (vVx + 1+ /x)
1

= lim .
=0 (22 4+ x) (VX + 1+ /%)
Este limite ndo existe, pois o denominador aproxima 0 e o numer-
ador é ndo nulo. Assim o limite da f(x,y) no ponto (0,0) também
nao existe.

Para calcular o seguinte limite, vamos lembrar o teorema do
confronto e as seguintes propriedades dos limites (veja Aula 10
para mais detalhes):
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Theorem 14.1: Propriedades dos limites.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas funcdes. Assim
(1) Hmyy) () f(x,y) = 0 se e somente se lim(, ), ,5) |f(x,y)| = 0.
(2) Se lim(y,) (0 f(x,y) = L1 e im(, ) (a0 8(x,y) = Lo, entao:

a) lim [c-f(x,y)] =c-Ly, paraqualquer constante c;

(xy)—(ab)

b) lm [f(x,y)+g(xy)] =L+ Ly
(xy)—(ab)

o lim [f(x,y) g(x,y)] =L Ly
(xy)—(ab)

& um LY L2

(xy)—(b) &(x,y) Lo’

Theorem 14.2: Teorema de confronto. Versio 1.

Sejam f(x,y),g(x,y) e h(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

- lim x,y)=L= lim h(x,
(w)ﬂ(ﬂ/b)f( v (xy)—(ab) (o)

flxy) <g(xy) <h(xy),

para todos (x,y) "perto" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condi¢des que:

- lim x,y) = L.
(x,y)%(ﬂ’b)g( Y)

Na prética, muito 1til a seguinte versdo do Teorema de Confronto
(que segue direitamente da primeira versao).

Theorem 14.3: Teorema de confronto. Versdo 2.

Sejam f(x,y) e g(x,y) e seja (a,b) um ponto, tais que:

lim x,y) =0
(x,y)%(ﬂrb)f( Y)

e ¢(x,y) é uma funcdo limitada em ponto (a,b), ou seja existe M tal que

lg(x,y)| <M,

para todos (x,y) "pertos" do ponto (a,b). Entdo, resulta destas condigdes que:

lim x,v)-g(x,y) =0.
(x,y)ﬁ(a,b)f( y) - 8(x,y)

De fato varias fun¢des sdo limitadas, por exemplo g(x,y) =
2 2
T e 3(x,y) pois

x2 +y2 RN

0<x® <24 y?
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e, semelhante
0< y2 < x2 + yz.

Exercicio 14.6: Lista 2, 4(f)

LEMBRETE:

(x+y)3 (a+b)® = a®+ 3a%b + 3ab® + 1.

(xy)—(00) X2 +y*"

Calcule

Solucdo 14.6

Usando o lembrete do lado, temos que
(x +y)% = 2% +3x%y + 3xy” + 2.
Assim o limite pode ser escrito como

(x+y)°
x2 +y?
2 xZ 2

y
3y - 3x -
+3y x2+y2+ ey

lim ) (00)

]/2

= Ilim x 'x2+y2 .

) +00) | 2+ 92

+y

d f f v
Agora cada termo tem fator x ou y (que tentem para o) e fator m

2
ou 5 Portanto, usando o Teorema do confronto, temos que

x2+y
o limite é 0.



Exercicio 14.7: Lista 2, 4(i)

Calcule
1+ y3
m —_F.
(xy)—(0,0) X2 — y?

Solucdo 14.7

Primeiramente, observe que

3 3 —
Ty G
()= 00) X2 =y (xy)>00)  (x+y)(x
_ m Yoy " o)
C (wy)-x00) Xy ’
Considere o caminho y = 2x (caminho ver-

melho no esboc¢o), ao longo este caminho temos

2 2 2
x- —x-2x +4x 3x
’2 p— = —
£(x,2x) = -

f(x,2x) = -3x—0

Considere o caminho y = x — x? (caminho azul
no esboco). Neste caso, temos

x% — x(x —x2) + (x — x?)?

2
flox=x7) = x—x+x2
R e e b e
2
x4yt
— =

=1-x+x* > 1
Assim, ao longo de dois caminho diferentes, a fun¢do aproxima

os valores diferentes. Portando o limite ndo existe.

Exercicio 14.8: Lista 2, 4(j)
Calcule

lim XY

(xy)—(00) (3 —y)’

Solucao 14.8

Primeiramente, observe que a curva y = x> onde o denominar
nulo é fora do dominio da fungdo

flxy) = %

118




2

Mas a curva y = x* sen x estd no dominio e quando

(x,y) — (0,0)

2 sen x aproxima y = x> (conforme a figura do lado)

acurvay =x
pois
. senx
lim =1,
x—=0 X

pelo limite fundamental. Assim vamos ver o valor aproximado

2

da f(x,y) ao longo da curva y = x*sen x. Temos:

5 x-x2-senx xsenx
flx,x“senx) = 3 5 =
x3—x2-senx X —senx

Agora temos (aplicando as duas vezes a regra L’'Hopital),

. X-senx . senx -+ xcosx
im——=1lim ——M—
x—»0Xx—senx x—0 1—cosx

COSX +Cosx —Xx-senx

= lim
x—0 senx
. 2cosx —x-senx 2
= lim — =
x—0 sen x 0

Ou seja o limite ndo existe. Portando o limite

. xy
111’1‘1 —.
(xy)—(00) (3 —y)

nio existe também.

Vamos lembrar, que se f(x,y) é uma fun¢do de duas varidveis reais
e (a,b) um ponto no dominio da f(x,y). Dizemos que f(x,y) é
continua no (4, b), se

lim x,y) = f(a,b).
L lm () = £

Analogamente, a funcdo f(x,y) é continua numa regido B C D se
ele é continua para todos (a,b) em B.

Temos as seguintes propriedades das fun¢des continuas.

Theorem 14.4: Propriedades das fun¢des continuas.

Sejam f(x,y), g(x,y) duas fungdes continuas em ponto (a,b). Entdo:

c
e —— ¢ fungdo continua em ponto (a,b) para qualquer constante c.

f(xy)
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* f(x,y)+g(x,y) é funcdo continua em ponto (a,b) (ou seja, a soma das fungdes continuas é con-

tinua).

e f(x,y)-g(x,y) é funcdo continua em ponto (a,b) (o produto de funcdes continuas é continuo).

~

(x,y)
(x,y)

continuo).

oqQ

é funcdo continua em ponto (a,b), se g(a,b) # 0 (o quociente de fun¢des continuas é
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Theorem 14.5: Composicido das fungdes continuas.

Seja ¢ uma fungio de duas varidveis de um dominio D C IR?. Suponha que g seja continuo em al-
gum ponto (a,b) € D. Se h é uma fungdo de uma variavel real continua em ponto g(a,b), assim a
fungao composta

flx,y) =h(g(x,y)),

é fungdo continua em ponto (a,b) também.
Exercicio 14.9: Lista 2, 5(c)

Determine o conjunto dos pontos de continuidade da funcéo:
r—y
,y) =In —.
fry)=In 7

Solucdo 14.9

— 2 XY
Dy = {(x,y) eR |x2+y2 >0}

:{(x,y)EIR2|x>y}.

Os polindmios x — y e x? + y? sdo continuos em todos 0s ntimeros
reais e, portanto, temos

X—y

g(x,y) = W

é continua em todos os pontos (x,y) do conjunto Dy, pois (0,0)
ndo pertence esse conjunto. Agora fungdo h(x) = Inx é continua
no seu dominio, assim a continuidade da composicdo das fungdes
nos diz que

— x—y
h(g(x/y)) =In X2 +y2

é continuo em todos os pontos (x,y) do conjunto Dy.

Exercicio 14.10: Lista 2, 5(f)

Determine o conjunto dos pontos de continuidade da funcéo:

— 2 2
flxy) = : CEEW'% (x,y) # (0,0)

1se (x,y)=1(0,0).

Solucdo 14.10

Os polindmios x? e y? sao continuos em todos os nlimeros reais
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e, portanto, temos x? + 42, \/x% + y2 e cos 1/x2 + y2 sdo fungdes
continuas para todos os pontos (x,y) do plano, como soma e com-
posicao das fungdes continuas respectivamente. Assim a fungao
1—cos/x2 +12
x2 +y?

inador é ndo nulo, ou seja, para todos (x,y) # (0,0).

Agora vamos calcular o limite da fung¢do f(x,y) no ponto (0,0).
Para ser continua é necessario que

é continua para todos os pontos onde o denom-

lim )f(x,y) = £(0,0) = 1.

(xy)—(0,0
Temos:
1— / x2 2
lim f(x,y)= lm Coi x2 R
(xy)—(0,0) (xy)—(0,0) Xty
1—cost
222
Aplicando a regra L’'Hopital, temos
1—cost sent 1
li = li =-#1=f(0,0).
0 P2 AT R f(0.0)

Como

(x/y%iLrE0,0)f(x'l/) # £(0,0).

Assim f(x,y) é descontinua em (0,0). Resumindo, temos que f(x,y)
é continua em todos os pontos tais que (x,y) # (0,0).
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