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Aula1

Espectro dos grafos.

1 Matrizes autoadjuntos

Um conceito fundamental para estes duas aula é nocao de matriz autoadjunta. Assim
primeiramente vamos lembrar as defini¢des e as propriedades basicas sobre matrizes
autoadjuntas.

Defini¢do 1.1. Uma matriz A € M,,(C) é chamada autoadjunta (hermitiana, simétrica) se

ela satisfaz B
AT = A,

ou, equivalente, A considerando como operador linear A : C" — C" satisfaz
(Ax,y) = (x, Ay),
para todos vetores x,y € C, onde (-,-) é produto interno em C".

z

Tal nogdo faz sentido para matrizes sobre R também, neste caso A € M,(R) é
chamada autoadjunta ( simétrica), se

AT = A.

O seguinte resultado (chamado Teorema Espectral) desempenha um papel funda-
mental em Algebra Linear.

Teorema 1.2 (Espectral). Seja A € (C) uma matriz autoadjunta, assim existe uma base
ortonormal em C" formado pelos autovectores de A. Alem disso todo autovalor de A é real.

Proof. Vamos apresentar a prova apenas para matrizes sobre R. Considere o problema
de maximizar a fungdo

fR" >R
x — (x,Ax),



sujeito a restri¢do (x,x) = 1 (bola unitdria em R"). Com f é continua e bola unitaria é
um compacto, assim tal ponto extremo existe. Por a simetria de A, o gradiente de f é
facilmente calculado (Exercicio para casa!) como sendo

Vf(x)=2Ax,

enquanto o gradiente da norma euclidiana (x,x) é 2x. Em um ponto x onde um méximo
é atingido, temos
Vf(x)=2Ax = A(2x),

para algum multiplicador de Lagrange A. Assim, x € um autovetor de A com autovalor
A. Os argumentos usuais mostram que A se restringe a um operador auto-adjunto no
hiperplano ortogonal a x; escolhendo uma base ortonormal desse hiperplano, podemos
representar essa restri¢do de A por uma matriz simétrica real de tamanho (n —1) x (n —
1), e 0 argumento se repete. O

Observagido 1.3. O teorema espectral admite generalizagdo para espacos de dimensdo
infinita. Nomeadamente, seja H um espaco de Hilbert (ou seja, espago linear sobre C
com produto interno, completo em topologia gerada pela norma) e seja A : H — H um
operador autoadjunto (limitado ou nédo limitado), ou seja

(Ax,y) = (x, Ay),

para todos x,y € H, assim
A:/M&,
R

onde E, é certa medida dos ortorojetores. Tal decomposicdo é generalizagdo de decomposicdo
da matriz autoadjunta em uma soma,

A=Y AP,

onde A; € R sdo autovalores de A e P; = P? = P! sdo projegdes ortogonais nos auto-
subespacos correspondes (P; L P; pelo Teorema espectral, e ). P; = Id).

2 Grafos e seu espectro

As referencias principaic sobre a teoria espectral dos grafos sdo [BH12, CRS10]. Um
grafo é um par I = (V,E) com:

* V um conjunto finito de vértices;

e E CV x V um conjunto simétrico e irreflexivo de arestas (ou seja a gente suponha
que o grafo ndo tem arrestas multiplas e ndo tem os lagos).



Por exemplo,

>

Petersen

Tutte—Coxeter

e

AN

Definicao 2.1. A matriz adjacéncia Ar de I’ é matriz (com entradas 0 ou 1) com o tamanho
nxn,n=|V|eAr=(aj),com

b — 1, seexiste aresta entrei e j,
g 0, caso contrario.

Exemplo 2.2. Se I é e——e, assim a matriz de adjacéncia é

010
Ar= |1 0 1].
010




As propriedades da matriz de adjacéncia Ar explicam vérios propriedades do grafo
I'. Por exemplo as potencias de Ar “controlam” os caminhos em I' em grafo I' como o
seguinte Lema afirma.

Lema 2.3. Sek > 0,i,j € V assim
(A'f)z-]- = numero de caminhos de tamanho k em T

Defini¢ao 2.4. O polinomio caracteristico é polindmio caracteristico da matriz Ar. Re-
spectivamente, o espectro de grafo I' é o multiconjunto ot dos autovalores de Ar.

Observagio 2.5. Como Ar é matriz simétrica, assim ot consiste dos ntimeros reais:
0 >0y > > Ay

O maior autovalor 1 de Ar vamos denotar por ar e chamar index de I'.

Exemplo 2.6. Sel é A , assim

Ar =

_, = o

N s QY

O R
<

o polindmio caracteristico é
xr(x) = 34 3x+2,

e os autovalores sdo
2,—1,—1.

Logo o index do grafo I' é ar = 2.

Exemplo 2.7. Para o grafo de Petersen como no exemplo acima, temos que

0 01 1 010 0 0 0]
0001101O0O00O0
1000100100
1100000010
Ap = 01 100O0O0O0O0T1
10000O010O0O0T1|”
0100010100
0010001O01O0
00010O0O01O01
0 00011001 0]

o polindmio caracteristico é
xr = 110 — 1588 + 75¢% — 241° — 165¢* + 1208 + 120> — 160t + 48,

e espectro é or = {3,1,1,1,1,1,-2,—-2,—2,—-2}. Logo o index é 3.



Estudando o espectro do grafo I' de certa forma basta fazer isso para os compo-
nentes conexas do I' como a seguinte proposicao afirma.

Proposicao 2.8. SeI' =TI'y UI, U---UT, é unido disjunta dos componentes conexas da I’
assim
or=or,Yor,U---Uor,,

como multiconjunto.

Para provar a proposicdo basta observar que a matriz adjacéncia do I' escreva-se
como

Ar, 0 ... 0
0 Ap, ... 0
Ar=| . . )
0 0 .. Ar

O seguinte resultado é conhecido como o Teorema Perron-Frobenius para grafos.
Teorema 2.9 (Perron-Frobenius). Seja I' um grafo conexo, assim
(1) index de I é positivo, ou seja ar > 0;
(2) para qualquer autovalor «; temos que

la;| <ar;

(3) ar tem multiplicidade 1;

(4) existe autovalor positivo correspondente ar.

3 Espectro <— Propriedades do Grafo.

Existe uma ligacao forte entre as propriedades do grafo e seu espectro como vamos ver
nessa secao. Mesmo assim, sabendo apenas o espectro ndo tem como recuperar o grafo
em geral. Por exemplo, os seguintes dois grafos

tem o mesmo espectro:
2,0,0,0,-2,



mas sdo fundamentalmente diferente: um grafo é conexo e outro desconexo. Mesma
coisa acontece para os seguinte grafos:

cujos espectro é
2,1,1,0,-1,-1,-2.
3.1 Diadmetro

Definigao 3.1. A distancia entre dois vérticesi,j € V em I' definida como o comprimento
de menor caminho entre 7,j. Agora, o didmetro do grafo I dr é a maior distancia entre
dois vertices.

Proposigao 3.2. Se I esti conectado com o didmetro dr, entdo I' tem pelo menos dr + 1 auto-
valores distintos.

Proof. Seja m o ntimero de autovalores diferentes de Ar. Por ser diagonalizavel, o
polindmio minimo de Ar tem grau m e ha Bo,...,B:—1 € R tais que

Al = Bo + P1Ar + -+ + Bu1 AP

Suponha que i,j € V com d(i,j) = t, assim ha caminhos entre i e j de comprimento ¢
mas ndo hd mais curto. Em termos de Ar temos que

(AK);j=0, 0<k<t—1,  (Ah);>0.

Assim t < m, pois caso contrario a equacdo acima vai gerar absurdo. Logo a afirmacdo
segue. O

3.2 Grafos regulares

Um grafo I' é chamado regular do grau k se todas vértices tem exatamente k-arestas.

Exemplo 3.3. Os seguintes tres grafos sdo regulares de grau 3.



Tetraedro Cubo Grafo completo

Exemplo 3.4. O seguinte grafo é maior grafo 3-regular de didmetro 3:

Finalmente, no exemplo acima, o Tutte-Coxeter grafo é 3-regular com 30 vértices e
45 arestas.

Para qualquer grafo, podemos definir os seguintes trés valores de maneira natural:
* kyin —grau minimal em I';

* kiax —grau maximal em I;

* k-graumédioemI;

Obviamente, temos que
kmin S k S kmax/

onde as igualdades acontecem se e somente se I' é regular.
A seguinte proposi¢do descreva uma ligagdo entre o grau de regularidade k e o
index do grafo ar.

Proposicdo 3.5. ([BH12, Proposigio 3.1.2]) Suponha que grafo I é conexo, assim
(1) SeT éregular de grau k, logo ar = k;

(2) SeT ndo é reqular, assim
kmin < E < 0(1_' < kmax.



Proof. (1). Suponha que I é k-regular, assim

ou seja k é autovalor. Agora é facil verificar que se t > k, assim a matriz tId, — Ar é
estritamente diagonalmente dominante (a;; > Zj::iaij para todos i, veja [H]13, Capitulo
6]). Assim pelo [H]13, Teorema 6.2.27], temos que tId, — Ar é invertivel. Logo, k é o
maior autovalor.

(2). Temos que

1 1
AF S kmax ’
1 1
assim pelo Teorema de Perron-Frobenius, temos que ar < kjux. Caso Ar [1 e 1} T
kmax [1 ... 1] T assimT é k-regular. Suponha que

n
[1 1]T:E/\1‘xi,
i=1

numa base ortonormal dos autovetores x; de Ar, assim

n n
nk=1[1 ... 1]JA[1 ... 1]T = Z)\%D&i < Z)\zlxr = nar.
i=1 i=1
Se nk = nar logo Y A?(a; — ar) = 0. Como ar é simples, logo x; = [1 ... 1]T elé
regular. O
Corolario 3.6. Um grafo T é regular se e somente se Y a? = nar.
Proof. [=]SeT é regular de grau k, assim ar =k e
n
thf = trA2 =kn.
i=1
[<]
Suponha Y ; a? = nar. Temos
- 1 1¢
k= _trAr = E;“ZZ =ar
Logo, grafo é regular pela proposi¢do acima. O



3.3 Numero de independéncia

O niimero de independéncia in(I') do grafo I é o méximo cardinalidade de a conjunto de
vértices ndo adjacentes dois a dois.

Proposicao 3.7.

in(G) < {i:a; =0}, e in(G) < |{i:a; <0}|.

3.4 Ntumero cromatico

Uma coloragdo de vértice apropriada de um grafo I' é uma atribuicdo de cores aos
vértices de forma que os vértices adjacentes obtenham cores diferentes. O ntdmero
cromatico x(I') é o nimero minimo de cores de uma coloracdo de vértice apropriada
deT.

Proposicdo 3.8. (Wilf, [BH12, Proposigio 4.2.1]) Seja T um grafo conexo. Entio x(I') <
1 4 ar com a igualdade se e somente se I for completo ou for um ciclo impar.

4 Grafos de Dynkin

Os seguintes grafos sao chamados grafos de Dynkin:

A,: o—eo—o—o - o—o |An| =n

Dy : . e—e Dy| = n

10



Adicionando mais uma vértice ao cada grafo vamos receber os grafos de Dynkin

estendidos.
A, AX Al =n+1

D, : }—.—< Dy =n+1

E um mistério como estes grafos aparecem na Matematica em vérios lugares aparente-
mente bem diferentes: dlgebras de Lie, teoria de representa¢des das élgebras de di-
mensdo finita, classificagdo dos certos grupos finitos, classificagdo das singularidades,
etc. Acontece que na Teoria espectral dos Grafos eles distinguirem os grafos depen-
dendo do index.

Teorema 4.1. (Smith, [BH12, Teorema 3.3.1]) Seja I um grafo conexo, assim
(1) O index ar < 2 se e somente se quando I' é um grafo de Dynkin;
(2) O index ar = 2 se e somente se quando I é um grafo de Dynkin estendido.

Se I', assim pelo Teorema de Smith, temos que ar = 2. Aplicando o Teorema de
Perron-Frobenius deve existir um autovetor positivo correspondente esse autovalor.
Abaixo vamos apresentar tal autovetor para todo grafo de Dynkin estendido.

11



16\@?@@1
O—o—O Y

@mi

(5)
/A GV A GV A )

Abaixo vamos discutir como provar o Teorema de Smith. Primeiramente vamos
descrever o espectro dos grafos de Dynkin.

4.1 Espectro dos A, Dy, An e f)n

A prova da seguinte Proposi¢do vou deixar como o trabalho para casa.

12



Proposicdo 4.2. Para o grafo de Dynkin A,, temos:

a0 = TT (A-2008 J75 ).

1<j<n

portanto:

c(A,) = {ZCOSn]T[ |j= 1,...,71} ap, =2cos

+1 n+1"

Para o grafo de Dynkin estendido A, temos:

i =T1 (A—Zcos (n]fn)'

0<j<n

portanto:

U(A}) = {ZCOSHJ_Zl |j:0,...,n} ag =2.

Proposicao 4.3. Para o grafo de Dynkin D,, temos:

xo.(A) = T1 <)‘_2COS%T)'

0<jsn—2
portanto:

(14+25)m

c(Ay) = {2cos 201—1)

' 7T
=0, =2 U0}, 0, =2c055 "

Para o grafo de Dynkin estendido D,,, temos:

Xﬁn()&):)\z()\z—@ I </\—2cos(njir2)>,

1<j<n—3

portanto:

a<5n> - {2cosn]_”2 li=1,...,n— 3} U{-2,0,02}, ap =2

4.2 Espectro dos E;;, E, n=26,78
Proposicao 4.4. Para grafos de Dynkin Ee, E;, Eg temos

m;7t
XE(A) =A°—5A*+502 —1=T] <A—2c031]2>, m;j=1,4,5,7,8,11,
1<j<6

m;7t
Xe,(A) = A (/\6 —6A*+9A2 — 3) = 1H7 (/\ — 2cos 1’8> . m=1,5,7,9,11,13,17,
<j<

m;7t
XEs(A) =A% —7A° + 140" —8A% + 1= [] (/\ —2cos 3]()> , m;=1,57,9,11,13,17,19,23,29.
1<j<8

13



Assim:

m;7t T
o (Eg) = 2cosi|m]—l457811 Xp, = 2C0S —,

12
o (E7) = {2cos |m;=1,5,7,9,11,13, 17} o, ZZCOS%
o (Eg) = {2cos | m;=1,7,11,13,17,19,23, 29} XE —2cos%.

Proposicdo 4.5. Para grafos E6, E7, Eg temos:

Xe, (M) =AM —1)" (1>~ 4),
xg,(A)=A(A2=1) (A*—4) T] <)\—2cosjf>,
XES(/\)Z/\(AZ—l) (A% —4) <)L—2cosj;).

Assim: B
7 (Es) = {041, 41,42}, ag =2,

g

o (Es) = {2cos]§ |j= 1,2,3,4} U{0,£1,%2}, ap =2.

R

7) {2cos] 1j=12 3} U{0,41,£2}, ap =2,

4.3 Index dos grafos maiores que grafos de Dynkin

Sabendo o espectro dos grafos de Dynkin e grafos estendidos basta mostrar que se
grafo I' maior do que grafo de Dynkin estendido, assim ar > 2. Neste caso pode-
mos proceguir como seguinte. Seja A > 0 uma matriz irredutivel, ou seja impossivel
colocar ela na forma triangular superior de bloco por permutag¢des simultaneas de lin-
has/colunas. Observem que a matriz Ar é irreducivel se e somente se I' é conexo. Dada
uma extensdo das matrizes irreduciveis A e B, podemos controlar o maior autovalor de
A como seguinte.

Proposicdo 4.6. Se A > B > 0 ¢ 8 é um autovalor de B, entdo |B| < a1, onde wq é maior
autovalor de A. Se a igualdade vale assim B = A.

Proof. Sejax > 0e B € R tal que Bx = Bx. Isto é
Alx| = Blx[ > [B] - ||

entdo pelo teorema Perrno-Frobenius temos que || < a;. Se aigualdade for verdadeira,
assim o Teorema Perron-Frobenius implique que || = 61, que |x| > 0 e que A|x| =
|B||x| e usando desigualdade acima nds vemos que

(A—B)lx|=0

14



de modo que A = B. O
Coroldrio 4.7. Se B é um menor principal de A e p um autovalor de B, assim |B| < a;.

Corolario 4.8. Seja T um grafo conexo. Se " é obtido a partir de T retirando uma aresta ou um
vértice, entdo
arr < AT.

15



Aula 2

Problema do Hermann Weyl e suas
generalizacoes

Nessa Aula vamos discutir o problema classica do Hermann Weyl sobre o espectro de 3
matrizes autoadjuntas A, B e C tais que A = B + C e suas generalizagdes. Depois, vamos
considerar a generalizacdo deste problema para n-tupla dos operadores autoadjuntos
num espago de Hilbert. vamos ver as generaliza¢des seria conveniente codificar em
termos de certos grafos e estudar as representagdes da certa dlgebra (involutiva). Estu-
dando as propriedades de tais algebras vamos ver como os grafos de Dynkin aparecem
nesse contexto.

1 Problema de Hermann Weyl

1.1 Problema

Sejam dados trés conjuntos dos numeros reais:

OA K] 2 Q) 203 2 " 2 Uy,
o:p1=P2=>p3 == P,
oCcM 2722732 2 I
Problema(Hermann Weyl [Wey12], 1912) Descrever as condi¢des necessdrias e sufi-

cientes para a;’s, Bi’s e ;" de modo que existem trés matrizes autoadjuntas A, B e C do
mesmo tamanho, cujos espectros sdo 04, 0 e ¢ respectivamente e

A+B=C.

A resposta completa para este problema é fascinante, exigindo uma descrigao es-
tranhamente recursiva, antes conhecida como conjectura de Horn (veja de baixo), que
agora esta resolvida e conectada a um grande niimero de outros campos da matemaética,
como a teoria dos invariantes geométricos, a teoria da intersecgdo e varios outros. O

16



problema de Hermann Weyl é ligado para véarios problemas aparentemente indepen-
dentes tais como:

* problema sobre o produto tensorial para componentes de irredutivel representagdes de GL,
com 0s pesos maximais;

e fatores invariantes;
e cilculo de Schubert;
* feixes tdricos semi-estduveis,

e muitos outros. vejam [Ful00] (e as referencias la) para detalhes ausentes. Alem disso
tem as aplicagdes tipicas para matrizes aleatdrias, quando uma das matrizes (digamos,
B) é “pequena” em algum sentido, de modo que A + B é uma perturbagdo de A (vejam
[Ful00] (e as referencias la) para detalhes ausentes).

1.2 Primeiros resultados

Como trC = trA + trB, assim temos que

Yvi=) ait+) B (1.1)

A igualdade acima chama-se igualdade de trago.

Podemos pensar em A como um operador linear no complexo espago euclidiano
C" equipado com seu produto interno usual (x,y), escrito também como x*y e a norma
associada ||x|| = (x*x)"?. O Teorema Espectral nos diz que todo operador Hermi-
tiano A pode ser diagonalizado em alguma base ortonormal; ou equivalentemente,
existe uma matriz unitdria U tal que UAU* = diag(a1,...,a,). Se u;j sdo os autove-
tores ortonormais correspondentes aos seus autovalores a;, escrevemos A =} aju;u;,
e chamamos isso de resolugio espectral de A. Usando isso, é facil ver que o conjunto
{(x, Ax) : ||x|| = 1} é igual ao intervalo [a,,a1]. Em particular, temos

N = maxHxH:l <x,Ax>

&y = Min 1 (X, Ax)

Para cada vetor fixo x, a quantidade (x, Ax) depende linearmente de A. As equacdes
acima expressam a7y, &, como maximo ou minimo sobre essas fun¢des lineares. Muitas
vezes, eles levam a desigualdades interessantes, por exemplo temos

71 < a1+ P
Yn = &n + Bn

O Hermann Weyl no seu artigo original [Wey12] recebeu as seguintes desigualdades
seguinte as ideias acima.

17



Teorema 1.1. Se i < j, assim temos que

Vi <&+ Bj-ivi

Proof. A gente vai dar apenas esbose da prova. Sejam u;j, v; e w; sdo autovalores de
A,B e A+ B que correspondem os autovalores «;, ; e vj. Considere os seguintes
subespacds:

W= {wl,wz,...,wj},

u - {ui/ui+1/~ . '/ul’l}/

V ={0vj_i41,9j-i42/---,0n}

Temos que
dimW =j, dimU=n—-i+1, dimV=n—j+i

assimdimW +dimU + dimV = 2n + 1, ouseja WN U NV tem interse¢do de dimensao
maior igual a 1. Tomando vetor unitario x € WN U NV temos que

Vi < (%, (A+ B)x) =< (x,Ax) + (x,Bx) < wa; + Bji+1,

pois (x, Ax) estd no intervalo [a,, «;], (x, Bx) estd no intervalo [, Bj—i+1] e (x, (A + B)x)
estd no intervalo [y}, 71]. O

No caso particular, quando n = 2 essas desiqualdade geram 3 desigualdades

7 < a1+ B, 72 <ay+ B2, 72 <y + B, (1.2)

e acontece essas trés desigualdades sdo suficiente para caracterizar os possiveis auto-
valores de A, B e C; ou seja, se trés pares de numeros reais {a;,az}, {B1,B82}, {71,712},
cada um ordenado de forma decrescente, satisfazem essas rela¢des, entdo existem 2 x 2
matrizes autoadjuntas A e B de modo que esses pares sdo os autovalores de A, B e
A+B

Quando n > 3, existem mais relagdes. O primeiro devido a Ky Fan (1949) diz

M-

I
—_

k k
Y v <) aj+ ) Bj for1 <k<n. (1.3)
=1 =1

]

Quando k = 1, os dois lados de (1.3) sdo iguais; isso é apenas a igualdade de traco (1.1).
Uma generalizagdo substancial disso foi obtida por V. B. Lidskii (1950). Para resumir,
deixe [1,n] denotar o conjunto {1,2,...,n}. O teorema de Lidskii diz que para cada
subconjunto I C [1,n] com cardinalidade |I| =k, temos

Y ri<Y wi+) B (1.4)

iel il i<k

18



Observe que essas desigualdades incluem (1.3) como um caso especial escolhendo I =
[1,k].
Quando n = 3, obtemos seis rela¢des das desigualdades de Weyl:

T1<a1+pB1, M<a1+P2 12<ar+p

1.5
Y3<a1+B3, 13<az3+pB1, 3w+ po (15)

Mais cinco resultam das desigualdades (1.4):

T+7r2<arta+ B+ B
T+t <wartas+ P+ P
Y2+ 713 <ar+az+ 1+ B2 (1.6)
Y1+ 73 < +ax+ Br+ B3
T2t v3<wartax+ B2+ Bs

(use a simetria em A, B). Acontece que mais uma relagéo

Y2+ 73 <1 +az+ B+ B3

é valido. Além disso, as relagdes (1.5), (1.6) junto com (1.1) sdo suficientes para carac-
terizar os possiveis autovalores de A, B e C para caso n = 3.

1.3 Desigualdades de Horn.

O teorema de Lidskii despertou muito interesse e varias outras desigualdades foram
descobertas. Todos eles tém a forma

Y <Y wi+ Y B (1.7)

keK iel j€]

Isso leva as seguintes questdes. Quais sdo todos os triplos (I,],K) de subconjuntos
de [1,n] para os quais as desigualdades (1.7) sdo verdadeiras? Essas desigualdades,
junto com (1.1), sdo suficientes para caracterizar «, B e v que podem ser autovalores das
matrizes Hermitianas A,Be A + B?

Em um artigo fundamental [Hor62] em 1962, Alfred Horn fez uma conjectura que
afirmava que essas desigualdades, juntamente com relagdo do traco (1.1), sdo sufi-
cientes e que o conjunto T} de triplos (I,],K) de cardinalidade r em [1,n] pode ser
descrito por indugdo em r como segue. Vamos escrever | = {i; <ip <---<i,} e da
mesma forma para | e K. Entdo, parar =1,(I,],K) estd em T} se k; = i; + j; — 1. Para
r>1,(I,],K) € T} se

. . r+1
ZH—Z]— Zk—i— ( 5 >

iel j€J kek
e, paratodos 1 <p <r—1letodos (U V,W) €T,

Y it Y < ka+<’9;1>

uel veV weW
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Horn provou sua conjectura para n = 3 e 4. Observe que quando n = 2, essas condi¢des
apenas se reduzem as trés desigualdades dadas por (1.2). Quando n = 3, elas se re-
duzem ao doze desigualdades (1.5), (1.6). Quando n =7, ha 2.062 desigualdades dadas
por essas condi¢des, assim o numero das desigualdades cresce bem rdpido quando n
cresce.

Teorema 1.2. (Klyachko [KIy98] e Knutson, Tao [KT99]) Conjetura de Horn é verdadeira.

2 Problema espectral aditivo

2.1 Modificacdo do problema de Weyl

O problema de Weyl possui varios generaliza¢des. Com a relagdo com espagos vetorias
filtrados (veja, por exemplo, [Tot94]) acontece o problema em procurando possiveis
espectros 0(A;) dos n-matrizes autoadjuntos que satisfazem

Al + ...+ A, = ALd.

Vamos consideramos uma modificacdo de tal problema como o seguinte. Seja H um
espaco de Hilbert separdvel. Para um operador linear limitado X € L(#) denotamos
por 0(X) seu espectro. Suponha que dados os subconjuntos finitos M; C Ry:

M; = {O:oc((f) < agi) <...< ocfﬁ?}
e A € R.. O problema (chamado problema espectral aditivo) é determinar se existe uma
n-tupla de operadores autoadjuntos limitados A; = A} em H tais que seus espectros
satisfazem 0 (A;) C M; e

Ai+Ar+---+ A, =Ald,

e descrever todas tais tuplas irredutiveis a menos de equivaléncia unitdria. Dizemos
que duas tuplas A; € L(H) e A} € L(H’) sdo unitariamente equivalentes se existir um
operador unitério U : H — H' tal que A/U = UA,; para todos i.

Observagio 2.1. Uma diferenga essencial entre o problema acima e o problema cldssico
de Weyl é que ndo fixamos a dimensédo do espago de Hilbert (que pode ser até infinito)
e ndo fixamos as multiplicidades espectrais.

2.2 x-algebras e suas representacdes

Podemos estudar o problema acima usando os métodos da teoria de representacdes
das algebras involutivas. Assim vamos vamos brevemente ver o que sdo as *-dlgebras
e suas x-representagoes.

Uma C-algebra A (isto é, um C-espago linear com um produto associativo) é chamada
-dlgebra (ou dlgebra involutiva, se A possui uma involugio * : A — A que satisfaz

(a+b)*=a*+0b*, (ab)"=0b"a*, (a*)"=a, (Aa)* = Aa*, L € C.
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Por exemplo A = M, (C) é uma algebra involutiva com a involugdo A* = AT. Outro
exemplo é dado por A = L(#), onde H é um espago de Hilbert, e para um operador
dado A € L(H) a involugdo * é definido como operador adjunto de A.

Dada uma x-dlgebra A uma x-representacio de A é um espago de Hilbert H junto
com *-homomorfismo das algebras

m: A—L(H),

ou seja 71 € homomorfismo das algebra e 7(a*) = 7t(a)*.
Dados duas representagdes (H, ) e (H',71") dizemos que eles sdo unitariamente
equivalentes se existir um operador unitério U : H — H' tal que

m(a)U =Un'(a), acA.

Uma s-representacdo (#,7) da algebra A chama-se irredutivel se os tGnicos oper-
adores V € L(H) que comutam com 77(a) para todos a € A sdo operadores escalares.

Observagio 2.2. De certa forma basta estudar apenas *-representacgdes irredutiveis a
menos de equivaléncia unitdria.
2.3 Certas x-algebras relacionadas com os grafos

A informagdo dada em conjuntos M; e valor A pode ser codificada completamente pelo
um grafo que tem a forma estrela com n-bragos com i-esimo brago tem |M;| elementos:

T: — o o ——o--- ---o—eo—o

E uma fungado ) no conjunto dos vértices desse grafo

() 4l gy

X= (0 )0, By,

que codifique os elementos dos conjuntos M; e A
Exemplo. Suponha que temos 4 conjuntos M; = {0,1}, comi=1,.,4, e A =20
grafo correspondente é Dy:
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Onde a gente colocou os componentes do x em vertices correspondetes.
Agora, considere a seguinte x-dlgebra

AF/X = C<a1/---/an‘ﬂi = ﬂ;‘k,(ﬂl‘ — chi))...(ai — [XE,Q) =0,

ay +ax+ -+ +a, = ye).
O problema espectral aditivo é equivalente ao seguinte tarefas a serem resolvidas:

¢ para cada peso x decidir se ou ndo algebra Ar,x tem *-representacao;

* descrever todos *-representagdes irredutiveis de Ar, a menos de equivaléncia
unitdria.

A vantagem desse abordagem é que podemos usar as ferramentas da teoria das

representac¢des (das dlgebras involutivas) para atacar o problema mencionada. Além

disso estudando as propriedades da dlgebra podemos esperar que eles trazem as informacdes
sobre as representagdes dela.

2.4 Crescimento e finitute da Ar

Dependendo das propriedades do gréfo I' a estrutura da algebra Ar , é bastante difer-
ente.

Estudando as propriedades da uma algebra uma das questdes naturais é crescimento
dele. Esse nogdo chegou de grupos. Seja S = {g1...g» } um conjunto de geradores para
um grupo G finitamente gerado. Seja S(") a colecdo de todos os elementos de G que
podem ser escritos como uma palavra em S de comprimento < 1, e seja fg(n) = |S")]| é
o namero de elementos de S, A fungao fg(n) é chamada de funcdo de crescimento de G
(em relagdo aos geradores escolhidos). Uma defini¢do semelhante pode ser dada para
algebra. Seja, a1, ...,a4, um conjunto de geradores de uma algebra A sobre um corpo F,
de modo que todo a € A é uma combinagédo linear de mondémios no a;. Seja V o espaco
vetorial gerado pelos a;, e seja V¥ o subespago vetorial de A de todas as IF-combinagdes
lineares de produtos vy ...vg, v; € V. Entdo a fungdo

fa(n) = édimVi

1

é a funcado de crescimento de A.
Observem que o crescimento de f4 ndo depende da escolha de V' e o crescimento
da algebra de grupo F[G] é o crescimento de G.
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Teorema 2.3. (M. Viasenko, A. Mellit e Yu.S. Samoilenko, [VMS05])

* Se I' é um grafo de Dynkin tipo A, Dy, Es, E7 ou Eg, assim Ar, é uma dlgebra da
dimensdo finita;

e Se T é um grafo de Dynkin estendido Dy, E¢, E7 ou Eg, assim Ar , é uma dlgebra da
dimensdo infinita, mas tem crescimento polinomial;

* SeT contem um grafo de Dynkin estendido como proprio subgrafo assim Ar , tem cresci-
mento exponencial, e contem algebra involutiva livre de dois geradores.

2.5 Relagbes polinomiais em Ar

O teorema de Amitsur-Levitzki afirma que a dlgebra de n X n matrizes sobre um anel
comutativo satisfaz uma certa identidade de grau 2n. Isso foi provado por Amitsur e
Levitsky (1950). Em particular, os anéis da matriz sdo anéis de identidade polinomial,
de modo que a menor identidade que eles satisfazem tem um grau exatamente 2n.
Onde o polinomio padrdo de graun é

Sn(xlp..,xn):: 2: Sgn(U)XUU)"'XUOO.

eSS,
em varidveis ndo comutativas xi,...,x, e a soma é feita por todo n! elementos do grupo
simétrico S,. Dizemos que uma dlgebra A é F,-dlgebra se ela satisfaz a polindmio
padrdo do grau n. Por exemplo M, (R) é F,,-dlgebra por resultado do Amitsur e Levit-
sky.
Observagdo 2.4. Saber se ou ndo uma x*-algebra A é F, dlgebra é bem importante para

representa¢des dela. Nomeadamente, se A é F,,-dlgebra assim as dimensdes das rep-
resentagdes irredutiveis sdo limitadas pelo n.

Teorema 2.5. (Mellit) Seja T é um grafo de Dynkin estendido Dy, Ee, E7 ou Eg. Suponha
que x é uma funcdo no grafo com a propriedade que (x,vr) = 0 assim Ar,, é Fo,-dlgebra, com
n=2,3,5,6para 154, Eé, E7 ou Eg respectivamente.

A funcdo vr usada no Teorema acima é relacionada com o autovetor do index do
grafo correspondente e dada como o seguinte.
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2.6 Estrutura das representacdes

Como a gente viu a estrutura da algebra Ar , depende fortemente do grafo I'. Assim
ndo é surpresa que a teoria das representagdes dessa dlgebra depende também do grafo
I:

Dynkin: Neste caso a descri¢do das *-representagdes é conhecida e a classificagdo
foi feito pelo Kruglyak e Roiter (veja [KR05]). No caso toda *-representacao irre-
dutivel tem dimeng&o limitada e representagdes dependem de O-parametros.

Dynkin estendido: Neste caso a descri¢do das *-representagdes irredutivel é pos-
sivel ainda. Existem *-representacdo irredutiveis com dimengdes illimitadas, mas
a descrigdo das representac¢des depende de 1-parametro no maximo.

Se I contem Dynkin estendido: Neste caso a situagdo é mais complicada. Men-
cionarei dois resultados que indicam que a descrigdo completa dos irredutiveis
pode ser até impossivel.

Teorema 2.6. (Ostrovskii, [AOS07]) Se I' contem o grafo de Dynkin estendido como subgrafo
préprio, assim existe fungio xr de modo que dlgebra Ar . tem x-representacio irredutivel de
dimensdo infinita.

Teorema 2.7. (KI, Weist, [IWY13]) Seja I um grafo em forma de estrela que contém um grafo
de Dynkin estendido como um subgrafo proprio. Entdo existe um a fungio xr tal que a dlgebra
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Ar . tem uma familia de x-representagdes irredutiveis nio equivalentes que dependem de um
niimero arbitrdrio de pardmetros continuas.

O Teorema acima foi provada estendendo os grafos de Dynkin por um ponto e
construindo a fungdo xr para tais estengdes:
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Trabalho

Entregar até 31 de Outubro:

3 exercicios do Bloco A,
+ 3 exercicios do Bloco B,
+ 2 exercicios do Bloco C,

+ 2 exercicios do Bloco D.

Bloco A

Exercicio 1. Estende a prova do Teorema espectral (da Aula 1) para caso A € M, (C) ou
seja para niimeros complexos.

Exercicio 2. Mostre que o espectro do grafo completo K, tem forma n — 1 com multi-
plicidade 1 e —1 com multiplicidade n — 1.

Exercicio 3. Mostre que nenhum grafo tem autovalor 1/2.
Exercicio 4. Mostre que nenhum grafo tem autovalor 2 + /5.

Exercicio 5. Verifique se ambos os grafos de baixo tem o mesmo polindmio carac-
terfstico t*(+* — 7t 4+ 9), de modo que essas duas drvores sdo cospectrais.

Exercicio 6. Define o cone sobre um grafo I' como o grafo obtido pela adi¢do um novo
vértice x e juntando todos os vértices de I' para x. Se I' é regular de valéncia k em n
vértices assim mostre que o cone sobre I' tem polindmio caracteristico

(x* —kx —n)xr(x)/(x — k).
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Exercicio 7. Seja I qualquer grafo. Mostre que o grau médio k (veja pagina 8 das Aula
1) pode ser calculado como

]_( = 1131'141“.
n

Bloco B

Exercicio 8. Mostre que o polindmio caracteristico do grafo de Dynkin A, satisfaz o
seguinte relacdo de recurréncia

XAn (/\) = /\ ’ XAn—l (/\> - XAn—Z (/\>’ n> 2’
com xa,(A) =Aexa,(A)=A%—1.
Exercicio 9. Mostre que o polindmio caracteristico do grafo de Dynkin A, satisfaz:
X, (A) = A xa,(A) = 2xa,, (A) — 2

Exercicio 10. Usando Exercicio 8 descreva o espectro do grafo de Dynkin A, como na
Proposigdo 4.2 (Aula 1).

Exercicio 11. Usando Exercicio 8 descreva o espectro do grafo de Dynkin A,, como na
Proposigao 4.2 (Aula 1).

Exercicio 12. Mostre que o espectro para grafos Dy e Dy satisfaz os formulas como na
Proposicao 4.3.

Exercicio 13. Calcule o espectro para grafo Eg.

Bloco C

Exercicio 14. Mostre que se dois matrizes Hermitianas satisfazem que AB = BA, entdo
A e B sdo simultaneamente diagonalizaveis.

Exercicio 15. Usando exercicio anterior mostre “manualmente” as desigualdades de
Weyl (Teorema 1.1 da Aula 2) e desigualdades de Lidski (1.4) para caso quando A e B
comutam.

Exercicio 16. Mostre a desigualdade de Weyl dual
Yitj—n = & + Bj,
paral <i,j,i+j—n<n.
Exercicio 17. Mostre a desigualdade de Lidski dual
Vi + oY >k e+ Bk T+ By

paral <i,ji+j—n<n.
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Exercicio 18. Use a desigualdade de Lidskii mais geral

n n n
Y i <) cini+ ) ciBi
i=1 i=1 i=1

ondecy,...,c; >0,ec] >... >, > 0é o rearranjo decrescente de cy,...,c, junto com a
desigualdade de Holder para concluir a desigualdade p-Weilandt-Hoffman

[(vi —ai)isall < [|Bllsr
para qualquer 1 <p < oo, onde
g 1
(@)t e = (Y las| )P

i=1

é anorma /7 usual e
[Bl[sr == [[(Bi)izallr.

é anorma p-Schatten de B.

Bloco D

Exercicio 19. Sejam

7

p— 10 0= cos’p  cosgsing
[0 0}’ " |[cosgsing  sin’g

com ¢ € (0,71/2). Mostre que P = P? = P* e Q = Q% = Q*, ou sejam P, Q sdo orthopro-
jetores em C. Alem disso mostre que se ¢ = ¢’ em [0, 77| assim os pares correspondentes
ndo sdo unitarialmente equivalentes (veja Aula 2 para defini¢ao).

Exercicio 20. Mostre que para qualquer ¢ € (0,71/2) a par P,Q como no exercicio an-
terior é irredutivel (ou seja unicos matrizes de M,(C) que comutam com ambas P e Q)
sdo matrizes escalares.

Exercicio 21. and eithera > 0,b > 0,c € R,ora=0,b >0,c >0,0ora >0,b=0c¢ >
0. These representations form the first family in the statement of the theorem. The
formulas for P, are

Considere

P—l 1+a —b—ic P—l 1—a b—ic
=2\ =b+ic 1-a )’ 272\ b+ic 1+a
1/ 1-a —b+ic\ , _1( 1+a btic)
2\ =b—ic 1+a © AT\ —p—ic 1-a
com a% + b% 4 ¢ = 1. Mostre que
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1) p= Pi2 = P’ parai=1,2,3,4;
(2 PL+P,+ P+ Py =21

(3) Para diferentes a > 0,b > 0,c € R os formulas acima apresentas as tuplas unitari-
amente ndo equivalentes.

Exercicio 22. Mostre que se a > 0,b > 0,c € R assim as tuplas no exercicio acima sdo ir-
redutiveis. Conclui que eles sdo x-representa¢des da algebra Ay com x = (2,1,1,1,1).
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