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1° Semestre de 2021

1 Axiomatica de Z

(1) Dado um inteiro x, chamamos de valor absoluto de x o numero inteiro designado por|x| e definido

por
X, sex >0
x| = :
—x, sex <0
Sejam a, b € Z. Prove que
(a) |a| = 0;
(b) |a] = 0 se, e somente se, a = 0;
(c) —la] <a<]al;
(d) |ab| =|al|b];
(e) |la+0b| <l|a] +|b|;
(f) |la] =[bl] <|a —b].

Solucao
(a) Pela defini¢do de valor absoluto, temos dois casos a analisar:

a|=a>0.

* a4 <0.Sea <0, isso significaque —a > 0, e|a| = —a > 0.

* a>0:Sea > 0, entdo por defini¢do,

Portanto, concluimos que |a| > 0 para todo a.

(b) (a] = 0= a = 0) : Vamos verificar que se |a| # 0, entdo a # 0. Veja que, se a < 0, entdo
—a > 0,ela| = —a > 0, o que implica a # 0. Agora, se a > 0, entdo |a| = a > 0, assim
a # 0. Logo, |a| = 0 apenas para a = 0.

(a| =0 < a = 0) : Por defini¢do, |0| = 0.
(c)

Novamente, vamos dividir a situacdo em dois casos:

* Sea <0, entdo —a > 0ela| = —a >0 >ae —|a| = a. Logo,

—lal =a <|a|.
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* Sea >0, entdola] =a >0,e —|a] <0 < a,logo
—|a| < a=|a
Juntando as duas informacdes, temos
~Ja] < a <lal
(d) Vamos primeiramente provar que|a| = \/a2. Observe que:
« Sea =0, entdo|a| =0 = v02 = Va2

* Sea > 0, entdo|a| = a = Va2

* Sea < 0, entdo —a > 0. Assim, pelo caso anterior, segue que |—a| = /(—a)?2. Agora,
por defini¢do, como —a & positivo, entdo| —a| = —a = |a| . Além disso, \/(—a)2 = Va2,

Portanto,
a =|—a] = \/(—a)2 = Va2,

Agora, aplicando tal propriedade na igualdade que precisamos verificar, ficamos com
|ab| = \/(ab)? = / (a2b2) = Va?>V'b? =|a||b)| .

(e) Utilizando o item (c), temos:
el <a<lal e —[bl<b<b.

Somando ambas, vem
—(la| +|b]) <a+b <|a| +[b]

Vamos agora analisar os possiveis valores de a + b na identidade acima:
*Sea+b>0,entdo|la+b| =a+b <|a| +|b|
* Sea+b<0,entiola+b| = —(a+0b) <|a| +]b]|.
Em ambos os casos, concluimos que |a + b| <|a| +b|.
(f) Observe que, pela Desigualdade Triangular provada no item (e)
la| =|la—b+Db| =|(a—b)+b| <|a—b|+]|b].

Logo,
|a| —|b] <|a—b[+[b|] —|b] =|a—0b| =|a] —|b| <|a—DI.

Por outro lado, com o resultado acima, trocando a com b, temos|b| —|a| <|b—a
limitar —|a — b| por

, 0 que nos permite

la—b] =|—(a—0b)| =[b—a| >|b| —|a| = —(a| —|b]) = —|a —b| <|a| —[b].
Juntando as duas informacdes, temos:
~[a—b] <|a| ~[b| <|a—1].

Vamos analisar os possiveis valores de|a| —|b] :



* Sela| —|b| > 0, entio|a| —|b|| =|a| —|b| <|a—b].
* Sela| —|b| <0, entdo |la] —|b|| = —(a| —|b|) =|b| —|a| <|b—a| =|—(a—b)| =|a —b].
Em ambos os casos, concluimos que ||a| —[b|| <|a — b].

(2) Prove que o conjunto S = {m € Z | 7 < m < 8} é vazio.
Solucao
Observe que, sem € Z étalque 7 < m < §,entdo 0 < m — 7 < 1. Assim,
S={meZ|7<m<8={meZ|0<m—-7<1},
e tomando s € Z, basta mostrar que o conjunto
S'={seZ|0<s<1}

é vazio. Para isto, vamos supor por absurdo que S’ # @. Nesse caso, S’ é um conjunto ndo-vazio de
numeros inteiros nao-negativos, € pelo Principio da Boa Ordem, segue que este admite um elemento
minimo. Chamemo-lo de ¢. Assim,

ceS=0<¢<

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por ¢, temos que 0 < & < & < 1. Ou seja, existe
um outro elemento &2 € S’ que e menor que &, o que é absurdo, pois & é minimal. Logo, tal elemento
ndo pode existir, e S’ = @. Consequentemente, S = @, como queriamos demonstrar.

(3) Um elemento a € Z é dito inversivel se existir um elemento a’ € Z tal que aa’ = 1. Mostre que
os unicos elementos inversiveis de Z sao 1 e —1.

Solucao
Seja a € Z, e suponha que a € inversivel. Assim, existe um elemento a’ € Z tal que aa’ = 1. Veja
quea #0,pois0-a’ =0 # 1.

Sea #0,
a-a' = |a-d'| =|1] = |a||d'| = 1.

Mas

ja] > 1
e

a'| > 1.
Entdo, a tinica forma do produto |a||a’| ser 1 é caso |a| = 1, o que implica pela defini¢do de valor
absoluto vista no exercicio2 quea = 1 oua = —1.

(4) Sejam p, g € Z.
(a) Prove que
(i) p-(=q)=(=p)-g=—(p-q);
(ii) (=p) - (=q) =p-q.



(b) Mostre que se a multiplicacdo em Z tivesse sido definida satisfazendo (—p) - (—q) = —(p - q),
para todos p,q € IN, entdo os nimeros inteiros ndo satisfariam os seguintes axiomas:

(i) Propriedade cancelativa: para toda terna de inteiros 4,b,c, com a # 0, tem-se que, se
ab = ac,entdo b = c.

(i) Propriedade distributiva: para toda terna de inteiros a, b, ¢ de inteiros tem-se que a(b +
c) = ab + ac.

(c) Se fosse vélido que (—3) - (—5) = —15, mostre que terfamos 7 - 2 = —16.

Solucao
(a) Mostrar que p - (—q) = —(p - q) significa mostrar que o nimero p - (—¢) é inverso aditivo de
p-q,istoé, p-(—q)+ p-q =0.E de fato:

p-(—q)+p-g9=p-((—9)+q) =p-0=0.

Analogamente, mostramos que (—p) - q = —(p - g), o que completa a prova de (i). Agora,
usando (i), temos

(=p)-(=q)=—=(p- (=) =—(=(p-9)) =p-q
o que verifica (ii).

(b) Sejaa = —5,b =3 e c = —3, entdo se tivéssemos (—5) - (—=3) = —(5-3) = —15,

mas 3 # —3. Logo, a propriedade cancelativa néo seria valida.

Agora, veja que
(=5) =-5-0=0

Por outro lado, pela propriedade distributiva,
(=5)(3+ (—=3)) = (=5) -3+ (~5) - (~3) = —15+ (—15) = —30 # 0.
Logo, a propriedade distributiva ndo seria vélida.
(c) Escrevendo7 =10 —3 e 2 =7 — 5, temos pela lei distributiva que

7-2=(10—3)-(7—5)
=10-7410- (=5) + (=3) -7+ (-3) - (-5)
=70 —50—21—15
= —16.



2 Inducao Finita

(1) Prove que se vale o Principio da Indugdo Finita, entdo vale o Principio da Boa Ordem.

Solucao
Seja Ay, = {ay,az,...,a,} um conjunto finito ndo-vazio. Para n = 1, temos que A; = {a1}
e a1 € claramente elemento minimal de Aj. Agora, suponha que para n = k > 1, o conjunto

A = {ay,az,...,a;} tenha elemento minimal a;. O conjunto Ayyq = Aj U agyq possui duas
opgdes: ou a1 < aj, 0 que implica que a1 € um elemento minimal de A1, ou ag 1 > a;, 0
que implica que a; € elemento minimal de Ay, . Logo, por indugdo, A; sempre tem um elemento
minimal, e portanto, vale o Principio da Boa Ordem.

(2) Prove que se vale a segunda forma do Principio da Indug¢do Finita, entdo vale o Principio da Boa
Ordem.

Solucao

Seja A, = {ay,ay,...,a,} um conjunto finito ndo-vazio. Paran = 1, temos que A1 = {a1} e ay é
claramente elemento minimal de Aj. Agora, suponha que para todo 1, com 1< n < k, o conjunto
Ay = {a1,ay,...,a;} tenha elemento minimal a;. O conjunto Ay, = A U agyq possui duas
opgdes: ou ax,1 < aj, o que implica que a1 € um elemento minimal de A1, ou ag g > a;, 0
que implica que a; € elemento minimal de Ay 1. Logo, por indugdo, A, sempre tem um elemento
minimal, e portanto, vale o Principio da Boa Ordem.

(3) Prove por indugdo que

nn+1)2n+1)

,Vn > 1;
6 "=

n
(a) LK =124+22+...+n?>=
k=1

2
(b) fk3:13+23+...+n3: (@) ,Vn > 1;
k=1

(c) [Desigualdade de Bernoulli] (1 + k)" > 1+ nh, onde h > 0 esté fixado e n > 0.

Solucao

(a) Vamos primeiramente testar o caso base n = 1:
1-2-14+1)(1+1) 1-2-3 6 _q
6 6 6
Agora, temos como hipotese que a afirmagao é valida para certo k > 1, ou seja,

k(2k+1) (k+1)
6

12 =

P24 k=




Vamos mostrar que a expressao € valida para n = k 4 1, correspondendo ao passo indutivo:

k(2k+1)(k+1)

PP+22 4 P (k1) = +(k+1)°

(b) Ocasobaseén =1:

o (02 - () e

Agora, vamos assumir por hipdtese que para certo n = k > 1, a expressdo a ser demonstrada

¢ vdlida, ou seja,

2
P28 8= (@)

O passo indutivo sera verificar que isso acarreta a validade da expressdo paran =k + 1 :

k(k+1)
2
Kk +1)?

2
13+23+---+k3+(k+1)3:< ) + (k+1)°




(c¢) Como h esté fixado, utilizaremos n para realizar a indugdo. O caso base é n = 0, donde
obtemos
1+n)°’=1>1+0-h=1

Agora, a hipotese é que a expressio € valida para certon =k > 0 :
(1+h)>1+kh

Vejamos que isso ocasiona a validade desta para n = k + 1, correspondendo ao passo indutivo:
A+n =10 1+hn)
> (1+kh)(1+4h)
=1+ h+kh+ kh?
— 2
=1+ k+1)h+kh* >1+4 (k+1)h.

>0

(4) Prove por indugdo que

(a) n3 + 2n é sempre divisivel por 3 para todo 1 > 0;

(b) 5" —4n + 15 é sempre divisivel por 16 para todo n > 0;

(c) 2n3 + 3n? 4 7n é sempre divisivel por 6 para todo n > 0.

(d) 4?"~1 41 é sempre divisivel por 5 para todo n > 1.

(e) 62"2 4 3"*+1 1 37~1 & sempre divisivel por 11 para todo 1 > 1.
Solucao

Lembrando que se um nimero inteiro k é divisivel por 3, entdo existe um t € Z tal que k = 3¢,
estamos aptos a resolver os itens pedidos:

(a) Caso Base: n = 0 Temos que
0°+2:0=0=0-3

Logo, n3 + 2n é divisivel por 3 para n = 0.

Hipétese: Assuma que 13 + 21 é divisivel por 3 para certo n = k > 0, ou seja, que para certo
t € Z, seja satisfeito
k> + 2k = 3t.

Passo Indutivo: Provemos que 1n° 4 2 é divisivel por 3 paran =k + 1 :

(k+1°+2(k+1) =k +3k%+3k+1+42k+2
=+ 2k +3 (R +k+1)
=3t 43 (K +k+1)
=3(t+kK +k+1)=3g g€Z
Portanto, por indugio, concluimos que #> + 2n é divisivel por 3 para todo 1 > 0.
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(b) Caso Base: n = 0 Temos que
50-4.0+15=1+15=16=1-16

Logo, 5" — 4n + 15 é divisivel por 16 para n = (. Hipotese: Assuma que 5" —4n + 15 é
divisivel por 16 para certo n = k > 0, ou seja, que para certo t € Z, seja satisfeito

5" —4n 415 = 16t
Passo Indutivo: Provemos que 5" — 4n + 15 € divisivel por 16 paran =k + 1 :

5 4 (k+1) +15 =514k 11
= 5120k + 16k+75 — 64
= 51 _20k+75+16k—64
= 5(5" — 4k +15) 4+ 16(k — 4)
—=5.16t +16(k —4) = 16(5t — k +4) = 164; g € Z.

(c) Caso Base: n = 0 Temos que
2.0°43-024+7-0=0=0-6

Hipétese: Assuma que 213 + 3n% 4 7n é divisivel por 6 para certo n = k > 0, ou seja, que
para certo t € Z, seja satisfeito
2k% + 3k* + 7k = 6t

Passo Indutivo: Provemos que 21n° + 3n? + 7n é divisivel por 6 paran = k + 1 :

2k +1° +3(k+1)>+7(k+1) =2(k> +3k> + 3k +1) + 3(k> + 2k + 1) + 7(k + 1)
= 2k> + 6k* + 6k + 2 + 3k* + 6k + 3 + 7k + 7
= 2k° + 3k* + 7k + 6k* + 6k + 12
= 6t +6(k* +k+2)
=6(t+k>+k+2)=6q qEZ



(d) Caso Base: n = 1 Temos que
g2l 1=4'41=5=1-5

Hipétese: Assuma que 42"~ 1 + 1 é divisivel por 5 para certo n = k > 1, ou seja, que para
certo t € Z, seja satisfeito
47141 =5¢

Passo Indutivo: Provemos que 4"~ + 1 é divisivel por 5 paran =k + 1 :
42~(k+1)—1 + 1= 42k+2—1 -1
— 4Z+(2k71) + 1
— 42 . 42](—1 +1
=16-4%"1+1
=15. 42k—1 +42k71 |
=15-4%"1 4 5
=53.4% 1y =55 geZ

(e) Caso Base: n = 1 Temos que

6217243l 13171 —14941=11=1-11
Hipétese: Assuma que 622 + 3"+1 4 37~1 ¢ divisivel por 11 para certo n = k > 1, ou seja, que
para certo t € Z, seja satisfeito

62k—2 + 3k+1 + 3k—1 = 11t

Passo Indutivo: Provemos que 62" 2 + 3"+1 4 37~1 & divisivel por 11 paran =k + 1 :

G212 4 g(k+1)+1 4 g(kt1)=1 _ g2k+2-2 4 gk+1+1 | gk+1-1
— 2t (2k=2) + 31+(k+1) + 31+(k-1)
— 62 . 62k—2 +3. 3k+1 +3. 3k—1
— 62k72 + 3k+1 + 3k71 +35. 62k72 +2. 3k+1 +2. 3k71
— 11t +35- (2-3)%2 4 2.3k 1)+2 4 5. 3k-1
= 11t + 35 22(k=1) . 32(k=1) | . 32 3k=1 4 5. k-1
=11t 435.41.9k1 1 18.31 5. 3k1
=11t +35-36"1 420 3!
— 11t +35- (3-12)fF1 42031
= 11t +35- 1251 .31 420 3+1
=11t + (35121 4+ 20) - 3¢1
=11t +5-(7-12F1 4+ 4) .31
=11t +5-(7- (11 + 1)1 +4) .31



k-1
-1 .
=11t+5-(7- ) (k . )11’<11+4> .3kt
— 1
i=0
k=2
-1 .
=11t+5- (7 (112 (k i )11k11+1> +4 |31
i=0

=2 (k-1 .
=11t+5- (711} (" )11k11+7+4>-3’<1

10(
k=2
k—1 .
=11t +5- 7-112( . )11k11+11>-3’<1
1

0
k—1 .
:11t+11~(35 ( l, )11k11+1>-3’<1
i=0

Z( l. >1111+1 3 =11g, gez

(5) Sejam a e r dois nimeros inteiros. Dizemos que a sequéncia {ao, ai, ..., an}, ondea; = a,ap =
a+r,a3=a+2r,...,a, =a+ (n—1)réumaprogressdo aritmética de razio r. Prove, utilizando
o principio de indugdo finita, que a soma dos 7 primeiros termos de uma progressao aritmética € dada
por:

gai:a+(a+r)+(a+2r)+...+(a+(n_1)r): n(2a+(2n_1)r)

Solucao
O caso base é n = 1:
1-(2a+(1-1)r) 2a+0 _,
2 2
Vamos assumir por hipotese que para certo n = k > 1, a somatéria demonstrada é vélida, ou seja,

k(2a+ (k—1)r)
2

k
Yai=atar+- =
i=1

Vamos entdo verificar a validade da férmula para n = k 4 1, compreendendo o passo indutivo:
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k+1 k(2a+ (k—1)r)
Y ai=am a4 A ap+ag = + k41
i=1

+a+ ((k+1)—1)r

k -1

k(2a+ (k—1)r) +2a + 2kr
2

_ 2ak+ +2a +

B 2

2a (k+1) +

2
(2a+ (k—1)r)
2

_ 2a(k+1)+r(%c2—k—i—2k)

:2a(k+1)+r2(k2+k)

:2a(k+1)%rrk(k+1)
(k+1) (2a2+ kr)

2
(k+1) (2a+ ((k+1)~1)r)

2
(6) Considere a seguinte sequéncia de somas:
1 _ 1
13 _ 3
= _|_ £ = 4
21 T 3 g
1,2 .3 _ 2
R B S
AT Tats = 10
e seja P(n) a soma
1 2 3 n—1
FTIR TR TR

Determine uma expressdo para P(n) e, em seguida, utilizando o Principio da Indugéo Finita, prove
sua validade paran > 2.

Solucao
Observe que o denominador de cada expressao é n!, ja que mmc(2!,3!,...,n!) = n!, e o numerador
¢ uma unidade menor do que o denominador. Logo, podemos conjecturar que

Provemos a férmula para P(n) por indugdo. O caso base é n = 2, o qual é claramente verdadeiro

pelo enunciado:
_20-1  2-1

1
227 2 2
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Agora, assuma que o resultado é valido para n = k > 2, ou seja, que

1 2 k=1 k-1
PO =g+gt 4+ =&

Vejamos que o resultado é valido para n = k + 1, com o passo indutivo:

l+g+_”+k—1+ k —k!_l—l— k
2! 3 k! (k+1)t k! (k+1)!
(k! —=1)(k+1) +k

(k+1)!
— !-((k!—l)(k+1)+k)

- !-@Lk+M—k—1+m

(k+1)1—1
(k+1)!

(7) Prove que se n > 3, entdo a soma dos angulos internos de um poligono regular de 7 lados é

(n—2)-180°

Solucao

Vamos provar a afirmacao utilizando indu¢do em 7. Iniciando com o caso base, paran = 3, o poligono
convexo € um triangulo, e sabemos da geometria euclidiana elementar que a soma de seus angulos
internos é 180°, ou seja, S3 = (3 —2) - 180° = 180°.

Suponha agora por hipétese que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo com n = k

lados seja
Sk = (k—2)-180°.

Considere o poligono convexo AygAj1 - - - Ay com n = k 4 1 lados, ilustrado na figura 1.

A'Ic A[}

Ay

Figura 1: Poligono de k + 1 lados
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O poligono AgA; - - - Ai que se obtém tragando o segmento AgA, tem k lados. Consequentemente
a soma dos seus angulos internos é Sy = (k —2) - 180°. Agora, a soma dos angulos internos do
poligono original serd a soma dos angulos do tridngulo AygA1A» adicionada de Sy, isto é,

Skr1 = Sk +180° = (k—2)-180° +180° = (k+1 —2) - 180°.
Assim, a soma dos angulos internos de um poligono regular de # lados de fato é (n — 2) - 18°.
(8) Sabe-se que a forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi € dada por
z = p(cos 6 + isenf),

onde 6 = arg z e p = |z| = Va? + b2. Prove, utilizando o Principio de Induc@o Finita, a férmula de
De Moivre, isto é, se z = p(cos 8 + isenf), entdo

2" = p"(cos(n@) +isen(nd)), Vn e N.

Solucao
Comecemos com o caso base. Nessa situacdo, o caso base é dado para n = 0, onde temos:

20 = p° (cos (00) +i-sen (00)) =1+ (cos(0) +i-sen (0)) =1 =2°
Agora, suponha por hipétese que a formula de De Moivre € valida para um certo n = k > 0, ou seja,
z* = p* (cos (k) + i - sen (k6))
Temos entdo que, para 11 = k + 1,
2l =k gl = (pk (cos (k) +1i - sen (k9))> - (p (cos @ +i-send))
= 0*"1 (cos (kf) +i-sen (k)) - (cos @ + i - senf)
= 0**1 (cos (k@) cos @ — senfsen (kf) + i - (cos kOsend + senkd cos 6))
= pkt1 (cos (k6 +6) +i- (sen(kf + 9)))
= pkt1 (cos ((k4+1)6)+i-sen((k+1) 0))
Portanto, o passo indutivo esta finalizado e a férmula de De Moivre provada.

(9) Sejaa # 0 € Z e m € IN. Definimos a poténcia ndo-negativa de a do seguinte modo:

1, sem =20
a =< a, sem=1.
a™1l.oag sem>1

Prove que
(a) a™-a" =a™+n,Vm,n € N;

(b) (a™)" =a™",¥m,n € N.
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Solucao
Provemos ambos os itens por inducao:

(a) Ocasobaseén =0:

def
am_aO:am_lzanH—O:am

A hipétese de indugéo € que, para certo n = k, é valido

am - df =gtk ke 7.

Provemos agora que a afirmagao é valida paran =k +1 :

: de
a™ . ak+1 —am. (ak . al) — ((l’” . a/\> gl = gtk :f am+k+1

(b) Ocasobaseén =0:

= =a

(am)o Yz amo =0
A hipétese de inducéo € que, para certo n = k, é valido
(am)k =a"*kez
Provemos agora que a afirmagao é valida paran = k+1 :

(am)kJrl _ (LZ”])/" . (um)l _ gk gm — gmekm _ pm(k+1)

(10) Prove que x — y divide x"* — y" para quaisquer inteiros x, y distintos e n > 1.

Solucio
Vamos provar o resultado por inducdo. Primeiramente, observemos o caso basen =1 :

Moyl =x—y=1-(x—y)
Como hipétese de inducio, assuma que x — y divide x” — y” paran = k > 1, ou seja, que
d—yf=t(x—y);tez
Realizemos agora o passo indutivo, mostrando que a afirmacéo é valida paran = k + 1:
xk+1_yk+1 :x-xk—y-yk
:x'xk—x-y/(—#—x-yk—y~yk
= x(+f =) +9f (x—y)
=x-t(x—y)+y* (x—y)
= (x—y) (xt+7)
=(x-y) qeZ

(11) Para todo inteiro n > 1, prove que
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x?’l

1—x’

1
(ll) m :1+x—f—x2—|—...—i—x”*1—}—
(b) 14+2+22+...+2" 1 =2" 1 (|Dica:] Use o item anterior).

Solucao
(a) O caso base é n = 1. Temos:

X _1—x+x_ 1
1—-x 1—-x 1—x

Agora, assuma por hipdtese que a afirmagdo € valida para n = k > 1, ou seja,

1+

k 1
T4x+4- =
l1-x 1-—x

Vamos provar que o resultado é valido para n = k + 1. Para isso, observe primeiramente que,
da hipétese de indugdo, temos

xk 1

1 T —
+x+ +x +1—x 1«

=

1 k
4t a2
1—-x 1—x

Utilizando isso, estamos aptos a realizar o passo indutivo para provar que

k+1 1
Thxttdb gk o= =
l1-x 1-x
De fato,
k+1 1 k k+1
Tt b lpby 2= T
l1—-x 1-x 1-—x 1—x
Cl—af xR (1= x) xR
B 1—x
B 1—x
1
S 1—x
(b) Para x = 2, temos:
1 2" 2"
1424224 420 =~ =—1-"—=2"-1
tere et 1-2 1-2 -1

(12) * Seja n um inteiro positivo. Mostre que
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(a) X (-1G) =0 () T (07 =C)

Solucio
. : - .
(a) Para resolver esse item, vamos considerar a expanséo de (x + )

(x+y)" = (g) 20 + (711) Pl (n " 1) VA (Z)xoy” (1)

Como a soma se trata de termos alternantes, ou seja,

E () =) () () (1) ()
Podemos colocar x = 1 e y = —1 na Equacio (1) para obter a soma acima, chegando assim a:
(1+(-1)" = <3)1 (-1)° + (*11)1"1 (-1 -+ (n " 1)11 (-1)" "+ (Z>10 (—1)"
e (s ()t e (1) ()
ooy () () () o
-5 )

(b) Como nos coeficientes binomiais temos a presenca do termo 27, vamos analisar o comporta-
mento de

)

(x+1)* =(x+1)"(14x)".

Desenvolvendo cada bindmio separadamente, temos:

e () () (e () ()
wrnr= (p)e (Pt (1) (0)
(1+x)" = (g)xo+ (rll)x1+---+ (ni1>x”_1+ <Z>x”

Ao multiplicarmos os dois dltimos, obtemos um polindmio equivalente ao primeiro, ou seja:

(2:)x2n+(Zln)xz”‘1+~~+(Zf)x"+...+<2n2i1)x1 +<§Z)x0:
) @ [0 [0 )

16
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Note que o coeficiente de x” nos dois polindmios devem ser iguais. Assim:
n\ 2 n n\ > n n n\ > _(2n N
0 1 n \n
£ - ()
A\ n

(13) Prove por inducdo finita para todo n > 1 que

(@) ——+ — b >
n+1 n+2 2n = 24’

(b) (1—31)-(1—%>-...-(1—%) i

(c) 1-11+2-214...4+n-nl=mn+1)-1,

() 1 N 1 - 1 _n
1-2 2.3 77 n-(n+1) n+1

Solucao
(a) Caso:n = 2.Paran =2, temos que

1+1_14>13
3 4 247 24

Hipotese: Hipétese: Suponha que, paran =k > 2,

11,13
k+1  k+2 2k ~ 24
Passo Indutivo: Paran = k + 1, temos
1 1 1 1 1 1 1
GrD+1 T2+ k2 ke T T s T2
1 1 1 1 1 1
Trrd ke U T Tk Tk R+
13 1 1 1
7 od Tkl T %2 k+d
13 1 1
“u T kr1 22
13 1 1 13
T %ky2 k+2

17



(b) Caso base: O caso base é n = 2. Temos

Ly _3_2+1
4) 4 2.2

Hipdtese: Suponha que, paran =k > 2,

(1-3) (=5) - (-) =%

Passo Indutivo: Provemos que a afirmagao é valida paran =k +1 :

(=8 0-3) - 0-2) (i) -5 ()

k41 [((k+1)2 -1
SOk (k1) )
k+1 [ K42k
S 2%k <k+1>2>
_ (k+2)

2(k+1)
(k1) +1

2(k+1)

(c) Casobase: n =1
1-11=1 e 14+ —-1=21-1=2-1=1
Hipotese: Suponha a afirmagao valida para n = k > 1, ou seja,
1- 1142214+ 4+ k-kl=(k+1)! =1
Passo: Vejamos que a afirmagao é véalidaparan = k+ 1 :

1-1!+2-2!+---+k-k!+(k+1)(k+1)!:(k+1)'—1+(k+1)(k+1)!
= (k+1) (14 (k+1)) -
= (k+2) (k+1)'—1:(k+2)'—1.

18



(d) Caso Base: Paran = 1, temos

1

1 1
1-(1+1) 2 1+1

Hipdtese: Suponha a validade paran =k > 1:

I S S S
1-2 2.3 k(k+1) k+1

Passo Indutivo: Provemos que a afirmagao é validaparan =k + 1 :

L+L+ + ! + ! _ K + !

1-2 2.3 k(k+1)  (k+1)(k+2) k+1 (k+1)(k+2)
k(k+2)+1
(k+1) (k+2)
(2 +2k+1)
(k+1) (k+2)
(k+1)> k41
(k+1)(k+2) k+2

(14)

(a) Considere a sequéncia de nimeros inteiros (a,),>0 dada por

2, sen =0;
ayp = 3, sen=1;.
3a,_1—2a, 5, sen>2

Mostre que
a, =2"+1, Vn>0.

(b) Considere a sequéncia de nimeros inteiros (by ), > dada por

0, sen =0;
b, =<1, sen=1;.
3b,_ —2b,_», sen>2

Mostre que
by=2"-1, VYn>0.
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(c) Considere a Sequéncia de Fibonacci (Fy),>( dada por

0, sen =0;
F, =41, sen=1;.
F,_1+F, 5 sen>2
Mostre que
(i) F} —Fy1Fq = (-1
(ii) Fyy1Fuq2 — FyFy3 = (—1)™.

Solucao
Vamos utilizar a segunda forma do Principio da Inducdo Finita:

(a) Caso Base: Vejamos que a afirmagéo é vilida paran =0en =1:
2 4+1=2=q

2'41=3=n,

Hipétese: Suponha que a afirmagdo é vilida para todo n > k > 1, ou seja, para k entre 1 e 7,
inclusive, temos
a =28+1

Passo Indutivo: Provemos que a afirmagdo é validaparan =k +1:
W+1:4mk—2@,1:3(ﬂ%+1)—2(ﬂ=1+1)
=3.2843-2F_2
=2.2F41
=2 41,

(b) Caso Base: Vejamos que a afirmagéo é vilidaparan =0en =1:
20-1=0=1p

2l1=1=n,
Hipdtese: Suponha que a afirmacdo é valida para todo n > k > 1, ou seja, para k entre 1 e #,
by =2"-1
Passo Indutivo: Provemos que a afirmagdo € valida paran =k + 1 :
m+lzﬁwk—2m,1:3(ﬂ@f1)—2<ﬂ=1f1)
=3.2f 3242
=2.2F 1 =20M1_1,

20



(c) Observe que

BEB=F+F=1+0=1
B=FK+F=1+1=2
BE=FK+FKh=2+1=3
FE=FK+F=34+2=5

Vamos provar ambos os itens por inducao:

(i) Caso base: Para n = 2, temos
FB—FRFE=1-21=-1=(-1)*"
Hipotese: Suponha que a afirmacéo € valida para todo n > k > 1, ou seja, para k entre 1 e 7,
F? — Bt By = (1)

Passo indutivo: Paran = k + 1,
F2q — FeaBe = FEy — (B + Fo) B
R -y B

= Fey1(Fesn — Fe) — Ff
= Ferbo1 — B

=- (Flg - Fk+1Fk—1>
_ _(_1)k+1 _ (_1)k+2.

(ii) Caso base: Para n = 2, temos
FB—FKBFR=1>-2-1=—-1=(-1)*"

Hipotese: Suponha que a afirmacéo € valida para todo n > k > 1, ou seja, para k entre 1 e n,

BF—FFE=2-3-1-5=1=(-1)*
Passo indutivo: Paran = k + 1,

FeioFiey3 — FepaFiga = (Fe + Fe1) Fegs — Byt (Fego + Frgs)
= FxFei3 + Berrbrrs — Fer1Fer2 — Beratrss
= FeFeys — BBy
= —(Fy1Fq2 — FFrys)
= —(~1)f = (-1)F,
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(15) Prove que, se n ¢ um multiplo de 8, entdao F, é multiplo de 7.
[Dica:] Prove que F,, 18 = 7F,; 14 — Fy.

Solucao

Vamos provar inicialmente que F,, 8 = 7F,, 14 — F.

Faremos a demonstragdo por inducao:
Caso Base: Para n = 0, temos

Foyg =Fg=21=7-3-0=7F4—F
Paran = 1, temos
Flis=F=34=7-5-1=7F4—F

Hipdtese: Suponha que a afirmagdo é vialida para todo n com 0 < n < k, ou seja, Fk+8 =
7Fiva — F.
Passo indutivo: Vamos provar que o resultado é valido paran =k + 1 :

F(k+1)+8 = Fi9
= Fiys + Frir
=7Feya — Fe +7F3 — B
= 7(Feta + Feys — (Fe + 1)
= 7F5 — Fena
Vejamos agora que F,, € miiltiplo de 7. se n € miltiplo de 8. Sendo n multiplo de 8, podemos escrevé-
lo na forma n = 8¢, onde t € IN. Vamos mostrar esse resultado por induc¢do em ¢.

Caso Base: Parat = 0, temos
Fso=F=0=0-7.

Hipotese: Suponha que, para t = k, é valido que
Fse =79, g€ IN.

Passo Indutivo: Vamos verificar que, para f = k + 1, Fg(;1 1) € miiltiplo de 7. Com auxilio do fato
demonstrado acima, temos

Fg(k41) = Fskrs
= 7Fgia — Fsi
= 7Fgkya — 71
= 7(Fskya — )
=7r,v € N.

(16) * Prove que todo nimero natural pode ser representado como uma soma de diversos nimeros de
Fibonacci distintos.
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Solucao

Provaremos o resultado por inducdo em n, pela segunda forma. Comecemos com o caso base. Se
n=0,n=1oun = 2, entdo a existéncia da representacdo desejada € trivial.

Agora vamos supor por hipétese que todo niimero natural menor que 7 pode ser representado como
uma soma de diversos nimeros de Fibonacci distintos. Agora, vamos encontrar o maior nimero de
Fibonacci menor ou igual a . Suponha que é F,; ou seja, F,, < n < Fy,1q. A diferencad =n — F,
¢ menor do que 1 e também menor do que Fy;, ja que F,, 1 = F; + F,_1. Pela hipétese de indugao,
d pode ser representado como uma soma de diversos nimeros de Fibonacci distintos e € claro que F,
€ grande demais para ser incluido. Logo, somando F,,, obtemos a expressao desejada para n, ja que d
pode ser escrito como soma de nimeros de Fibonacci distintos, e

n=d-+ Fy,.

(17) O que hd de errado com a seguinte demonstracao por inducao de que para todo inteiro positivo n
nés temos a" 1 = 1?

Demonstragio: Paran = 1,a'~! = 4% = 1, correto. Assumindo o teorema vilido para
k <mn,temos paran +1:

S -1 _ n _ a"l.g! _11
an—2 1 ’

como desejavamos.

Solucao
Vamos observar como o passo indutivo foi desenvolvido.

n—1 n—1
o o a2 1

Atente para o fato de que, na expressdo em vermelho, o autor da demonstracio utilizou que 4”1 = 1

e 2’2 = 1, o que ndo foi provada, j4 que em seu caso base, apenas mostrou-se a validade da
expressdo para n = 1, e ndo para n = 2, o qual claramente a afirmacdo estd equivocada, visto que
a>~1 = q' = g # 0. Assim, houve uma confusdo entre o uso da primeira e da segunda forma do
Principio da Inducdo Finita, advindo dai o erro da demonstragdo em questao.

(18) * E dado um conjunto de n pontos em um circulo e cada par de pontos estd ligado por um
segmento. Acontece que trés desses segmentos nunca se encontram no mesmo ponto. Em quantas
partes eles dividem o interior do circulo?

Solucao

Vamos primeiramente iniciar uma busca para a férmula que registre o nimero P(n) de partes nas
quais o circulo € dividido. Paran = 1,2, é 6bvio que P(1) =1, P(2) = 2.

Fazendo os desenhos para n = 3,4 ¢ 5, obtemos que P(3) = 4,P(4) = 8¢ P(5) = 16, como
mostrado na figura abaixo:
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Figura 2: Desenhos para P (1), P(2),P(3),P(4) e P(5).

Poderiamos baseado nessas observagdes conjecturar que P(n) = 2"~1 mas veremos que isso nio
ocorre.

Se o circulo possui 7 pontos, entdo existem (Z) interseccdes de cordas dentro do circulo, pois cada
conjunto de quatro pontos fornece apenas uma dessas interseccdes. Assim, o nimero de vértices
na figura deve ser V. = n + (). Para encontrar o nimero de arestas, contemos suas extremidades.
Existem 1 4+ 1 delas em cada um dos 7 pontos e quatro em cada uma das (Z) intersecgdes, ou seja,

2A:n(n+1)+4(2).

Pela Férmula de Euler V — A + F = 1, o nimero de regides dentro do circulo deve ser

F:1+A_v:1+”<”2“>+2<z>‘<”+<z>)

_ (n) _i_n(n—kl)—Zn_i_1

4 2
() ety

()
P(n) = (Z) + (Z) ey

Para o nosso caso base, vamos considerar.
Para o passo indutivo, suponha que para algum n = k, temos que

Po) = (4) +(5) +1

24
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Vamos mostrar que a férmula é valida para P (k + 1).

Para isso, observe que, partindo do circulo com as P (k) marcadas, ao adicionar um novo ponto, li-
gando aos demais k pontos, teremos a formacao de k novas regides. Além disso, como trés segmentos
ndo podem se encontrar no mesmo ponto, teremos outras (]3‘) regides formadas. Assim:

k
P(k+1):7>(k)+(3)+k

_ (* + £ +1+ k + :

4 2 3 1

_ (* + ‘ + £ + : +1

4 3 2 1

_ (k+1 k+1

-7+ (5
onde no ultimo passo utilizamos a Relacao de Stifel:

) G = ()

p—1 P p

Assim, mostramos que P(k+ 1) = <k 1‘ 1) n (k-; 1) 1

Uma curiosidade € que, 73(10) = 256, como mostrado na figura abaixo:

2SN
\

(19) * [Pizza de Steiner] Qual é o maior nimero de partes em que se pode dividir o plano com n
cortes retos?

Solucao
Denotando o nimero maximo de pedagos com 7 cortes por p,, vamos provar por indugao a férmula:
_ n(n+1)
=
No caso base, para n = 1, ou seja, com apenas um corte, € claro que sé podemos obter dois pedacos.
Portanto, a férmula esta correta, pois

+ 1

1(1+41
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Admitamos agora como hipdtese que, para algum n = k, a férmula para p; esteja correta. Vamos
mostrar que a férmula para pj 1 também esta correta.

Suponhamos que, com k cortes, obtivemos 0 nimero maximo + 1 de pedagos e queremos
fazer mais um corte, de modo a obter o maior niimero possivel de pedacos. Vamos conseguir isso se
o (k 4 1)-ésimo corte encontrar cada um dos k cortes anteriores em pontos que ndo sdo de interse¢io
de dois cortes.

Por outro lado, se o (k + 1)-ésimo corte encontra todos os k cortes anteriores, ele produz k + 1 novos
pedacos: o corte come¢a em um determinado pedaco e, ao encontrar o primeiro corte, ele separa
em dois o pedago em que estd, entrando em outro pedaco. Ao encontrar o segundo corte, ele separa
em dois o pedaco em que estd, entrando em outro pedaco, e assim sucessivamente, até encontrar o
k-ésimo corte separando o tltimo pedago em que entrar em dois. Assim, sdo obtidos k + 1 pedagos a
mais dos que ja existiam; logo,

k(k+1)
2

Pk+1 = p/\’+k+1

_ 1/1(712—&—1) S l4nal
1 2
SUED IUEE I

o que mostra que a férmula estd correta para n + 1 cortes.

(20) Suponha um campeonato de futebol com 7 times onde todos jogam contra todos uma Unica vez.
n(n—1)

Prove por inducao que o nimero total de jogos € >

Solucao

Seja J (n) o total de jogos do campeonato de futebol com 7 times onde todos jogam contra todos
uma tnica vez. Vamos provar o resultado por inducdo em 7 :

Caso base: Para n = 2, suponha que as equipes que disputem o torneio sejam A e B. S6 haverd entdo
1 jogo, justamente o confronto A x B, e portanto

2(2-1)
2
Hipdtese: Suponha que para n = k, o total de jogos de futebol do campeonato seja
k(k—1)
5
(k(k+1)

J (k) =

Passo indutivo: Provemos que 7 (k+1) = . Paraisso, considere que as equipes A1, Ao, .. .,

Ay e Ay disputaram o torneio. Pela hipdtese de indugo, um torneio com as k equipes A1, Ao, ..., Ag

k(k—1)

terd exatamente 7 (k) = partidas disputadas. Para um torneio com a adi¢do de Ay, 1, este

deverda disputar todos os confrontos Ayy1 X A1, Agp1 X A, ...y Agyq X Ag_q1 € Ay X Ay, fazendo
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um total de k jogos. Logo, o total de partidas disputadas sera

Jk+1)=T(k) +k
k(k—1)
=5 +k

k(k—1) 2k

2 T2

k(k—1) +2k

2

K —k+2k

=

K +k

2

k(k+1)

—

(21) * Faca uma conjectura sobre as somas das diagonais ascendentes no Tridngulo de Pascal con-
forme indicado. Prove que sua conjectura € verdadeira.

SANSE

Solucao
Temos entdo que provar que

L) =@ () (57 e () =

Caso base: Para n = 0, temos
0
=1=F
(o)

Hipotese: Suponha que o resultado é valido para n = k, ou seja,
k k—
Z ( P) = Fea
p=0\ P

Passo indutivo: Vejamos a validade da identidade para n = k + 1. Para isso, vamos utilizar a relagio

de Stifel:
ny n—1 n n—1
k) k k—1

27



Agora, temos que

I
+
i |

(=)

7 N
~—~
»
\

= -
N—
\
<

~__

+ Fi

1
(22) Sabe-se que x + P d é um inteiro.

1 o .
(a) Prove que x" + — também é um inteiro, qualquer que seja o niimero natural 7.
xn

(b) * Encontre todos os valores de d > 2 tais que 194 é um termo da sequéncia

1, 1 5 1
X+ —,x —|——2,x +—3, .
X X X

Solucao
(a) Vamos provar por indugéo em 7. Para o caso base, temos:

1
x——=deZ

=

1\ 1 1, 1 , 1,
(x+—> =x"+2-x -+ 5=x+2+ 5=+ 5=d"-2€Z
X X X X X

. 1 . . 1
Suponha por hipétese que, para todo # entre 1 e k, x + —; € inteiro. Vamos provar que Xkl 4 1
X X

¢ inteiro para o passo indutivo.
Observe que
1 1 1 1
k k—1 k+1
<X+F) (x—l—;) * +W+x Jrxk_“
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€ portanto

1 1 1 1
k+1 _ k k—1
X +W—(X +F) <x+;)—(x —f-F) 2)
k-1, L 1 k+1
Por hipétese x** + T € Z, bem como xk 4 = € Z. Assim, concluimos que X* " + ———= ) e Z,
xk— X

e a inducdo esta completa.

. L : : 1
(b) Vamos nos aproveitar do raciocinio empregado no item (a). Seja a, = x,, + —,- Observe que
X

a1 = d, e podemos também obter ay = 2. Pela Equagao 2, temos que

g1 = axd — ag 1

Logo, a sequéncia {a, },eN € uma relagdo de recorréncia linear de segunda ordem. Calculemos
alguns de seus termos:

ag =2

a =d

bp=md—ay=d-d—2=d*—

a3 = aod —a; = (d> —2)d —d =d® —3d

ag = a3d —ay = (d° —3d)d — (d*> —2) = d* —4d* + 2

a5 = ayd —az = (d* — 4d° +2)d — (d° — 3d) = d° — 5d° + 5d

ag = asd —ay = (d° — 5d4° + 5d)d — (d* — 4d* +2) = d° — 6d* 4+ 94> — 2

Observe que, se d = 2, entdo a, = 2 para todo 1. Assim, procuramos por d > 3. Veja agora que, se
d = 3, entdo

ag =d® —6d* +94> —2=3—6-3*+9.32-2=729—-6-81+9-9 -2 =322 > 194.

Assim, concluimos que se k > 6, entdo a; > 194. Logo, basta nos atermos aos primeiros 5 termos da
sequéncia.
Vamos analisar o que acontece em cada situacao:

* Se a1 = 194, isso significa que d = 194.

e Se a, = 194, entao
a=d>—2=194 = d*> =196 = d = 14.

e Se az = 194, entdo
a3 = d> — 3d = 194 = d(d* — 3) = 194

Como procuramos por d > 3 inteiro positivo e 194 = 2 - 97, a tinica op¢do é d = 97, mas
nesse caso 97 > 97 -2 = 194. Logo, ndo temos solucao nesse caso;

* Se ay = 194, entdo
ay = d* —4d*> +2 =194 = d* — 4d> =192 = d*(d* — 4) = 192.
Como 192 = 2°-.3,ed > 3, d? pode ser (22)? = 2% = 16 ou (23)? = 64. Analisemos cada

situagdo:
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® Sed = 4, entdo 42(42 — 4) = 192.
© Sed = 8, entdo 82(8% — 4) = 3840 # 192.

Logo, concluimos que d = 4 é uma solugao.
e Se a5 = 194, entdo
a5 = d° — 5d° +5d = 194 = d° — 5d° + 5d = 194 = d(d* — 5d> +5) = 194.

Novamente, como 194 = 2-97 ed > 3,se d = 97, d* — 54%> +5 > 194, e portanto nio temos
solugdes nesse caso.

Concluimos que os possiveis valores de d que fazem com que a sequéncia (ay, ), <N contenha 194 sdo
4,14 e 194.

Observacdo: Exercicios marcados com * sdo extras.
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