WNERA M inimo muiltiplo comum

Definicoes e caracterizagio

Nas aulas passadas a gente definiu e estudou o conceito de méaximo
divisor comum entre dois inteiros a e b.

Definicao
Sejam a b dois inteiros nao-nulos. Um inteiro ¢ é chamado
miiltiplo comum de a e b se:

ale, b|ec.

Dados a, b inteiros ndo-nulos, definamos o conjunto dos “multiplos
comuns positivos” de a e b como

M(a,b)={c|c>0, alcb]c}
Por exemplo, se a =4 e b = 6, assim
M(4,6) = {12,24,36,48, .. .}.

Observem que o conjunto M(a, b) ndo é vazio, por exemplo
|a| - |b] esta em M(a,b) ja que

a divide |a| - |b], b divide |a]| - |b|.

Assim, aplicando (PBO) (vejam Aula 1) existe elemento minimal em
M(a,b). Vamos chamas esse elemento minimo multiplo comum e
denotar for mmc(a, b)

mmc(a, b) = min M(a, b).

Exemplo 7.1

Sejam a = —6,b = 15, assim
M(-6,15) = {30,60,90,120,...}.

Logo mmc(—6,15) = min M(—6,15) = 30.



Observacio 7.1

Claro que mmc(a, b) existe para inteiros a, b ndo-nulos o que

mmc(a,b) < |a| - |b].

Teorema 7.1

Um inteiro m positivo é mmc(a, b) se e somente se:

1) a|meb|m.

2) Sea|m'eb|m, assimm | m'.

Prova

[=]. Se m = mmc(a, b) vamos provar que m cumpre as condi¢des 1) e 2). Temos que
m = mmc(a,b) = min M(a, b),

logo m € M(a,b), assima | m e b | m, logo 1) vale.
Seja m’ tal que a | m" b | m’, mostraremos que m | m’. Aplicando o algoritmo da divisdo de m’ por
m temos

m =m-g+r, com0<r<m

Suponha que r > 0, assim temos r = m’ — mq. Agora
almoalm = a|lm —mg=r,
na mesma maneira
bim b|lm = b|lm —mg=r.
Ou seja, r é multiplo comum de a e b, por tanto r € M(a,b). Mas
r < m=minM(a,b).

Contradigdo!! Assim r = 0, ou seja m = q-m, e m cumpre 2).
[«<]. Seja m € Z positivo que cumpre 1) e 2). Vamos mostrar que

m = mmc(a,b) = min M(a, b).
Pelo 1), temos que m € M(a,b). Logo
m > min M(a,b) = mmc(a, b).

a | mme(a, b)

Alem disso como , assim aplicando 2) seque que m | mmc(a,b), portanto m <

b | mmc(a,b)
mmc(a, b). Resumindo
mmc(a,b) < m < mmc(a,b),

ou seja
m = mmc(a, b).



Observacgio 7.2

O Teorema acima characteriza mmc ha maneira “dual” da caracterizacdo de mdc trocando a ordem
nas divigdes.

Exercicio 7.1

Mostre que
mdc(a,b) | mme(a, b).

Solugdo 7.1

Temos que mdc(a,b) | a por outro lado a | mmc(a, b). Assim

mdc(a,b) | mme(a, b).

Na pratica para encontra o MMC ajuda o seguinte resultado que
relaciona o MMC com MDC.

Teorema 7.2

Sejam a, b dois inteiros positivos. Assim

mdc(a,b) - mmc(a,b) =a-b.



Prova

Seja d = mdc(a,b), assim

com 7, s dois inteiros. Considere o numero

~ mdc(a,b)

ab _a-b
d

A gente vai mostra que de fato m = mmc(a, b). Temos:

a-b d-r-b
a-b a-d-s
S R B

Ousejaa | meb | m,assim m cupre a condi¢do 1) da Teorema 7.1. Por outro lado seja ¢ um multi-
plo comum entre a e b, assim
a-u=c=>b-v,

para algums inteiros u, v. Pelo Teorema de Bezout existem x, y tais que

a-x+b-y=d.
Agora
¢ _cd_c(axtby) cax cby
m a-b ab ab ab
Zg—i-ﬂ:v-x—i-u-
b a y

Ou seja . é um inteiro e assim m divide c. Portanto m cumpre condigao 2) do Teorema 7.1 e

ab

mmC(ﬂ,b) =m = m

Resumindo
mdc(a,b) - mmc(a,b) =a-b.

Observagio 7.3

O Teorema acima pode ser formulada para todos inteiros (incluindo negativos) como

mdc(a,b) - mmc(a,b) = |a| - |b].



Observacio 7.4
O teorema acima dé entdo um método de calculo para o mmc(a,b). Dados a,b € Z, podemos cal-

cular o mdc(a, b) pelo Algoritmo de Euclides e depois obter

|ab|

mmc(a, b) - W

Exemplo 7.2

Vamos encontre mmc(30, 36). Pelo Algoritmo de Euclides temos que
mdc(30,36) = 6.

Assim 30-36 30-36
30,36) = - — 180.
mme(30,36) = L4 30,36) 6

Exercicio 7.2

Sejam a, b dois inteiros positivos. Mostre que
mdc(a,b) = mmc(a,b)

se e somente sea = b

Solucao 7.2

[«<] Se a = b, assim
mdc(a,b) = mdc(a,a) = a.

Aplicando Teorema 7.2 temos

a-a
mmC(ll, b) - m = da.

Logo mdc(a,b) = mmc(a, b) neste caso.
[=] Temos que

mdc(a, b)

mmc
mdc(a, b) mmc(a, b).

ININ

a
b

IN N

Assim se mdc(a,b) = mmc(a, b) temos que

a=nb.



Exercicio 7.3: (Trabalho p/ casa)
Calcule

mmc(23,18).
Resposta: 414

Exercicio 7.4: (Trabalho p/ casa)
Calcule

mmc(51, 68).
Resposta: 204

Exercicio 7.5: (Trabalho p/ casa)

Calcule
mmc(143,227).

Resposta: 32461

Exercicio 7.6: (Trabalho p/ casa)

Seja n > 1 um inteiro. Calcule
() mme(n,n+1).
(il) mmc(2n —1,2n+1).
(iii) mmc(2n,2n +2).

(

(iv) mmc(nc, (n+1)c) com ¢ um inteiro ndo-nulo.
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