WP Divisibilidade e Algoritmo da divisdo

Uma equagdo da forma bx = a pode ou néo ter solugdo no con-
junto dos ntimeros inteiros; isso dependera dos coeficientes a e b da
equacdo. Quando tal solugdo existe, diz-se que a é divisivel por b.
Mais precisamente:

Definicao

Sejam a e b ntimeros inteiros. Diz-se que b divide a (ou que b é
um divisor de a ou, ainda, que a é um muiltiplo de b) se existe
um inteiro c tal que bc = a.

Notagado. Usaremos a notacdo b | a para indicar que b divide a. A
negacdo dessa afirmagdo sera indicada por b 1 a.

Observem que, se b # 0, o inteiro ¢ nas condi¢des da definigdo é
unico. De fato, se existisse outro ¢’ tal que bc’ = a, teriamos que

be = bc'.

Assim, cancelando, vem que ¢ = ¢’. Inteiro assim definido chama-se
quociente de a por b e é indicado por ¢ = 7.

Por outro lado, note que 0 | a se e somente se a4 = 0. Nesse caso,
0 quociente ndo é tnico pois 0 - ¢ = 0, para todo inteiro c.

Proposicao 4.1
Seb|aea#0,entdo |b| < |a|.
Prova

Se b | a assim existe c inteiro tal que bc = a. Tomando os m6dulos em ambos os lados, tem-se que
[ble] = |a
Como |c

é um inteiro positivo, temos que 1 < |c| e, multiplicando ambos os lados dessa desigual-
dade por |b|, temos que |b| < |b||c| = |a].



Coroldrio 4.1

(i) Os tnicos divisores de 1sdo 1 e —1.

(ii) Sea|beb]|a, entdo a = +£b.

Prova

(i) Se b é um divisor de 1, temos, pela proposic¢do anterior, que || < 1. Além disso, da Aula 1,
sabemos que ndo existem inteiros entre 0 e 1. Como b # 0, temos que 0 < b. Logo, |b] = le,
portanto, b = +1ou b = —1.

(i) Sea|beb|a, existem inteiros c e d tais que ac = b e bd = a. Substituindo na segunda igualdade
o valor de b dado pela primeira, temos
acd = a.

Como a # 0, podemos cancelar 4, assim cd = 1 Logo, d é um divisor de 1. Assim pela parte an-
terior, d = £1. Consequentemente,
a = +b.

Proposicao 4.2
Sejam os ntimeros inteiros 4, b, ¢, d (lembrando que assumimos os divisores diferentes de zero,
valem:
(i) a]a.
(ii) Sea|beb|c entdoa|c.
(ili) Sea|bec|d, entdo ac | bd.
(iv) Sea|bea|c entioa| (b+c).
(v) Sea | b, entdo para todo inteiro m, tem-se que a | mb.

(vi) Sea|bea]c, entdo, para todos inteiros m, n, tem-se que a | (mb + nc).

Prova

(i) Basta observar que podemos escrever a-1 = a.

(ii) Usando definigdo, existem inteiros d e d’, tais que ad = bebd’ = c. Substituindo o valor de b
dado pela primeira igualdade, temos ¢ = (ad)d’ = a (dd’) logo a | c.

(iii) Novamente, por definigdo, existem inteiros f e f, tais que af = becf’ = d. Multiplicando am-
bas as igualdades, temos ac(ff’) = bd, donde ac | bd.

(iv) Existem inteiros d e d’, taisquead = bead’ = c¢. Somando ambas as igualdades, temos
a(d+d)=0b+c dondea| (b+c).

(v) Sea | b, existe um inteiro c tal que ac = b. Multiplicando por m, temos a(cm) = bm portanto, a |
bm.

(vi) Segue diretamente de (v) e (iv).



Theorem 4.1: (Algoritmo da divisdo)

Sejam a e b dois inteiros, com b > 0. Entédo, existem tnicos inteiros g e 7, tais que
a=bg+r
e0<r<hb.

Prova

Consideremos o seguinte conjunto
S={a—bx|x€Za—bx >0}

Quando x = —|al, temos que a — bx = a+bla| > 0poisb > 0. Logo S ndo-vazio. Pelo Principio
da Boa Ordem, existe r = minS. Como r € S, ele também é da forma r = a — bg > 0, para algum
qe”z.
Para mostrar que as condi¢des do enunciado estdo verificadas, basta provar que r < b. De fato, se
fosse v > b, teriamos que:

a—b(g+1)=a-bg—b=r—b>0,

logo, a — b(g + 1) também pertenceriaa S. Mas a —b(g+1) =r —b < r = min S, uma contradicao.
Agora, provaremos que, se (¢,7) e (4/,7") sdo dois pares de inteiros verificando as condi¢des do
enunciado, entdo g = g’ e r = 1. De fato, temos que

gb+r=a=4qb+7.

Podemos supor, por exemplo, que ' # r. Da igualdade acima, temos g — g'b = ' — r, logo b|r' —r.
Como ' —r # 0, assim pelo Proposigdo 4.1 temos que b < |r' — r|. Por outro lado 0 < r < be0 <
r' < b, assim

—b<t —r<b,

Ou seja [t/ — r| < b (contradigdo com b < |/ —r|). Assim ' = r. Logo
a—bg=a—by =bg=by =q=4q.

Os ndmeros g e ¥ determinados no Teorema anterior chamam-se,
respectivamente, quociente e resto da divisdo de a por b.



Exemplo 4.1

Mostre que dados 3 inteiros consecutivos um deles é miltiplo de 3.
Seja a um inteiro. Usando algoritmo de divisdo de a por 3, temos que a tem forma

a=3q+r,
onde 0 < r < 3, assim temos trés possibilidades
a=3qa=37+1, ou a=3q+2.
Agora se

r=0, assim a ¢é multiplo de 3,
r=1, assim a+2=239+3 ¢émultiplode3,
r=2, assim a+1=3g+3 émultiplode 3.

Assim para qualquer r temos que um dos 4, 2 + 1 ou a + 2 é multiplo de 3.

Exercicio 4.1

Mostre que o quadrado de um inteiro é da forma 4k ou 4k + 1.

Solucdo 4.1

Um quadrado tem forma b = a2, para algum inteiro a. Usando
algoritmo de divisdo de a por 2, temos que a tem forma

a=2q+r,
onde 0 < r < 2, assim temos dois possibilidades
a=2q ou a=2q+1.
Agora se

r=0, assim b=a®= 4q2, b tem forma 4k,

r=1, assim b:a2:4q2—|—4q+1, b tem forma 4k + 1.

Exercicio 4.2

Mostre que o 3 | n® — n para todo inteiro 7.



Solugio 4.2

Temos
W —n=nn?>-1)=n-1nn+1).

3

Assim n” — n é o produto de 3 inteiros consecutivos. Um deles

3

é multiplo de 3 pelo Exemplo 4.1. Assim n” —n é multiplo de 3,

ouseja3 | nd —n.

Exercicio 4.3: (Trabalho p/ casa)

Mostre que o quadrado de cada ntimero inteiro impar tem
a forma de 8m + 1.

Exercicio 4.4: (Trabalho p/ casa)

Mostre que o quadrado de qualquer inteiro tem a forma 3m ou
3m + 1, mas ndo a forma 3m + 2.

Exercicio 4.5: (Trabalho p/ casa)

Mostre que se ac | bc e ¢ # 0, entdo a | b.
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