VIR N 1imeros binomiais e fatoriais

O objetivo dessa aula é receber o formula binomial de Newton para
desenvolver as expressoes do tipo (2 + b)". Os numero fatoriais e
binomiais vdo desenvolver o papel fundamental para esse teorema.
Assim, vamos definir estes ntimeros provando as interpreta¢oes
combinatorial deles.

Fatorial e sua interpretagio
Defini¢iao
Sejan € Z,n > 0. Definamos
i) 0l =1
ii) n!=n-(n—1)!, paran>1.

Logo
n=n-(n—1)-...-2-1.

Esse numero é chamado o fatorial de n.

Por exemplo,

1'=1-0=1,
20=2-11=2,
31=3-21=6,
4! =4.3! =24,
5!'=5-4! =120,
6! =6-5! =720.

Proposicdao 3.1: (Interpretacdo combinatorial de n!)

Seja A um conjunto ndo-vazio com n elementos. Assim existem 7! maneiras de ordenar os elemen-
tos de A.



Prova

Usando Principio da Inducéo Finita, temos.

Base:

Se o tamanho do conjunto A é um, ou seja A contem um tnico elemento, assim hd apenas uma
ordenacdo possivel. Logo afirmacéo vale pois 1! = 1.

Hipotese:

Suponha que ha k! ordenacdes possiveis para todo conjunto A com k elementos.

Passo:

Suponha que conjunto A tem k 4 1-elementos

A=A{ay,ay,..., 0,011}

(k+1)-elementos

Seja

(k+1)-lugares

os lugares possiveis de colocar os elementos do conjunto A, Assim ha (k + 1)-lugares de colocar el-
emento 41 nessa ordenagao:

— Ok

Alem disso ha k! op¢des de ordenar o resto {ay,a3,...,a,.1} (pelo hipotese). Portanto no total tem:
(k+1)-k!'=(k+1)!

ordenacoes. Logo pelo (PIF) atirmac&o segue.

Introduziremos nessa se¢do os ntimeros binomiais, ja que eles irdo
desempenhar um papel fundamental no Teorema do Bindmio na
proxima segdo.

Defini¢iao

Seja A um conjunto com n elementos e seja k um inteiro tal
quecom 0 < k < n. O numero dos subconjuntos de A com

k-elementos serd denotado por <Z>



Exemplo 3.1

Vamos considerar vérios casos.
Seja[n=2], ou seja A = {a3,a,}. Vamos listar os subconjuntos de tamanho k para todos 0 < k < 2.
Temos:

2

k=0, tem apenas subconjunto vazio, assim: = ( 0> =1
. 2

k=1,  tem 2 subconjuntos com 1 elemento {a1}, {a2} =11)= 2.
. 2

k=2, tem 1 subconjuntos com 2 elementos {ay,a,} = ) = 1.

Agora se |n=3 |, ou seja A = {ay,a»,a3}, temos:
g 3 ]

3

k=0, tem apenas subconjunto vazio, assim: = ( 0) =1
. 3

k=1, tem 3 subconjuntos com 1 elemento {a;}, {a2}, {a3} = 1) = 3.
. 3

k=2, tem 3 subconjuntos com 2 elementos {ay,a2},{az,0a3},{a1,a3} = )= 3.
. 3

k=23, tem 1 subconjunto com 3 elementos {ay,az,a3} = (3) =1.

Teorema 3.1

Vale o seguinte formula

<Z> - k'(nn'k)' (3-1)

paratodosn >0e0 <k <mn.



Prova

Vamos prosseguir por indugéo.
Base: O conjunto vazio, tem um unico subconjunto (ele mesmo!), assim ()) = 1. Por outro

lado ol

L= oo

[n=1] Se k = 0, assim ({) = 1, por outro lado

1!

V=0

Se k = 1, assim ((1)) =1, e, de novo,

1!

U=1ror

Hipotese: Suponha que o formula vale para caso e para todos 0 < k <n — 1, ou seja

n—1 (n—1)!
= ————, 0<k<n-1
( k ) Kon—1—ky = ="
Passo:
Se k = n, assim existe unico subconjunto com 1 elemento (proprio A!), ou seja (,) = 1. Por outro
lado1 = ﬁln), Agora considere A = {ay,...,a,}. Seja 0 < k < n — 1, e considere

t = numero dos subconjuntos de k-elementos que contem 4y,

s = numero dos subconjuntos de k-elementos que ndo contem a;.

Assimt = (7" 1) es = ("), por outro lado

<Z : i ) + (n ; 1> =t + s = numero de todos subconjuntos de k-elementos em A = (Z)

Usando hipotese, temos

(-6
(n—1)! (n—1)!
k—Din—1—k+1)!  K(n—1—k)!

(n—1)k+ (n—k)(n—1)!

k(n—k)!
 (n=-DYk+n—-k) n!
k!(n—k)! o kl(n—k)

Assim usando o (PIF) podemos concluir que o formula vale para todos n e k.



Observacio 3.1

Observem a seguinte importante relacao

(-G ()

Exemplo 3.2

Exercicio 3.1

Um comité de 3 pessoas deve ser formado a partir de 20
candidatos. Quantas comités diferentes sdo possiveis?

Solugdo 3.1

Ha

! .19-
(20) 20! 20-19-18 — 1140

3) 73170 3.2-1

comités diferente.

Nesta secdo utilizarmos o Principio de Indugdo Completa para
demonstrar a férmula que dé a expressa de (a + b)", para qual-
quer inteiro positivo 7. Esse teorema é frequentemente atribuido a
Newton, mas era conhecido ha muito tempo pela ciéncia Europeia
¢ mesmo antes por autores orientais, ao menos de forma empirica.
A razdo pela qual se associa 0 nome Newton a esse resultado é que
ele conseguiu estendé-lo para coeficientes fraciondrios.

Considere o seguinte triangulo infinito formado pelos niimeros
binomiais.
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(3
3)

(o)
o)

Aplicando o formula (3.1) (ou Observacéo 3.1) temos

O triangulo acima chama-se o tridngulo de Pascal (em nome de Blaise Pascal (1625-1662)

um matematico francés) mas os matemaéticos da India, Pérsia, China
e Itdlia conheciam este tridngulo alguns séculos antes de Pascal.
Por outro lado, considere

(x+y)°=1
(x+y)=x+y
(x+y)? = 2% +2xy + i
(x +y)® = x®+ 3%y +3xy> +¢°
(x +y)* = x* + 43y + 6x%y* + dwy® +
(x +v)° = x° + 5xty +10x%y% + 10x%y> 4 5xy* + °

Assim, temos certa evidencia que os coeficientes em decom-
o~ nox . . .
posigdo (x + y)" sdo dados pelos niimeros binomiais ().



Theorem 3.2: Formula Binomial de Newton

Sejam x, y dois niimeros reais e n um inteiro ndo-negativo, assim

o (e

Prova

Base: [n=0], neste caso
0
(x+y)° = <0) a0y =1

(x+y)!= <(1)) ~x+<i) y=x+y

Hipotese: . Suponha que
ey =1 (5) o
i

Passo: Provaremos para | n=k+1 |, ou seja provaremos que

(x 4+ = kil <k + 1) e

i—0 \ !

[n=1], neste caso

Temos

(x+y) =@+ x+y) =xx+y) +yx+y)*

Hipotese (l(;) o (k) N (k f 1>xky

L (s (e G ()
S () [0 4w ) O] e
Obs31 (k—gl)xk+1+ (klel)xyk_F (k—;l)xzyk Tyg (k-li-l)xky_}_ (ii)ykﬂ
_"f(k+1> i r1-i

Assim pelo (PIF) o formula vale para todos 7.

Exercicio 3.2

Mostrar que para todo n > 0 vale

(@)=



Solugio 3.2

Sejam x = 1 e y = 1 na formula de Newton, assim
o= E )= () () ()
Exercicio 3.3: (Trabalho p/ casa)
(5 =2
k n—k

Exercicio 3.4: (Trabalho p/ casa)

Mostrar que

Mostrar que para todo n > 0 vale
V(D) += (1) (D) +
0 2 -\ 3)

Exercicio 3.5: (Trabalho p/ casa)

Verifique que para todo n
n+1 n\ _ 5
(27 ()=
Exercicio 3.6: (Trabalho p/ casa)

Faca uma conjectura sobre as somas das diagonais ascendentes
no Tridngulo de Pascal conforme indicado. Prove que sua conjec-
tura é verdadeira.

QOO

4 6 4 1
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