A O Principio de Inducio Finita

A indugdo é uma técnica para provar uma afirma¢do — um teo-
rema ou uma férmula — que é afirmada sobre cada ntimero natu-
ral. Por exemplo,

NS

14243+ n=—"—"

Isso afirma que a soma dos nimeros consecutivos de 1 a n é dada
pela férmula a direita. Queremos provar que isso sera verdade para
n = 1,n = 2,n = 3 e assim por diante. Agora podemos testar a
férmula para qualquer nimero, digamos n = 3:

3-4

14243=""=6
+2+ 5

— que é verdade. Isso também é verdadeiro para n = 4:

1+2+3+4:%é—5—:10.

Mas como provar essa regra para cada valor de n?

O método de prova é o seguinte. Mostramos que se a afirmacéo
for verdadeira para qualquer ntimero especifico k (por exemplo,
104), ela também sera verdadeira para seu sucessor, k + 1 (por
exemplo, 105). Em seguida, mostramos que a afirmacao serd ver-
dadeira para 1. Segue-se entdo que o afirmagédo serd verdadeira
para 2. Portanto, serd verdade para 3. Assim por diante é ver-
dadeiro para qualquer ndmero natural. Isso é chamado de principio
de indugdo finita.

Theorem 2.1: (Principio de Inducao Finita, PIF)
Seja a um inteiro positivo dado. Suponhamos que para cada inteiro n > a estd dada uma afirmacédo
A(n) de forma que:

(i) A(a) é verdadeira.

(ii) Se para um inteiro k > a, A(k) é verdadeira, entdo A(k + 1) é verdadeira.

Entdo a afirmagdo A(n) é verdadeira para todo inteiro n > a.



Prova

Seja S o conjunto dos inteiros m tais que A(m) seja falsa. Suponhamos que a afirmagéo A(n) seja
falsa para algum inteiro. Entdo, o conjunto S é ndo-vazio.
Conforme o Principio da Boa Ordem (veja Aula 1) existe elemento minimal myp = minS. Como
my—1 ¢ S (pois mp é minimal) assim A(my — 1) é verdadeira. Conforme (ii), para k = mg — 1 ter-
emos entdo que

Alk+1) = A(mg—1+4+1) = A(my)

é verdadeira. Mas isso é uma contradi¢do, pois m é elemento em S ou seja A(mg) deve ser falso.
Assim S é conjunto vazio e A(n) é verdadeira para todo inteiro n > a.

Para aplicar o principio da indugdo finita nos exemplos precisamos
fazer 3 coisas:

Base: Verificar a afirmagdo no menor caso possivel.
Hipétese: Assumir que a afirmagdo seja verdadeira no caso n = k.

Passo: Usando hip6tese mostrar que a afirmagdo é verdadeira no caso
n=k+1.

Exemplo 2.1

Provaremos agora que a formula

1
1424, +n= @
é verdadeira para todo n > 1.
Base [n=1] A férmula acima da
1(1+1
1= g, ouseja,l =1
2
Assim, a afirmagdo é verdadeira paran = 1. Deveremos mostrar agora que, se a afirmacao é ver-

dadeira para n = k, entdo também é verdadeira para n = k + 1.

Hipétese . Suponha que

1+2+...+k:k(kT+l), (2.1)
e mostremos que
k+1)(k+2
1+2+...+k+(k+1):%_

Passo . Somando k + 1 a ambos os lados da (2.1) temos

k(k+1)
2

k(k+1)+2(k+1)
2

1+2+...+k+(k+1) = +(k+1) =

isto é )kt 2
1+2+...+k+(k+1):%

que é exatamente o que querifamos demonstrar.



Exemplo 2.2

Provaremos agora que a formula
14+3+...+2n—1)=n?

é verdadeira para todo n > 1.
Base [n=1] Para n = 1, a férmula acima d4

1:12, ouseja,l =1

Assim, a afirmagdo é verdadeira paran = 1. Deveremos mostrar agora que, se a afirmacdo é ver-
dadeira para n = k, entdo também é verdadeira para n = k + 1.

Hipétese . suponha que

14+34+...+2k-1) =k, (2.2)

e mostremos que
143 +...+(2k—1)+ (2k+1) = (k+1)?

Passo . Somando 2k + 1 a ambos os lados da (2.2) temos
1434+ Qk—1)+(2k+1) =k +2k+1

isto é
T4+34...4+2k—1)+ 2k +1) = (k+1)

que é exatamente o que queriamos demonstrar.

Exemplo 2.3
Vamos mostrar que
nd < 2"

é verdadeira para todo n > 10.

Base [n=10]. Para n = 10, temos

10% = 1000,2'° = 1028, ou seja ,10° < 21°.

Assim, a afirmagdo é verdadeira para n = 10. Deveremos mostrar agora que, se a afirmacdo é ver-
dadeira para n = k, entdo também é verdadeira para n = k + 1.

Hipétese . Assim, suponha que

Passo | n=k+1 | Temos

K3 < 2k, (2.3)

(k+1)°> =K 4+3k* + 3k +1

Pelo hipétese (2.5) k3 < 2%, além disso obviamente 3k < 3k% e 1 < k2. Assim
(k+1)% =k +3K% + 3k +1 < 2F + 3k 4 3k2 + k2 = 28 + 7k2. (2.4)
Como k > 10, assim 7k? < k3 < 2k, portanto (2.4) escreva-se como
(k+1)3 < 247K < 2F 4+ 28 = 2!

que é exatamente o que queriamos demonstrar.



Exemplo 2.4

Vamos mostrar que

(D005

é verdadeira para todo n > 2.

Base [n=2] Para n = 2, temos
(1—1) = é, ﬂ = §, ouseja,§ =
4 4 . 4
Hipétese . Suponha que
SHICHICH RIS
Passo . Devemos mostrar que

(-3) (=5) (36) () () =z

Pelo hipétese o lado esquerdo pode ser escrito como

>~

k+1 (1 k1 (k121 K 42%k+1-1  k+2
2k (k+1)2) 2k (k+1)2  2k(k+1)  2(k+1)’

que é exatamente o que queriamos demonstrar.

Vocé pode ter ouvido falar dos ntiimeros de Fibonacci. Eles ocorrem
com frequéncia em matematica e ciéncias da vida. Pela primeira

vez eles ocorreram no livro Liber Abaci (1202) de Fibonacci, onde
foi usada para calcular o crescimento das populagdes de coelhos.
Os ntimeros de Fibonacci formam uma sequéncia em que cada

termo, exceto os dois primeiros, é a soma dos dois ntimeros anteri-
ores. Matematicamente, se denotarmos o n-th nimero de Fibonacci
F,, entdo

Fo=F1+F-2

Isso é chamado de relacdo de recorréncia para F;.

A relagdo de recorréncia implica que precisamos comegar com

dois valores iniciais. Frequentemente, comecamos com Fy = O e ERETE e e i

it Rl RT3 T

F; = 1. Combinamos a relagdo de recorréncia para F, e seus valores i

iniciais juntos em uma definigdo:

Livro Liber Abaci (1202)

F=0 F=1 F,=F,_1+F,—», paran>2

Temos que especificar que a relacdo de recorréncia é valida ape-
nas quando n > 2, porque este é o menor valor de n para o qual
podemos usar a relagdo de recorréncia.

A soma do zero e dos primeiros nimeros de Fibonacci nos dé o



segundo ntimero de Fibonacci:
E=F+F=1+0=1
Continuando desta forma, encontramos
F3=2 F, =3 F=5 F=8 F =13, F§=21, Fp =34,..

Os ntimeros de Fibonacci tém muitas propriedades interessantes,
e existem varios resultados relativos aos ntimeros de Fibonacci.
Para comegar, considere a propriedade

F,<2", n>1

Como o provariamos por inducdo? Visto que queremos provar que
a desigualdade é vélida para todos os n > 1, devemos verificar o
caso de n = 1 no passo base. Quando n = 1, temos F; = 1 que §,
obviamente, menor que 2! = 2. Na hip6tese indutiva, assumimos
que a desigualdade se mantém quando n = k para algum inteiro
k > 1; isto é, n6s assumimos

Fk<2k

para algum inteiro k > 1. Em seguida, queremos provar que a
desigualdade ainda é vélida quando n = k + 1. Entdo, precisamos
provar que

Fiyqp < 2

Para fazer uso da hipétese indutiva, precisamos aplicar a relagdo
de recorréncia dos nimeros de Fibonacci. Ele nos diz que F,,1 é a
soma dos dois niimeros de Fibonacci anteriores; isso é,

Fiey1 = Fe+ Fe

A tinica coisa que sabemos da hipétese indutiva é F, < 2k, Portanto,
do jeito que estd, ndo nos diz muito sobre Fi; ;. Um remédio é
assumir na hipétese indutiva que a desigualdade também ¢ vélida
quando n = k — 1; ou seja, também assumimos que

Feq < 2K1

Portanto, ao contrario de todos os problemas que vimos até agora,
a etapa indutiva neste problema depende dos dois tltimos valores
de n em vez de apenas um. Em termos de dominé, imagine que
eles sdo tdo pesados que precisamos do peso combinado de dois
dominds para derrubar o préximo. Entdo

Fep = Fo+ Fq < 264281 = 2612 4 1) < 2102 = okt

que ird completar a indugdo. Essa indugdo modificada é conhecida
como a segunda forma forte de indugdo matematica.
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Theorem 2.2: (Principio da Indugio Finita 2)

Suponhamos que para cada inteiro n > a estd dada uma afirmacdo A(n) de forma que
(i) A(a) é verdadeira;
(i) Se A(m) é verdadeira para todo inteiro m tal que a < m < k entdo A(k + 1) é verdadeira.

Entdo A(n) e verdadeira para todo inteiro n > a.

O termo geral F,; da sequencia de Fibonacci cumpre a férmula
recebida de Binet (em 1843). A férmula vincula diretamente os
numeros de Fibonacci e a Numero de Ouro (Razédo durea), veja
aqui aqui, onde razdo durea ¢ = HT\@ é a raiz positiva da equacdo
quadratica

¥ —x—-1=0

A segunda raiz da equagdo é negativa: # e denotado por T
Com essas preliminares, a férmula de Binet é:

n n
-7
F, = ¢
V5
Para provar o formula vamos precisar o seguinte lema: Jacques Philippe Marie Binet (1786~

1856)
Lemma 3.1

Para qualquer solugédo x de 2 —x—1=0, temos

x"=xF,+F,_q, n>1.
Prova

A prova é por indugdo. Por definicao, F; = 1 e Fy = 0 de modo que, de fato, x! = x-1+0 = x. Para
n=2FKL=F=1e
x-xB+F=x-1+1=x+1=x?

Suponha agora que, para algum 1, x" = xF, + F,_1 e vamos provar que x"*! = xF,,1 + F,. Para
isso, multiplique o hipotese identidade por x:

" = x2F, + xF,_4

(x +1)F; 4+ xF, 4
= x (Fy + Fi-1) + Fu
= xF,11+ F.

Assim recebemos exatamente o que gostariamos de provar.
Agora, por Lemma,

an = (PFn + Fn—l
™ =1F, +F,_1.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Propor%C3%A7%C3%A3o_%C3%A1urea

Subtraindo um do outro resulta ¢" — " = (¢ — T)F,. Segue que

n__ n
P
¢—T

Para obter a férmula de Binet, observe que ¢ — T = /5.

Domind e Indugdo

Tem a certa analogia entre o principio da indugao é o efeito dom-
in6. O efeito domind é o reagdo em cadeia que consiste em uma
fileira de dominds caindo.

Se vocé colocasse dez mil dominés na fila em uma mesa muito
longa e quisesse deixa-los cair apenas deixando o primeiro dominé
cair, como o faria?

A melhor ideia provavelmente é colocd-los em uma fila de forma
que:

(i) Quando o primeiro doming cair, ele atingira o segundo doming.

(ii) Certifique-se de que cada dominé atingird o dominé préximo a
ele e que cada dominé atingido caira.

Se as condigdes (i) e (ii) forem satisfeitas, todos os dominds
cairdo. Compare estes condi¢des com as condic¢oes na (PIF).




Na verdade, ndo importa quantos dominés colocamos na mesa,
desde que as condigdes (1) e (2) sejam satisfeitas, temos certeza de
que todos os dominds cairdo.



Exercicio 2.1: (Trabalho p/ casa)

Mostre que

PRSI B
2.3 n-(n+1) n+1

1
1-2
para todos n > 1.
Exercicio 2.2: (Trabalho p/ casa)

Mostre que 2n% > 3n? + 3n + 1 para todos n > 3.

Exercicio 2.3: (Trabalho p/ casa)

Mostre que na sequencia de Fibonacci Fs;, sempre é um multiplo
de 5.

Exercicio 2.4: (Trabalho p/ casa)

Mostre que (PIF) = (PBO), ou seja por indugdo, mostre que todo
conjunto ndo-vazio dos inteiros positivos contém elemento min-
imal.
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