g ER Congruéncias

Numa carta de 1640 dirigida a Bernhard Frénicle de Bessy, Fermat
anunciava um resultado surpreendente: se p € um primo e a um in-
teiro que ndo é divisivel por p, entdo p divide a’~! — 1. Na mesma
carta, comentava: “Eu lhe enviaria a demonstracdo se ndo temesse
que ela é demasiado comprida”.

A primeira demonstragdo desse resultado, conhecido como “Pe-
queno Teorema de Fermat” (para distingui-lo do Grande Teorema
de Fermat, mencionado na Aula 8), foi publicada em 1736, quase
um século depois, por Euler. Posteriormente, Euler deu outras
demonstracdes do mesmo resultado. Numa delas, ele utiliza fre-
quentemente os "restos de divisdes por p”, que deram origem a
Teoria das Congruéncias. Esse método de trabalho também foi
usado por Lagrange e Legendre, mas sé se tornou explicito nas
Disquisitiones de Gauss, na qual aparecem a defini¢do precisa e o
simbolismo que se usa até hoje.

Veremos nos exemplos como a introdugdo dessa notagao sintética
simplifica o estudo de muitas questdes de divisibilidade.

Defini¢iao

Seja n um inteiro positivo. Dois inteiros a,b chamam-se con-
gruentes modulo n se n divide (a — b). Neste caso escrevemos

a=b (mod n).
Exemplo 11.1

Por exemplo, temos

3 =24(mod 21), pois 21| (3—24),
3 #2(mod 4), pois 41(3—2).

Observacdo 11.1

Temos que
a=b (mod 2) = a, eb tem a mesma paridade.

Sejaa € Z e n inteiro positivo, usando Algoritmo da Divisao



temos
a=qg-n+r, 0<r<n.

Portanto, temos que
a = r(mod n).

Observem que existem apenas n opg¢des para
r:0,1,2,3,...,n—1

Portando qualquer inteiro a é congruente um e apenas um inteiro
entre0en —1.

Teorema 11.1

a,b tem o mesmo
a=b(mod n) <= resto quando duvide
por .

Prova

[=]|Sejaa =b (mod n). Assimn | a —b,logoa —b = k- n. Aplicando Algoritmo da divisdo de
b por n, temos
b=g-n+r, 0<r<n

Assim
k-n=a-b=a—q-n+r
=a=(k+q) - n+r
= a,b tem o mesmo resto quando divide por #.
[<=] Se
a=gy-n+r
b=qy-n+r,
Assim
a—b=(q—4q2)-n,
ou seja

a=b (mod n).
Exemplo 11.2

a)Sea=4-3+1eb=(-7)-3+1,assima,b temo o mesmo resto da divisdo por 3, logo
a=b (mod 3).

b) Por outro lado se, por exemplo 13 = 6(mod?7), assim 13,6 tem o mesmo resto da divisdo por 7.

c) Se 2° = 2(mod30) assim 2° tem o resto 2 quando dividimos por 30.



Teorema 11.2

Sejam: n > 0 um inteiro fixo e a,b,c,d € Z qualquer inteiros. Assim
a) a=a (mod n).
b) Sea =0b (mod n) assim b = a (mod n).
¢) Sea=b (mod n)eb=c(mod n), assim
a=c (mod n).
d) Sea=0b (mod n) ec=d (mod n) assim

a+c=b+d (mod n)
a-c=b-d (mod n).

e) Sea="b (mod n), assim

a+c=b+c (mod n)

a-c=b-c (mod n),
para qualquer inteiro c.

f) Sea = b (mod n) assim
F=pF (mod n),
para todo inteiro positivo k.

Prova
a) Comon | 0= (a—a), assim a = a (mod n).
b) Sea =b (mod n), assim n | (a —b),logon | —(a —b) = b — a também. Portanto b = a (mod n).

c)Sea = b (mod n)eb = ¢ (mod n),assima—b = n-qeb—c = n-gp. Somando estes igual-
dades temos a —c =n- (g1 + q2), logo a = ¢ (mod n).

d)Sea=0b (mod n) ec=d (mod n), assim

a—b=n-q,

c—d=n-qy,
portanto (a+b) — (b+d) =n-(q1 + q2), logo

a+c=b+d (mod n)



Prova

Alem disso temos que

a=b+n-q,
c=d+n-qy,
portanto
a-c= (b+ngy)-(d+ngp)
=b-d+ngic+ ngb+n’q192
=b-d+n-Q,
logo
ac=bd (mod n).
e) temos

a

b (mod n),

¢ =c¢ (mod n),
assim aplicando item d) para estes congruéncias, temos

a+c=b+c (mod n),

ac = be (mod n).

f) Vamos fazer a prova por indugdo. Base
a="b (mod n),

pelo condicéo.
Hipétese. Suponha que
a* = b* (mod n),

Passo. Temos que

@ = b* (mod n),
a="b(mod n),

assim aplicando item d) temos

A1 = 1 (mod n).

Logo a formula vale para todos k.



Exemplo 11.3

Vamos determinar o resto da divisdo de 50

por 26. Escrevendo
500 — 26q + 7,
o problema equivale a determinar o inteiro r tal que 0 < r < 25 e tal que
5% = (mod 26).

Notamos que 52 = 25, isto ¢, 52 = —1 (mod 26). Usando a parte (f) das propriedades, temos que

5% = (—=1)? (mod 26),
isto ¢ 57* = 1 (mod 26). Finalmente, 5°° = (54)15, logo

590 = (1)!% (mod 26),

560

donde o resto da divisdo de 5 por 26 é 1.

Exemplo 11.4

Vamos provar que 41 | (220 — 1). o problema equivale mostrar que
220 =1 (mod 41).

Notamos que

e que 32 = —9 (mod41), isto &, 22 = (—9)* (mod 26), usando a parte (f) das propriedades. Agora
(—9)* = 812, e notamos que 81 = —1(mod41). Assim 812 = 1(mod41). Logo

8120 = (-9)* =812 =1 (mod 41).
Assim 41 | (220 —1).

Exemplo 11.5

Vamos provar que 41 | (220 — 1). o problema equivale mostrar que
220 =1 (mod 41).

Notamos que
220 — (25)4 — 324,

e que 32 = —9 (mod41), isto é,22° = (—9)* (mod 26), usando a parte (f) das propriedades. Agora
(—9)* = 812, e notamos que 81 = —1(mod41). Assim 812 = 1(mod41). Logo

8120 = (—9)* =812 =1 (mod 41).

Assim 41 | (220 —1).



Exemplo 11.6

Vamos provar encontrar o resto da divisdo de
1 +20+ 30+ - +100!
por 12. Notamos que 4! = 24 = 2- 12, assim
4! =0 (mod12)

Semelhante

5/1=4!-5=0-5=0 (mod12)

6!=5-6=0-6=0(mod12)

100! =5!-6 =0-6 =0 (mod12)

Assim, somando, temos

204304+ +1000 =11 +20+3+0+0+--

=9 (mod12).

Logo o resto é 9.

A propriedade e) diz que 4 = b (modn) implique que ac =
bc (modn) para todo c. A reciproca ndo vale em geral. Por exemplo

2-3=2-1(mod4)

mas
3 #£1 (mod4).
Para cancelar o multiplo comum podemos usa o seguinte Teorema

Teorema 11.3

Sea-c=Db-c(mod n) assim
a="b(mod n/d),

onde d = mdc(c, n).

+0



Prova

Temos que

cla—b)=mn-gq, (11.1)
para algum 4. Como d = mdc(c, n) assim existem r, s com mdc(r,s) = 1 tal que

c=dr, n=ds.
Loso s = d/s. Alem disso Equacdo (11.1) implique que

dr(a—b) = dsq,

ou seja
r(a—0b) = sq.

Assim s | r(a — b) e como mdc(r,s) = 1 podemos cancelar r pelo Lema de Euclides, logo s | (a —b),
ou seja
a="b (mod s).

O Teorema implique imediatamente os seguintes Corolarios.

Corolério 11.1

Sea-c=0b-c(mod n)emdc(c,n) =1, assim

a="b (mod n).
Corolario 11.2
Sea-c = b-c(mod p) com p um primo que nio divide c as-
sim

a="b (mod p).

Exercicio 11.1: (Trabalho p/ casa)

Determine o algarismo das unidades de 3'%.

Resposta: 1.

Exercicio 11.2: (Trabalho p/ casa)

Determinar o resto de divisdo de 2°° por 7.
Resposta: 4.
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