Lista 1 com respostas

MATO0120 — 1° SEMESTRE DE 2020

Axiomatica de Z.

Exercicio 1.
Dado um inteiro a, chamamos de valor absoluto de a o numero inteiro designado por |a| e definido por

a, sea=0
la| =
—a, sea<0

Sejam a e b. Provar que

a) la = 0;

b) |a] = 0 se, e somente se, a = 0;
¢) —lal < a<al;

d) |abl =|albl;

e) la+bl<lal+bl;

f) llal = bll < [a —bl.

Solucao 1.
a) Sea > 0,entdo |al]=a>0.Sea < 0,entdo —a >0ela] = —a > 0. Logo |a| >0, Va.
b) (laj =0= a=0): Sea < 0,entdo —a > 0 e|a] = —a > 0 o que é absurdo pela hipétese. Se

a > 0 entdo |a] = a > 0, o que é absurdo pela hipétese. Logo, a = 0.

(la] = 0 <= a = 0): Por defini¢do, |0 = 0.
c) Sea<0,entdo —a >0elal]=—a>0>ae—|al = a. Logo:
—lal = a < |dal.
Se a > 0,entdo |a| = a > 0e —|a] < 0 < a. Logo:
—lal < a =|al.
Juntando as duas informagdes, temos:

—lal < a<]al

d) |abl = 1/(ab)? = Va2b? = Va2vb2 = |d||bl.



e) Do item c¢), temos:
a

b

—|al

—[bl

NN

Somando:
—(la]+ b)) < a+b < lal+|b|

la+ bl < laf +[b]

laj =la—b+b] < la—b|+ b
la| —[bl < fa—bl
la—bl=[b—al > [bl|—lal = —(la| — [b])
—la—bl < [al —1b]

Juntando as duas informagdes, temos:
—la—="bl < lal—[bl < [a—b]

llal = [bll < la— bl

Exercicio 2.
Prove que o conjunto S ={m € Z | 7 < m < 8} é vazio.

Solucao 2.
Primeiro vamos provar que o conjunto S = {s € Z|0 < s < 1} é vazio.

Suponha por absurdo que S # &. Logo, pelo Principio da Boa Ordem, existe um elemento s que é
minimo de S. Assim:
0<s<1

Multiplicando a dupla desigualdade por s, temos: 0 < s? < s < 1

Ou seja, existe um outro elemento s> € S que é menor que s, o que é absurdo, pois s é minimal. Logo,
S=2.

Agora suponha que haja um elemento m em M = {m € Z|7 < m < 8}. Logo, hd um elemento em
{meZ0 <m—7<1} =S, 0que é absurdo. Logo M = &.

Exercicio 3.

Um elemento a € Z é dito inversivel se existir em elemento a’ € Z tal que aa’ = 1. Mostrar que o0s
unicos elementos inversiveis de Z sdao 1 e —1.



Solucao 3.
Sabemos que a # 0 pois 0 - a’ = 0. Assim:

a-a’'=1=]a-d|=]1=laa’| =1.

Mas
lal > 1
e
la’[ > 1,
logo, a tinica forma do produto dar 1 é se |a| = 1, o que implicaque a = 1 ou a = —1.

Inducao Finita.

Exercicio 4.
Prove que se vale o Principio da Indug¢@o Finita, entdo vale o Principio da Boa Ordem.

Solucao 4.

Seja A, = {ai1,as, -+ ,an} um conjunto finito ndo vazio. Para n = 1, temos que A; = {a;} e
a; € claramente elemento minimal de A;. Agora suponha que para n = k > 1, o conjunto Ay =
{a1, as, -+, ax} tenha elemento minimal aj.

O conjunto Ay 11 = AxU{ay .1} possui duas opgoes: ou ay ;1 < ay, o que implica que ay.1 € elemento
minimal de Ay, ou axy1 > aj, o que implica que a; € elemento minimal de Aj. Portanto, por
indugdo, A,, sempre tem elemento minimal.

Exercicio 5.
Prove que se vale o Principio da Indu¢ao Finita (2-da forma), entdo vale o Principio da Boa Ordem.

Solucao 5.

Exercicio 6.
Prove por inducgio que

ni2n+1)(n+1)

a) 124224 ...4+n? 5 ,

> 1;

1 2
b) IP4+234... 40’ = (TL(TL;)) ;o Vnz=>1

¢) (1+h)™>1+nhondeh > 0estdfixadoen > 0.

Solucao 6.

a) Base:n =1
p_Ll@1+D(+1) 13- )
B 6 -6 6




Hipotese: n =k > 1
k(2k+1)(k+1)

PP+22 4. 4K = ;

Passo:n=k+1

K(2k+1) (k+1)
6

_ ““6”) (k(2k+1)+6(k+1)

_(k+1)
6

124224 4 K2+ (k+1)% = +(k+1)?

(2k* 4 7k +6)

_ (k+1) (2k+3) (k+2)
- . .

2 2
= () (2 <

b) Base:n =1

Hipotese: n =k > 1

13 +23 +

k(k+1) )
Passo:n=k+1

B2 13+ (k+1)°

+ (k+1)3

o= (M5
g

1)?

(K*+4(k+1))

2
= (kzl) (K? + 4k +4)

2
= 2 ey g2
_ (MM)
: .

¢) Base:n =0
(1+h)°=1>1+0-h=1
Hipotese: n =k > 1
(14+n)*>1+kh
Passo:n=k+1

(1+h)*T=1+hn*(1+h)
> (1+kh)(1+4h)
=1+ h+kh+kh?
_ 2
=1+ (k+1h+kh?>1+(k+1)h.

>0



Exercicio 7.
Prove por inducio que

(a) n3 4 2n é sempre divisivel por 3;

(b) 5™ — 4n + 15 € sempre divisivel por 16 para todon > 0.
(c) 2n3 + 3n? + 7n é sempre divisivel por 6 para todo n > 0.
(d) 42! + 1 sempre divisivel por 5 para todon > 1.

(e) 622 4 3™+ 4 3n~1 sempre divisivel por 11 para todon > 1.

Solucao 7.

a) Base:n =0 )
0°+2-0=0=0-3

Hipotese: n =k > 1
K*+2k=3tteZ

Passo:n=k+1
(k+1°+2(k+1)=k>+3k%> +3k+ 1+ 2k + 2
=k*+2k+3 (kK* +k+1)
=3t+3(k>+k+1)=3q; qe€Z
b) Base:n =0
50 —4.04+15=14+15=16=1-16

Hipotese: n =k > 1
5 —4k+15=16t;t € Z

Passoon=k+1
51 _4(k4+1)+15=5-5—4(k+1)+15

=5-(5—4k+15) —4(k+1)+15+5-4k—5-15
=516t 4+ 16k — 64 = 16(t + k — 4).

¢) Base:n =0
2.04+3-024+7-0=0=0-6

Hipotese: n =k >0
2k? 4+ 3k? + Tk = 6t;t € Z

Passoon =k +1
2(k+1)°+3k+1)2+7(k+1) =2k>+6k>+6k+2+3k> +6k+3+7k+7

=6t +6 (k* + 2k +2)
= (t+k*+2k+2) =6q; qE€Z



d) Base:n =1
4271 1 =4t 41=5=1-5

Hipotese: n =k > 1
42l 1 =5t tez

Passo:n=k+1
42.(k+1)—1 +1 :42k—1+2_1: 1642k_1
=42 _14+15.4%
=5t+15-4% = (t+3-4%) =5q; qeZ
e) Base:n =1
62124343l =14941=11=1-11

Hipotese: n =k > 1
628243 L3kl 11t teZ

Passo:n=k+1
62'k72+2 + 3k+1+1 + 3k71+1 — 36 . 621(.72 + 3 . 3k+1 + 3 . 3k71
— 62k72 + 3k+1 + Skfl + 35 . 62k72 + 2. 3k+1 + 2. 3k71
=11t +35-36% ' +20- 3%
=11t +5-3 1 (712" +4) (x).

1] (71251 4)?
Base: k =2
712274 4=7.124+4=88=8-11

Hipotese: k =p > 2
7-12P" ' 4+4=11q; q€Z

Passo: k=p+1
7-120 7 b4 =712 120 4 =7 120 4 77 12P
=11q+77 127!
=11(q+7-12°" ) =1Ir; reZ

Voltando a (x):
62k—2+2 | gk+1+1 | gk—1+1 _ 114 1 35. 3651 £ 20.3k1

=11t+5-31. 11r
=11(t+5-3“"4+r1)=1ls; seZ



Exercicio 8.

Sejam a e r dois ndmeros inteiros a; = a,as = a+r,a3 =a+2r,...,a, =a+ (n—1)r,... édita
uma progressao aritmética de razdo r. Prove, utilizando o principio de induc¢do finita, que a soma dos n
primeiros termos de uma progressao aritmética € dada por:

n2a+ (n—1)r)

at+(a+1)+--+(a+n—-1)) = 5

Solucao 8.

Base:n =1
I-(2a+(1—-1)r) 2a+0 .
2 2

Hipotese: n =k > 1
k(2a+ (k—1)1)
2

a1+a2+...+ak:
Passo:n=k+1

k(2a+(2k_1)r) +a+(k+1-1r
k(2a+ (k—1)1) +2a + 2kr

2
2a(k+1) +r((k—1) +2k)

a;t+ag+---+ax+agpr =

2
_2a(k+1)+rk(k+1)
B 2
C(k+1)(2a+ (k+1—-1)7)
= 5 )
Exercicio 9.
Considere a seguinte sequéncia de somas
1 1
21 2
1 2 5

6
1,2 3 23

2!+3!+4!_24
1+2+3+4_@
21 731 41 5 120

e seja P(n) a soma

Determine uma expressio para P(n) e, em seguida, utilizando o Principio da Inducéo Finita, prove a sua
validade paran > 2.



Soluciao 9.

1 2 n—-1 nl—-1
Base:n =2
l_l_?!—1_2—1
20002 2 2
Hipotese: n =k > 2
1 2 k—1 kl—1
SRR T ¥ R
Passoon=k+1
l—l—g—l— +k—l+ k _k!—l+ k
2! 3! k! (k+1)! k (k+1)!
1
= ((k'=1)(k+1)+k
dormn (=D (k1) +8)
1
= (k- k+kl—k—1+k
G (ke +K)
1
= S(kM(k+1)—1
G Kk =1)
o (k+1)—-1
(k+1)!

Exercicio 10.
Prove que se n > 3, entdo a soma dos angulos internos de um poligono regular de n-lados é

(n —2)180°.

Solucao 10.

Base: paran = 3, o poligono convexo € o tridngulo que sabemos da geometria euclidiana elementar que
a soma dos seus angulos internos é 180°, ou seja, S3 = (3 — 2) - 180° = 180°.

Hipdotese: Suponha que a soma dos angulos internos de um poligono convexo com n = k lados seja
Sy = (k—2) - 180°.

Passo: Considere o poligono convexo AgAj - -- Ay comn = k + 1 lados. O poligono AgAs - - - Ay que
se obtém tracando o segmento AyAs tem k lados, consequentemente a soma dos seus angulos internos é
Sy = (k—2) - 180°. Agora a soma dos angulos internos do poligono original serd Sy mais a soma dos
angulos do tridngulo AgA1 A, isto é, Sy11 = Sk + 180° = (k —2) - 180° 4+ 180° = (k + 1 — 2) - 180°.

Exercicio 11.
Sabe-se que a forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi é dada por

z = p(cos 6 + isin 0),

onde ® = argz, p = |z| = v a? + b2. Prove, utilizando o Principio de Indug¢io Finita, a férmula de De
Moivre, isto é, se z = p(cos 0 + isin 0) entdo

z" = p™(cos(nB) +isin(nb)), mneN.



Ay Ag

- . Az
Figura 1: Poligono de k + 1 lados

Solucao 11.
Base:n =1
z! = pl (cos (10) +1-sin (18)) = p(cosO@ +1i-sin(0)) =z

Hipotese: n =k > 1
25 = p* (cos (k0) + 1 - sin (k0))

Passo:n=k+1

2 =2z% . 2t = (p* (cos (kB) + i - sin (kB))) - (p (cosO +1i-5in@)) =

pktt (cos (kO) cos® — sin O sin (kO) +1 - (cos kO sin 0 + sin kO cos 6))

P (cos ((k+1)0) +1-sin((k+1)0))

Exercicio 12.

Prove que

a) a™.aqt =aqmtm, Ym,n € N;

b) (a™)* =a™™, Ym,n € N.
Solucao 12.
Base:n =0 der

a™ o E g™ 1=a™0 =™
Hipotese:n =k >0
a™.af=am*kez
Passo:mn =k +1
def
am™. ak+1 —aqm. (ak (11) _ (am (lk) al = am+k al € am+k+1



Base:n =0
Hipotese: n =k >0

Passo:n=k+1

(@™ = (@™ (@) = @™k g™ = g™ = gD

Exercicio 13.
Prove que x — y divide x™ — y™, para quaisquer inteiros x, y distintos e todon > 1.

Solucao 13.
Base:n =1

Hipotese: n =k > 1

Passoon=k+1
X Rl — o xk gy
:x-xkfx-yker-ykfy-y
k_yk) +yF (x—y)
=x-tlx—y)+y“(x—y)
=(x—y) (xt +y")
=(x—-ylg qeZ

k

:x(x

Exercicio 14.
Para todo inteiro n > 1, prove que

XT].

1
a) —— =1+x+xT+-+x" 1+ ;
1—x 1—x

b) 1+2+2%2+ ... 421 =2™ _ 1 (Dica: use o item anterior).

Solucao 14.

a) Base:n =1
x  l—=x+x 1

1
+1—x 1—x 1—x
Hipotese: n =k > 1
R 1
IT+x+- X"+ —=
1—x 1—x
1 xk

1 k=1 _ _ -
TxAAx 1—x 1—x

10



Passo:n =k +1

k+1 1 k k+1
T x o px gk = N
1—x 1—x 1—x 1—x
ol —xR xR (1 —x) xFE
o 1—x
1
T 1—x
b) Para x = 2, temos:
1 2n 2n
1+2422 4. 42 =~ =—1-"—=2"-1
tat st 1—-2 1-2 -1

Exercicio 15.

Seja n um inteiro positivo. Mostre que

Solucao 15.
a)
n __ N\ w0 L Rt n n— Y\ o,.n
(x+y) —(0)x y +<1>x "yt + +<n_1>x1y 1+<n>xy
Trocando x = 1 ey = —1, temos:
(11)“_( )1n(1)’+< )1“1(1)1+---+< " )11(1)“1+<“>10( n"
1 n—1 n
n __ n 0 n 1! n _q\n—1 n _1\n
o= (§) o () ent e () et ()
= n
O—Z(—ljk(k>
k=0
b)

(x+1)"" = x4+ (1 +x)"

Desenvolvendo cada bindmio separadamente, temos:

2 2 2 2 2
L+ = () (et () o)t (2T

0 1 n 2n—-1 2n
x+1)" = (g>x“+ (T)x“—l 4+t (7:1)"1 - (2)x0
(1+x)“—(n)x0+(n)x1+~-~+( " )x“1+ n)x“

0 1 n—1 n

11



Ao multiplicarmos os dois dltimos, obtemos um polindmio equivalente ao primeiro:

) ) e G L (i)
() (O] ) () s ()

Note que o coeficiente de x™ nos dois polindmios devem ser iguais. Assim:

6 ) = (=)

_|_

Exercicio 16.
Prove por indugdo finita que

n
n

Xn+...+{(g).

)=

(a)
1+1+ +1>13 (n>1)
n+1l n+2 on” 24 ’
®) 1 1 1 +1
n
1—7).(1—7)...(1——):7 1),
( 4 9 n2 2n (n>1)
()
1-11+2- 214+ +n-nl=n+1)!-1,
(d)
1 n 1 P 1 _n
1-2 2.3 n-m+1) n+1’
para todo inteiro positivo n.
Solucao 16.
a) Base:n =2
1+1_14>13
34 247 24
Hipotese: n =k > 2
1 1 n >13
k+1 k+2 2k © 24
Passoon=%k+1
1 " 1 " +1+ 1 n 1 >13+ 1 n 1 1
k+2 k+2 2k 2k+1 2k+2° 24 2k+1 2k+2 k+1
713+ 1 1
24 2k+1  2k+2
13 1 1 13

Z T io okt2

12



b) Base:n =2
Hipotese: n =k > 2

Passo:n=k+1

(=3)-(=5) () (o) -5

1—

k+1
(-5t )
k+1 (k+1)?
k+1
k+1 k? + 2k
(&%)

(k+2)
2(k+1)

¢) Base:n =1
1-11=1

(1+1)—1=21—1=2—-1=1

Hipotese: n =k > 1
1-11+2- 204+ k-kl=(k+ 1)1 -1

Passo:n =k +1

1-1+2-214 - k-k+ (k+1) (k+ 1) =(k+1) =1+ (k+1) (k+1)!
=k+1)!1+k+1)—1
=k+2)(k+1)!—1=(k+2)—1.

d) Base:n =1

Hipotese: n =k > 1
Loy LK
1-2 2.3 k(k+1) k+1

Passoonm =k +1

1 1 1 1 k 1
T2 a3 kD Tk D+ Tkl T ke Dkt 2)
 k(k+2)+1
T (k+1)(k+2)
(k2 + 2k 4 1)
T k+ 1) (k+2)
o (k+1)? k41
Ck+1D)(k+2) k42

13



Exercicio 17.
(a) Sejam
Qnt1 =3an — 2an-1,

paratodon > 1com ag = 2 e a; = 3. Mostre que
an =2 +1,
paratodon > 0.

(b) Sejam
bn+1 =3bn — 2bn717

paratodon > 1 com by =0 e b; = 1. Mostre que
bn =2"—1,
paratodon > 0.

(c) Sejam
Fn+1 = Fn + anla

paratodon > 1 com Fy = 0e F; = 1. Mostre que
1) FL=FupiFo = (1)

2) Fn+1Fn+2 - FnFn+3 = (_1)n7

para todo n.
Solucao 17.
a) Base:

n=20:

2041=2=aq
n=1:

2lr1=3=q
Hipotesen > k > 1

Ay = 2k +1

Passo:n=k+1

Qg2 = 3a — 2a, =3 (2T +1) —2 (2% + 1)
:3.2k+1+3_2k+1_2

=2.2%1 41
=282 1.
b) Base:
n=20:
20 _1=0=hb,
n=1
2l —1=1=0b,

14



Hipotese:n >k > 1

b =2—1

Passoon =k +1

b =3byyr —2b =3 (281 —1) —2 (2% —1)
=328 —3 -2 19

:2‘2k+1_1:2k+2_1'

c)
Fo=F+F=14+0=1
Fs=Fy+F =1+1=2
Fs=F3+F=24+1=3
Fs=F4+F3=34+2=5
Base: n = 2:

B2 oFyF =12-2.1=—1=(—1)>"

Hipotese:n >k > 1
F2 — FipiFier = (1)

Passo:n=k+1

Fi 1 — FreaoFe =Fp — (Fi + Fi) Fe
=P —Fe P — R
=Fi1 (Fesr — F) — Fp
=Fi1Fer — Fp
= —(Ff —FrpaFia)

o (71)k+1 _ (71)k+2 )

Base: n = 2:
FsFy—FoF5=2.3—1.5=1=(—1)°
Hipotese: n =k
Fier1Fiers — FicFiers = (—1)"

Passo:n=k+1

FroFiys — FrpiFrga = (Fie + Frr1) Firs — Fierr (Fig2 + Fiers)

= FeFris + FrepiFers — FepaFrere — FeriFeas

= FeFrgs — FepiFire
= —(Frq1Fye — FeFiys)
=—(—1)k = (—1)*+

15



