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Resumo

A operacéo de produto entre objetos permite reunir informagdo sobre eles. Sua definigdo em
geral se baseia em uma propriedade universal. Neste trabalho, faremos no caso de variedades
afins e variedades projetivas. Neste tltimo, o chamado Segre Embedding serd fundamental.

1 Variedades Algébricas Afins

Seja k um corpo algebricamente fechado. Denotamos o conjunto k™ por A". Ele é chamado espago
afim n-dimensional sobre £. Um subconjunto X de A} ¢ uma variedade algébrica afim se existem
fi,ooo fr € K[z, ..., xy,] tais que

X =A{(a1,...,an) € A" | fi(ar,...,an) =0,1<i <k}

Dado um subconjunto S de k[z1, ..., z,], definimos Z(.S) como sendo o subconjunto de A" con-
sistindo dos pontos a que anulam todos os polindmios de S. Se I é o ideal gerado por S, entdo
temos Z(S) = Z(I). Como k[z1,...,z,| € um anel noetheriano, segue que Z(I) é uma variedade

algébrica afim. Portanto, X é uma variedade algébrica afim se e somente se X = Z(I) para algum
ideal I de k[x1,...,zy].

Assim como em outras areas da Matematica, além de estarmos interessados em estudar os ob-
jetos, queremos entender como eles se relacionam. Assim, precisamos definir mapas (morfismos)
entre estes objetos.

Como as variedades algébricas afins estdo diretamente ligadas a polindmios, a seguinte definicdo
é razodvel.

Defini¢do 1. Sejam V' C A" e W C A™ duas variedades algébricas afins. Uma fungdo ¢ : V. — W
é um morfismo se existem py,...,pm € k[z1,...,z,] tais que

Qp(al, ... 7a7’b) == (pl(a17 .. 7an)7 [ 7pm(a17' . -7an))
para todo (ai,...,a,) € V.

Ou seja, um morfismo entre variedades algébricas afins é simplesmente a restricdo de um mapa
polinomial entre os espagos ambientes.

No6s sabemos que a cole¢do das variedades algébricas afins satisfazem as propriedades dos
fechados de uma topologia. Esta topologia é chamada topologia de Zariski. Devido ao caréter
polinomial dos morfismos, temos o seguinte resultado

Proposic¢ao 1. Sejam V' C A" e W C A™ variedades algébricas afins. Entdo, um morfismo ¢ : V' —
W é um mapa continuo, considerando V' e W com as topologias induzidas pelas topologias de
Zariski de A" e A™, respectivamente.
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Demonstragio. E suficiente mostrar que ¢~ (X) é fechado em V se X é fechado em . Como W é
fechadoem A", X também é fechadoem A™. Seja @ : A™ — A™ o mapa polinomial “induzido”pelo
morfismo ¢. Entdo, se X = Z(f1,..., fx) com f; € k[z1,...,zy], segue que

O NX)=Z=Z(filp1,-.-.Pm)s-- -+ fu(DP1s- - Pm))-

De fato, se a € ®~!(X), entdo ®(a) = (p1(a),...,pm(a)) € X. Dai, temos

fi(pl(a)a e apm(a)) =0 1 S 1 S k

Ou seja, a € Z. Por outro lado, se a € Z, entdo ®(a) = (pi1(a),...,pm(a)) anula os polindmios
fi,--+, fr- Logo, ®(a) € X e segue que a € d~1(X).
Assim, ®71(X) é fechado e concluimos que p~}(X) = VN &~ 1(X) é fechadoem V. O

Um morfismo de uma variedade algébrica afim V para k = Al é chamado fungdo regu-
lar. Um propriedade que os morfismos satisfazem é que eles preservam fungdes regulares “por
composigao”:

Proposicdo 2. Sejam V' C A™ e W C A™ variedades algébricas afins. Seja ¢ : V. — W um
morfismo. Se o : W — k é uma fungao regular, entdo avo ¢ : V' — k é uma fungdo regular.

Demonstragdo. Seja ¢ um polindmio tal que o(z1,...,zm) = ¢(z1,...,2n). Entdo, se o morfismo ¢
é composto pelos polindmios py, . .., pm, i.e., se

QD(.’L'l, o 71:77,) - (pl(Z'l; .. 7xn)7- .. 7pm(x17 o 71.71))7

entdo
(o)1, yxn) = q(p1(x1,- oy Tpn)ye oy P (X1, ooy Tp))-

Como q(p1, - .., pm) € um polindmio, segue que « o ¢ é uma fungdo regular. O
De fato, as Proposi¢des 1 e 2 nos ddo uma caracterizagdo dos morfismos.

Teorema 1. Uma fungdo ¢ : V' — W entre duas variedades algébricas afins V C A" e W C A™ é
um morfismo se e somente se ele satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ¢ é um mapa continuo (considerando V' e W com as topologias de Zariski)
(2) ao F é uma fungdo regular para toda a : W — k regular.

Demonstragio. Se ¢ : V. — W é morfismo, segue das Proposicdes 1 e 2 que ¢ satisfaz as proprieda-
des (1) e (2).

Reciprocamente, suponha que ¢ satisfaz (1) e (2). Para cada 1 < i < m, a projegdo na i-ésima
coordenada 7; : W — k é uma fungdo regular. Logo, m; o ¢ : V' — k é uma fungdo regular e existe
um polinémio p; € k[z1,...,z,] tal que

(miop)(at,...,an) =pi(al,...,an).

Portanto
olar,...,an) = (pr(at, ... an)y ..., pmla, ..., an))

e concluimos que ¢ é morfismo. O
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2 Variedades Algébricas Projetivas

Novamente fixamos um corpo k algebricamente fechado. Seja P"* o espago projetivo n-dimensional
sobre k. Ele é construido da seguinte forma. Defina em £"1\{0}, a seguinte relacdo de equi-
valéncia

(@, ..., an) ~ (bo,...,by) <= INe€k*talquea; =Xb; 0<i<n.

Entdo, P" é o conjunto das classes de equivaléncia de k" 1\ {0}. Ele também pode ser identificado
como o conjunto das retas (i.e. subespacos de dimensao 1) que passam pela origem em k"1,

A classe de equivaléncia do ponto (ao, . .., a,) serd denotada por (ag : - - - : ap).

Aqui, também temos o conceito de variedade algébrica. Porém, os polindmios utilizados para
definir eles ndo podem ser escolhidos arbitrariamente. Seja f(xo,...,z,) € k[zo,...,z,]. Se que-
remos que (ag : - - : a,) seja um “zero”de f, entdo devemos ter

f(Aag, ..., ap,) =0 VA€ k™

Agora, escreva f como
f=f+fi+-+fa

onde f; € um polindmio homogéneo de grau k. Eles sdo unicamente determinados por f e sdo
chamados partes homogéneas. Entdo, temos

folag, ... an) + Afi1(ao, ..., an) —|—~-+)\dfd(ao,...,an) =0 VXAek™
Fazendo uy = fr(ao, ..., an), segue que o polindmio

u0+u1t+---+udtd€k[t]

possui infinitas raizes, pois k € infinito. Portanto, u, = 0, ou seja, fx(ao,...,an) = 0 para cada k.
Entédo, reduzimos o problema a polindmios homogéneos. Neste caso, ndo temos ambiguidade,
pois se f é homogéneo de grau d e f(ao,...,a,) =0, entdo

f(Xag, ..., han) = N f(ag,...,an) =0 YA€k

e podemos dizer que (ag : - - : a,) é um zero de f.
Portanto, se (ag : - - - : a,) anula f, entdo ele anula suas partes homogéneas. Assim, fazemos a
seguinte definigdo:

Defini¢do 2. Um subconjunto Z de P" é uma variedade algébrica projetiva se existem f1,..., fi €
k[zo, ..., z,] homogéneos tais que
Z=A{(ap:--:an) €P"| filar,...,a) =0,1 <7<k}
Em geral, se S C k[zo,...,z,] € um conjunto de polindmios homogéneos, definimos Z(S)

como sendo o conjunto de pontos de P" que anulam cada polindmio de S. Entdo, podemos
estender a definicdo de Z(S) para ideais gerados por polindmios homogéneos. Tais ideais sdo
chamados homoggéneos.

Se I é um ideal homogéneo, entdo ele é gerado por um conjunto S de polindmios homogéneos.
Sabemos que I ¢ finitamente gerado, logo existem fi, ..., fr que geram I. Porém, ndo sabemos se
os fi sdo homogeéneos. A seguinte proposigdo resolve o problema:

Proposicdo 3. Seja I um ideal homogéneo de k[xo, ..., z,]. Se f € I, entdo suas partes homogéneas
também estdo em 1.
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Demonstragio. Seja I um ideal homogéneo e S C k[zo,...,z,] um conjunto de polindmios ho-
mogéneos geram I. Se f € I, entdo

f=g1th1+ -+ grhs

para certos g1, ..., gx € k[xo,...,xy] € h1,...,h; € S. Se d > 0, entdo a componente de grau d de

f serd igual a
fa= > bihi
0<i<k,degh;<d

onde cada h; tem grau d; menor ou igual que d e b; é a componente de grau d — d; de g;.
Portanto, f; € I e segue que todas as partes homogéneas de f estdo em /. ]

Portanto, as partes homogéneas de cada f;, geram I e concluimos que Z C P" é uma variedade
algébrica projetiva se e somente se Z = Z(I) para I ideal homogéneo.

Assim, como no caso de variedades algébricas afins, queremos definir morfismos entre varie-
dades algébricas projetivas. Uma primeira tentativa seria imitar a defini¢do no caso afim, ou seja,
definir um morfismo ¢ : V' — W entre as variedades projetivas V' C P" e W C P™, fornecendo

uma lista de polindmios p1, . . ., pn,. Para isso, eles precisam ser homogéneos e também de mesmo
grau, pois neste caso
(p1(Aa) : - pm(Aa)) = N¥pi(a) : - Appm(a) = (pi(a) : - : pm(Xa)) YaeV,\ek*

Porém, temos um problema. Ha a possibilidade de existir um ponto p € V' que anule todos os p;,
0 que ndo nos dd um ponto vélido, pois ndo existe (0 : --- : 0) em P™. De fato, o conjuntos dos
pontos que ndo anulam todos os polindmios p; formam um aberto de P". Logo, a fungdo

w:(ag: - :an)— (prlag,...,an) - :pmlag,...,an))

estd definida em um aberto de V. Entdo, para podermos cobrir todo o V' precisamos de mais
fungdes como acima. Assim, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3. Sejam V' C P" e W C P variedades algébricas projetivas. Uma fungdo ¢ : V. — W
¢ um morfismo se existe uma cobertura aberta {U; };c; € uma funcéo f; : U; — W paracadai € [
que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Paracada i € I, existem polindmios homogéneos de mesmo grau py, . . ., py, tais que
fi(a() e an) = (pl(QOa-“aan) Lo :pm(a(b"wan)) V(ao : "':an) ev

(i) Sei,j € I sdo tais que U; N U; # @, entdo fi(a) = f;(a) para todo a € U; N U;.

Definimos uma fungéo regular o : V' — k de maneira andloga a acima.

3 Uma breve passagem pelas categorias

Como dissemos na primeira segdo, é importante entender os objetos e como eles se relacionam. A
definicdo seguinte nos d4 uma maneira precisa de enunciar essa ideia:

Definicao 4. Uma categoria C consiste em:

¢ Uma colegdo Obj(C) cujos elementos sdo chamados objetos de C.
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e Paracada para (A, B) de objetos de C, um conjunto de morfismos denotado por Hom¢ (A, B).
Um elemento f serd denotado frequentemente por f : A — B.

Para cada tripla de objetos X, Y, Z de C, existe uma lei de composigdo

Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home (X, Z)
(f,g)—=gof

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Para cada X € Obj(C), existe um elemento idx € Hom¢ (X, X) chamado morfismo identi-
dade tal que pra quaisquer Y, Z € Obj(C), temos

foidx=f e idxog=yg
para quaisquer f € Hom¢(X,Y) e g € Home(Z, X).

(ii) Para toda quadrupla de objetos X, Y, Z, W vale a associatividade

(fog)oh=fol(goh)
para quaisquer f € h € Hom¢(X,Y), g € Home(Y, Z) e h € Home(Z, W).
Alguns exemplos de categorias sdo:
* Grp - 0s objetos sdo os grupos e os morfismos sdo 0os homomorfismos.
* Top - os objetos sdo os espagos topolégicos e os morfismos sao os mapas continuos.
* R—Mod - os objetos sdo os R-médulos, com R anel, e os morfismos sdo os mapas R-lineares.

Os exemplos mais importantes aqui serdo: a categoria das variedades algébricas afins onde os
morfismos sdo aqueles descritos na Definicdo 1 e a categoria das variedades algébricas projetivas
como morfismos como na Defini¢ao 3.

Uma construcdo que tera destaque neste trabalho é o produto de dois objetos. Vamos usar
como exemplo, a categoria Sets dos conjuntos. Se A e B sdo dois conjuntos, o produto de A e B é
simplesmente o produto cartesiano

AxB=A{(a,b):ac A be B}
Porém, poderiamos chamar de produto o conjunto
AlB={alb:ac A, be B}

De fato, existe uma correspondéncia evidente entre A x B e A|B. Assim, queremos uma defini¢do
intrinseca de produto. Ele de certa forma retine os conjuntos A e B, no seguinte sentido: Se
temos duas fungdes f : C — Aeg : C — B, entdo podemos juntd-las em uma tinica fungdo
fxg:C — Ax B. Reciprocamente, se temos uma fun¢do h : C' — A x B, obtemos naturalmente
duas fungdes hy : C — Ae hp : C = B, "projetando” A x B em A e B respectivamente.

Segue abaixo a defini¢ao de produto:
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Defini¢do 5. Sejam A e B dois objetos de uma categoria C. Uma tripla (P, 74, 75), onde P é um
objetoemy : P — A, g : P — B sdo morfismos, é chamada produto de A e B se satisfaz a
seguinte propriedade universal:

Dado um objeto X e morfismos o : X — Ae 5 : Y — B, existe um tinico morfismo 6 : X — P
talquea =m4060e B =mpod.

E claro que podem existir varios produtos de A e B (isto quando existir algum). Porém, eles
sdo essencialmente os mesmos:

Proposicdo 4. Sejam A, B objetos de uma categoria C. Se (P, ma,7g) e (Q, pa, pp) sdo produtos
de A e B, entdo existe um tinico isomorfismo (morfismo que possui inverso) ¢ : P — Q@ tal que

pa=mpobepp=mpolb.

Assim, todos os produtos sdo (unicamente) isomorfos e podemos nos referir a um deles como

v

sendo “0” produto de A e B.

4 Produto de Variedades Algébricas

Com a defini¢do de produto em méaos, vamos aplicé-la as nossas categorias. No caso de variedades
algébricas afins, a definigdo é bem simples

Proposicdo 5. Sejam V C A" e W C A™ variedades algébricas afins. Entdo, V x W C A"*t™ ¢
uma variedade algébrica afim. Além disso, se my : V x W — V é a projecdo nas primeiras n
coordenadas e myy : V x W — W é a projegdo nas ultimas m coordenadas, entdo (V' x W, my, )
é o produto de V' e W dentro da categoria das variedades algébricas afins.

Demonstragio. Sejam fi, ..., fy € k[z1,...,z,) taisqueV = Z(f1,...,fr)€g1,--.,9s € k[y1, .., Ym]
tais que W = Z(g1, ..., gs). Entdo, o subconjunto V x W C A"+ é exatamente o conjunto de zeros
do conjunto {fi,..., fr,91,.-.,9s} identificado em k[z1,...,Zn,y1,...,ym]. Logo, V x W é uma
variedade algébrica afim.

E evidente que os mapas 7y e 7y sdo morfismos. Resta mostrar que a tripla (V x W, my, my)
é de fato o produtode Ve W.

Seja Z C Al uma variedade algébrica afim com morfismos py : Z — V e pw : Z — W. Entdo,
existem polindmios p1,...,p, € qi,. .., g tais que

pv (1, mp) = (pr(@1, - @), pa(@1, - @)

pW(x17""xZ) = (ql(x:l?"‘?xl)?'"’qm(x17""xl))

Sef:7Z —V xW étal que my o § = py e myy 0 0 = py entdo devemos ter

0(z1,..., o) = (pr(@1, - 20), -y Pa(@1, - @), @1, - @), @1, -5 2)

E isto é de fato um morfismo. O
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No caso de variedades algébricas projetivas, o procedimento acima ndo é possivel. De fato,
ndo ha uma identificacdo imediata de P" x P™ em algum espaco projetivo. A seguinte e tltima
se¢do apresenta uma maneira de resolver esta situagdo.

5 Segre Embedding

O chamado Segre Embedding é uma maneira de identificar o produto de dois espagos projetivos
dentro de um espago projetivo. A defini¢do é dada a seguir:

Defini¢do 6. Sejam n, m > 1 inteiros. O mergulho de Segre ou Segre Embedding é definido por
S ) S A
((o:--:@n), (Y011 ym)) = (2i5)0<i<n0<i<m
onde z;; = z;y;.

Uma das propriedades de o0, ,, é dada pela seguinte

Proposigdo 6. A imagem o, ,,(P" x P™) C Pm+D+1)-1 ¢ yma variedade algébrica projetiva
definida pelas equagdes

Zija — zazky =0 0< 4,k <n,0<4,1<m.

Demonstragdo. Seja ¥ C P(m+1(n+1)—1 3 variedade algébrica projetiva definida pelos polindmios
acima. Entdo, é claro que o, ,(P" x P"™) C ¥. Vamos mostrar a outra inclusdo e isto finaliza a
demonstracao.

Seja (a;j) € X. Entdo, existem 0 < ig < ne 0 < jy < m tais que a;,j, # 0. Assim, podemos
supor que a;,j, = 1 e temos que

i = 1G5, = Qijoliqr 0 <1< m, 01 <m.

Dai, concluimos que

(aij) = onm((aojo + + ¢ anjo)s (@ig0 =+ & Gigm))-
O
Denotamos oy, ,,, (P" x P™) por ¥, ,,, e chamamos de uma variedade de Segre.
Para cada 0 < k < n, temos o seguinte aberto de ¥, ,,:
U, = {(Zij) € En,m | (Zok, ceey an) 75 (0, . ,0)}
e uma fungdo ¢y, : Uy — P" dada por vr((2ij)) = (206 : -+ : Znk)- E facil verificar que 0s @y,
constituem um morfismo 7, : ¥,, ,, = P" chamado projegdo em P".
De maneira anéloga, para 0 < k < m, temos o aberto
Vi = {(Zij) € En,m | (Zko, ey ka) 75 (0, - ,O)}
e uma funcdo vy, : Vi, — P™ dada por ¥5,((2i5)) = (2ko : -+ : 2km). Os morfismos 1)), constituem

um morfismo 7y, : X, ,, — P™ chamado projecdo em P™.
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Proposicdo 7. o, : P* x P™ — %, ,, € uma bije¢do com inversa dada por

7((2i5)) = (mn((2i5))s mm ((2i5)))

Demonstragdo. Ja sabemos pela proposigdo anterior que oy, ,, : P P — 3, ,, é sobrejetor. Assim,
é suficiente mostrar que 7 o oy, ,, é a identidade de P™ x P™.
Sejamz = (xg:---:x,) €EP"ey=(yo:---:ym) € P™. Entdo

nm (2, y) = (aij)o<i<n,0<j<m

onde a;; = x;y;. Sabemos que existem 0 < iyp < ne0 < jyp < m tais que z;, e y;, sdo diferentes de
zero. Assim, segue que

mn((aiz)) = (aojo : -+t anjy) = (T0Yjo * +++ * TnYjy) =
e
Tm((aij)) = (@igo = =+ & Gigm) = (TigYo * * * TigYm) = Y-
Portanto, 7(o(z,y)) = (x,y). O

E finalmente:

Proposicdo 8. Sejam V' C P" e W C P™ variedades algébricas projetivas. Entdo, o, (V' x W) C
P(m+1)(+1)=1 ¢ yma variedade algébrica projetiva. Além disso, se 7y e 7y sdo as restrigdes de 7,
e T, respectivamente, a o, ,(V x W), a tripla (o »(V x W), my, mw) é o produto de V e W na
categoria das variedades algébricas projetivas.

Demonstragio. Primeiro, vamos provar que o, ,,(V x W) C P+ D +1)=1 & yma variedade algébrica
projetiva. Para isto é suficiente mostrar que oy, ,, : P* x P™ — ¥, ,,, € um mapa “aberto”, i.e., que
se A C P" e B C P™ sao abertos, entdo o, (A x B) é aberto em X, ,.

De fato, isto implica que se VVC P" e W C P™ sdo variedades algébricas projetivas, entdo pela
Proposigdo 7, temos a seguinte unido disjunta:

Sm = Opm(P? X P™) = 0 m(V x W)UU

onde U = oy, ((P"\V) X P™) U 0y 1 (P" x (P™\W)). Dali, teriamos que U é aberto em %,, ,,, e
concluimos que o, (V x W) é fechado em %,, ,,,, e o resultado segue.
Seja (z,y) € A x B. Entdo, existem F' € k[Xy,...,X,],G € k[Yp,...,Y,,] polindmios ho-
mogeéneos tais que
re€DF)CA e yeDG) CB,

onde D(F'), D(G) sdo os complementares de Z(F') e Z(G), respectivamente. Suponha sem perda
de generalidade que z = (z¢ : --- : xy) ey = (Yo : -+ : Ym) com zg,yo # 0. Entdo, podemos
diminuir os abertos e tomar D(XoF') e D(YyG) em vez de D(F') e D(G).

Afirmamos que o aberto

D = D(T(]Of?(’_z—bo7 - ,Tno)G(Too, A ,Tom)) N En,m-
estd contido em oy, = (D(XoF') X D(YpG)). Se (2i5) € D, entdao temos

200, (200, - - -, 2n0), G(200, - - - » Zom) # 0
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Dai, segue que

T (2i3)) = (ma((24))), T ((235))) = (200 : -+~ : 2zom), (200, - - - , 20m))
e isto implica que (z;;) = opm(z,y) com z € D(XoF) ey € D(YoG). Portanto, o, (A x B) é
aberto em X, .

Como m,, T, sdo morfismos, suas restrigdes a o, ,,(V x W) também serdo morfismos. E fi-
nalmente, vamos provar que a tripla (o, (V' x W), my, ) satisfaz a propriedade universal de
produto.

Seja Z C P! uma variedade algébrica com morfismos o : Z — V e 3 : Z — W. Entdo, existem
coberturas abertas {A; }icr, {Bj}jes de Z tais que:

¢ Existem polindmios homogéneos de mesmo grau p; o, . . ., pi » tais que

alag : -+ ay) = (piolao,.-.,a) : - - pinlag,...,a;)) V(ag:---:a) € A;.
¢ Existem polindmios homogéneos de mesmo grau g;, - - ., ¢j,m tais que

alag : -+ a;) = (gjolao,...,a;) : -+ ¢jmlao,...,a1)) Y(ag:---:a;) € By.

Assim, se 0 : W — o, (V x W) étal que my 0 § = ace myy 0 § = 3, devemos ter:

Blag: -+ ar) =7 H(my(alag: -+ ap)), mw(Blag : -+ ar)))
= onm(alao: - a), Blag: - ar))
= (pir(ao - a)gzs(ao s -+ ar))o<reno<s<m
para (ag : --- : a;) € U; NVj. Isto nos dd uma colecdo de mapas compativeis que nos da um
morfismo.
O
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