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Resumo

A operação de produto entre objetos permite reunir informação sobre eles. Sua definição em
geral se baseia em uma propriedade universal. Neste trabalho, faremos no caso de variedades
afins e variedades projetivas. Neste último, o chamado Segre Embedding será fundamental.

1 Variedades Algébricas Afins

Seja k um corpo algebricamente fechado. Denotamos o conjunto kn por An. Ele é chamado espaço
afim n-dimensional sobre k. Um subconjuntoX de Ank é uma variedade algébrica afim se existem
f1, . . . , fk ∈ k[x1, . . . , xn] tais que

X = {(a1, . . . , an) ∈ An | fi(a1, . . . , an) = 0, 1 ≤ i ≤ k}

Dado um subconjunto S de k[x1, . . . , xn], definimos Z(S) como sendo o subconjunto de An con-
sistindo dos pontos a que anulam todos os polinômios de S. Se I é o ideal gerado por S, então
temos Z(S) = Z(I). Como k[x1, . . . , xn] é um anel noetheriano, segue que Z(I) é uma variedade
algébrica afim. Portanto, X é uma variedade algébrica afim se e somente se X = Z(I) para algum
ideal I de k[x1, . . . , xn].

Assim como em outras áreas da Matemática, além de estarmos interessados em estudar os ob-
jetos, queremos entender como eles se relacionam. Assim, precisamos definir mapas (morfismos)
entre estes objetos.

Como as variedades algébricas afins estão diretamente ligadas a polinômios, a seguinte definição
é razoável.

Definição 1. Sejam V ⊆ An e W ⊆ Am duas variedades algébricas afins. Uma função ϕ : V → W
é um morfismo se existem p1, . . . , pm ∈ k[x1, . . . , xn] tais que

ϕ(a1, . . . , an) = (p1(a1, . . . , an), . . . , pm(a1, . . . , an))

para todo (a1, . . . , an) ∈ V .

Ou seja, um morfismo entre variedades algébricas afins é simplesmente a restrição de um mapa
polinomial entre os espaços ambientes.

Nós sabemos que a coleção das variedades algébricas afins satisfazem as propriedades dos
fechados de uma topologia. Esta topologia é chamada topologia de Zariski. Devido ao caráter
polinomial dos morfismos, temos o seguinte resultado

Proposição 1. Sejam V ⊆ An e W ⊆ Am variedades algébricas afins. Então, um morfismo ϕ : V →
W é um mapa contı́nuo, considerando V e W com as topologias induzidas pelas topologias de
Zariski de An e Am, respectivamente.
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Demonstração. É suficiente mostrar que ϕ−1(X) é fechado em V se X é fechado em W . Como W é
fechado em An,X também é fechado em An. Seja Φ : An → Am o mapa polinomial ”induzido”pelo
morfismo ϕ. Então, se X = Z(f1, . . . , fk) com fi ∈ k[x1, . . . , xm], segue que

Φ−1(X) = Z := Z(f1(p1, . . . , pm), . . . , fk(p1, . . . , pm)).

De fato, se a ∈ Φ−1(X), então Φ(a) = (p1(a), . . . , pm(a)) ∈ X . Daı́, temos

fi(p1(a), . . . , pm(a)) = 0 1 ≤ i ≤ k

Ou seja, a ∈ Z. Por outro lado, se a ∈ Z, então Φ(a) = (p1(a), . . . , pm(a)) anula os polinômios
f1, . . . , fk. Logo, Φ(a) ∈ X e segue que a ∈ Φ−1(X).

Assim, Φ−1(X) é fechado e concluı́mos que ϕ−1(X) = V ∩ Φ−1(X) é fechado em V .

Um morfismo de uma variedade algébrica afim V para k = A1 é chamado função regu-
lar. Um propriedade que os morfismos satisfazem é que eles preservam funções regulares ”por
composição”:

Proposição 2. Sejam V ⊆ An e W ⊆ Am variedades algébricas afins. Seja ϕ : V → W um
morfismo. Se α : W → k é uma função regular, então α ◦ ϕ : V → k é uma função regular.

Demonstração. Seja q um polinômio tal que α(x1, . . . , xm) = q(x1, . . . , xm). Então, se o morfismo ϕ
é composto pelos polinômios p1, . . . , pm, i.e., se

ϕ(x1, . . . , xn) = (p1(x1, . . . , xn), . . . , pm(x1, . . . , xn)),

então
(α ◦ ϕ)(x1, . . . , xn) = q(p1(x1, . . . , xn), . . . , pm(x1, . . . , xn)).

Como q(p1, . . . , pm) é um polinômio, segue que α ◦ ϕ é uma função regular.

De fato, as Proposições 1 e 2 nos dão uma caracterização dos morfismos.

Teorema 1. Uma função ϕ : V → W entre duas variedades algébricas afins V ⊆ An e W ⊆ Am é
um morfismo se e somente se ele satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ϕ é um mapa contı́nuo (considerando V e W com as topologias de Zariski)

(2) α ◦ F é uma função regular para toda α : W → k regular.

Demonstração. Se ϕ : V →W é morfismo, segue das Proposições 1 e 2 que ϕ satisfaz as proprieda-
des (1) e (2).

Reciprocamente, suponha que ϕ satisfaz (1) e (2). Para cada 1 ≤ i ≤ m, a projeção na i-ésima
coordenada πi : W → k é uma função regular. Logo, πi ◦ ϕ : V → k é uma função regular e existe
um polinômio pi ∈ k[x1, . . . , xn] tal que

(πi ◦ ϕ)(a1, . . . , an) = pi(a1, . . . , an).

Portanto
ϕ(a1, . . . , an) = (p1(a1, . . . , an), . . . , pm(a1, . . . , an))

e concluı́mos que ϕ é morfismo.
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2 Variedades Algébricas Projetivas

Novamente fixamos um corpo k algebricamente fechado. Seja Pn o espaço projetivo n-dimensional
sobre k. Ele é construı́do da seguinte forma. Defina em kn+1\{0}, a seguinte relação de equi-
valência

(a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn) ⇐⇒ ∃λ ∈ k∗ tal que ai = λbi 0 ≤ i ≤ n.

Então, Pn é o conjunto das classes de equivalência de kn+1\{0}. Ele também pode ser identificado
como o conjunto das retas (i.e. subespaços de dimensão 1) que passam pela origem em kn+1.

A classe de equivalência do ponto (a0, . . . , an) será denotada por (a0 : · · · : an).
Aqui, também temos o conceito de variedade algébrica. Porém, os polinômios utilizados para

definir eles não podem ser escolhidos arbitrariamente. Seja f(x0, . . . , xn) ∈ k[x0, . . . , xn]. Se que-
remos que (a0 : · · · : an) seja um ”zero”de f , então devemos ter

f(λa0, . . . , λan) = 0 ∀λ ∈ k∗.

Agora, escreva f como
f = f0 + f1 + · · ·+ fd

onde fk é um polinômio homogêneo de grau k. Eles são unicamente determinados por f e são
chamados partes homogêneas. Então, temos

f0(a0, . . . , an) + λf1(a0, . . . , an) + · · ·+ λdfd(a0, . . . , an) = 0 ∀λ ∈ k∗.

Fazendo uk = fk(a0, . . . , an), segue que o polinômio

u0 + u1t+ · · ·+ udt
d ∈ k[t]

possui infinitas raı́zes, pois k é infinito. Portanto, uk = 0, ou seja, fk(a0, . . . , an) = 0 para cada k.
Então, reduzimos o problema a polinômios homogêneos. Neste caso, não temos ambiguidade,

pois se f é homogêneo de grau d e f(a0, . . . , an) = 0, então

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an) = 0 ∀λ ∈ k∗

e podemos dizer que (a0 : · · · : an) é um zero de f .
Portanto, se (a0 : · · · : an) anula f , então ele anula suas partes homogêneas. Assim, fazemos a

seguinte definição:

Definição 2. Um subconjunto Z de Pn é uma variedade algébrica projetiva se existem f1, . . . , fk ∈
k[x0, . . . , xn] homogêneos tais que

Z = {(a0 : · · · : an) ∈ Pn | fi(a1, . . . , ak) = 0, 1 ≤ i ≤ k}

Em geral, se S ⊆ k[x0, . . . , xn] é um conjunto de polinômios homogêneos, definimos Z(S)
como sendo o conjunto de pontos de Pn que anulam cada polinômio de S. Então, podemos
estender a definição de Z(S) para ideais gerados por polinômios homogêneos. Tais ideais são
chamados homogêneos.

Se I é um ideal homogêneo, então ele é gerado por um conjunto S de polinômios homogêneos.
Sabemos que I é finitamente gerado, logo existem f1, . . . , fk que geram I . Porém, não sabemos se
os fk são homogêneos. A seguinte proposição resolve o problema:

Proposição 3. Seja I um ideal homogêneo de k[x0, . . . , xn]. Se f ∈ I , então suas partes homogêneas
também estão em I .
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Demonstração. Seja I um ideal homogêneo e S ⊆ k[x0, . . . , xn] um conjunto de polinômios ho-
mogêneos geram I . Se f ∈ I , então

f = g1h1 + · · ·+ gkhk

para certos g1, . . . , gk ∈ k[x0, . . . , xn] e h1, . . . , hk ∈ S. Se d ≥ 0, então a componente de grau d de
f será igual a

fd =
∑

0≤i≤k,deg hi≤d
bihi

onde cada hi tem grau di menor ou igual que d e bi é a componente de grau d− di de gi.
Portanto, fd ∈ I e segue que todas as partes homogêneas de f estão em I .

Portanto, as partes homogêneas de cada fk geram I e concluı́mos que Z ⊆ Pn é uma variedade
algébrica projetiva se e somente se Z = Z(I) para I ideal homogêneo.

Assim, como no caso de variedades algébricas afins, queremos definir morfismos entre varie-
dades algébricas projetivas. Uma primeira tentativa seria imitar a definição no caso afim, ou seja,
definir um morfismo ϕ : V → W entre as variedades projetivas V ⊆ Pn e W ⊆ Pm, fornecendo
uma lista de polinômios p1, . . . , pm. Para isso, eles precisam ser homogêneos e também de mesmo
grau, pois neste caso

(p1(λa) : · · · : pm(λa)) = (λdp1(a) : · · · : λdpm(a)) = (p1(a) : · · · : pm(λa)) ∀a ∈ V, λ ∈ k∗

Porém, temos um problema. Há a possibilidade de existir um ponto p ∈ V que anule todos os pi,
o que não nos dá um ponto válido, pois não existe (0 : · · · : 0) em Pm. De fato, o conjuntos dos
pontos que não anulam todos os polinômios pi formam um aberto de Pn. Logo, a função

ϕ : (a0 : · · · : an) 7→ (p1(a0, . . . , an) : · · · : pm(a0, . . . , an))

está definida em um aberto de V . Então, para podermos cobrir todo o V precisamos de mais
funções como acima. Assim, temos a seguinte definição:

Definição 3. Sejam V ⊆ Pn e W ⊆ Pm variedades algébricas projetivas. Uma função ϕ : V → W
é um morfismo se existe uma cobertura aberta {Ui}i∈I e uma função fi : Ui → W para cada i ∈ I
que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Para cada i ∈ I , existem polinômios homogêneos de mesmo grau p1, . . . , pm tais que

fi(a0 : · · · : an) = (p1(a0, . . . , an) : · · · : pm(a0, . . . , an)) ∀(a0 : · · · : an) ∈ V

(ii) Se i, j ∈ I são tais que Ui ∩ Uj 6= ∅, então fi(a) = fj(a) para todo a ∈ Ui ∩ Uj .

Definimos uma função regular α : V → k de maneira análoga à acima.

3 Uma breve passagem pelas categorias

Como dissemos na primeira seção, é importante entender os objetos e como eles se relacionam. A
definição seguinte nos dá uma maneira precisa de enunciar essa ideia:

Definição 4. Uma categoria C consiste em:

• Uma coleção Obj(C) cujos elementos são chamados objetos de C.
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• Para cada para (A,B) de objetos de C, um conjunto de morfismos denotado por HomC(A,B).
Um elemento f será denotado frequentemente por f : A→ B.

Para cada tripla de objetos X,Y, Z de C, existe uma lei de composição

HomC(X,Y )×HomC(Y,Z)→ HomC(X,Z)

(f, g) 7→ g ◦ f

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Para cada X ∈ Obj(C), existe um elemento idX ∈ HomC(X,X) chamado morfismo identi-
dade tal que pra quaisquer Y,Z ∈ Obj(C), temos

f ◦ idX = f e idX ◦g = g

para quaisquer f ∈ HomC(X,Y ) e g ∈ HomC(Z,X).

(ii) Para toda quádrupla de objetos X,Y, Z,W vale a associatividade

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)

para quaisquer f ∈ h ∈ HomC(X,Y ), g ∈ HomC(Y,Z) e h ∈ HomC(Z,W ).

Alguns exemplos de categorias são:

• Grp - os objetos são os grupos e os morfismos são os homomorfismos.

• Top - os objetos são os espaços topológicos e os morfismos são os mapas contı́nuos.

• R−Mod - os objetos são os R-módulos, com R anel, e os morfismos são os mapas R-lineares.

Os exemplos mais importantes aqui serão: a categoria das variedades algébricas afins onde os
morfismos são aqueles descritos na Definição 1 e a categoria das variedades algébricas projetivas
como morfismos como na Definição 3.

Uma construção que terá destaque neste trabalho é o produto de dois objetos. Vamos usar
como exemplo, a categoria Sets dos conjuntos. Se A e B são dois conjuntos, o produto de A e B é
simplesmente o produto cartesiano

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

Porém, poderı́amos chamar de produto o conjunto

A|B = {a|b : a ∈ A, b ∈ B}

De fato, existe uma correspondência evidente entre A×B e A|B. Assim, queremos uma definição
intrı́nseca de produto. Ele de certa forma reúne os conjuntos A e B, no seguinte sentido: Se
temos duas funções f : C → A e g : C → B, então podemos juntá-las em uma única função
f × g : C → A×B. Reciprocamente, se temos uma função h : C → A×B, obtemos naturalmente
duas funções hA : C → A e hB : C → B, ”projetando” A×B em A e B respectivamente.

Segue abaixo a definição de produto:
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Definição 5. Sejam A e B dois objetos de uma categoria C. Uma tripla (P, πA, πB), onde P é um
objeto e πA : P → A, πB : P → B são morfismos, é chamada produto de A e B se satisfaz a
seguinte propriedade universal:

Dado um objeto X e morfismos α : X → A e β : Y → B, existe um único morfismo θ : X → P
tal que α = πA ◦ θ e β = πB ◦ θ.

X

α

��

θ

  

β

##

P

πA
��

πB
// B

A

É claro que podem existir vários produtos de A e B (isto quando existir algum). Porém, eles
são essencialmente os mesmos:

Proposição 4. Sejam A,B objetos de uma categoria C. Se (P, πA, πB) e (Q, ρA, ρB) são produtos
de A e B, então existe um único isomorfismo (morfismo que possui inverso) θ : P → Q tal que
ρA = πA ◦ θ e ρB = πB ◦ θ.

Assim, todos os produtos são (unicamente) isomorfos e podemos nos referir a um deles como
sendo ”o” produto de A e B.

4 Produto de Variedades Algébricas

Com a definição de produto em mãos, vamos aplicá-la às nossas categorias. No caso de variedades
algébricas afins, a definição é bem simples

Proposição 5. Sejam V ⊆ An e W ⊆ Am variedades algébricas afins. Então, V ×W ⊆ An+m é
uma variedade algébrica afim. Além disso, se πV : V × W → V é a projeção nas primeiras n
coordenadas e πW : V ×W →W é a projeção nas últimas m coordenadas, então (V ×W,πV , πW )
é o produto de V e W dentro da categoria das variedades algébricas afins.

Demonstração. Sejam f1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn] tais que V = Z(f1, . . . , fr) e g1, . . . , gs ∈ k[y1, . . . , ym]
tais queW = Z(g1, . . . , gs). Então, o subconjunto V ×W ⊆ An+m é exatamente o conjunto de zeros
do conjunto {f1, . . . , fr, g1, . . . , gs} identificado em k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]. Logo, V ×W é uma
variedade algébrica afim.

É evidente que os mapas πV e πW são morfismos. Resta mostrar que a tripla (V ×W,πV , πW )
é de fato o produto de V e W .

Seja Z ⊆ Al uma variedade algébrica afim com morfismos ρV : Z → V e ρW : Z → W . Então,
existem polinômios p1, . . . , pn e q1, . . . , qm tais que

ρV (x1, . . . , xl) = (p1(x1, . . . , xl), . . . , pn(x1, . . . , xl))

e
ρW (x1, . . . , xl) = (q1(x1, . . . , xl), . . . , qm(x1, . . . , xl))

Se θ : Z → V ×W é tal que πV ◦ θ = ρV e πW ◦ θ = ρW então devemos ter

θ(x1, . . . , xl) = (p1(x1, . . . , xl), . . . , pn(x1, . . . , xl), q1(x1, . . . , xl), . . . , qm(x1, . . . , xl))

E isto é de fato um morfismo.
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No caso de variedades algébricas projetivas, o procedimento acima não é possı́vel. De fato,
não há uma identificação imediata de Pn × Pm em algum espaço projetivo. A seguinte e última
seção apresenta uma maneira de resolver esta situação.

5 Segre Embedding

O chamado Segre Embedding é uma maneira de identificar o produto de dois espaços projetivos
dentro de um espaço projetivo. A definição é dada a seguir:

Definição 6. Sejam n,m ≥ 1 inteiros. O mergulho de Segre ou Segre Embedding é definido por

σn,m : Pn × Pm → P(m+1)(n+1)−1

((x0 : · · · : xn), (y0 : · · · : ym)) 7→ (zij)0≤i≤n,0≤j≤m

onde zij = xiyj .

Uma das propriedades de σm,n é dada pela seguinte

Proposição 6. A imagem σn,m(Pn × Pm) ⊆ P(m+1)(n+1)−1 é uma variedade algébrica projetiva
definida pelas equações

zijzkl − zilzkj = 0 0 ≤ i, k ≤ n, 0 ≤ j, l ≤ m.

Demonstração. Seja Σ ⊆ P(m+1)(n+1)−1 a variedade algébrica projetiva definida pelos polinômios
acima. Então, é claro que σn,m(Pn × Pm) ⊆ Σ. Vamos mostrar a outra inclusão e isto finaliza a
demonstração.

Seja (aij) ∈ Σ. Então, existem 0 ≤ i0 ≤ n e 0 ≤ j0 ≤ m tais que ai0j0 6= 0. Assim, podemos
supor que ai0j0 = 1 e temos que

ail = ailai0j0 = aij0ai0l 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ l ≤ m.

Daı́, concluı́mos que

(aij) = σn,m((a0j0 : · · · : anj0), (ai00 : · · · : ai0m)).

Denotamos σn,m(Pn × Pm) por Σn,m e chamamos de uma variedade de Segre.
Para cada 0 ≤ k ≤ n, temos o seguinte aberto de Σn,m:

Uk = {(zij) ∈ Σn,m | (z0k, . . . , znk) 6= (0, . . . , 0)}

e uma função ϕk : Uk → Pn dada por ϕk((zij)) = (z0k : · · · : znk). É fácil verificar que os ϕk
constituem um morfismo πn : Σn,m → Pn chamado projeção em Pn.

De maneira análoga, para 0 ≤ k ≤ m, temos o aberto

Vk = {(zij) ∈ Σn,m | (zk0, . . . , zkm) 6= (0, . . . , 0)}

e uma função ψk : Vk → Pm dada por ψk((zij)) = (zk0 : · · · : zkm). Os morfismos ψk constituem
um morfismo πm : Σn,m → Pm chamado projeção em Pm.
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Proposição 7. σn,m : Pn × Pm → Σn,m é uma bijeção com inversa dada por

τ((zij)) = (πn((zij)), πm((zij)))

Demonstração. Já sabemos pela proposição anterior que σn,m : Pn×Pm → Σn,m é sobrejetor. Assim,
é suficiente mostrar que τ ◦ σn,m é a identidade de Pn × Pm.

Sejam x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn e y = (y0 : · · · : ym) ∈ Pm. Então

σn,m(x, y) = (aij)0≤i≤n,0≤j≤m

onde aij = xiyj . Sabemos que existem 0 ≤ i0 ≤ n e 0 ≤ j0 ≤ m tais que xi0 e yj0 são diferentes de
zero. Assim, segue que

πn((aij)) = (a0j0 : · · · : anj0) = (x0yj0 : · · · : xnyj0) = x

e
πm((aij)) = (ai00 : · · · : ai0m) = (xi0y0 : · · · : xi0ym) = y.

Portanto, τ(σ(x, y)) = (x, y).

E finalmente:

Proposição 8. Sejam V ⊆ Pn e W ⊆ Pm variedades algébricas projetivas. Então, σn,m(V ×W ) ⊆
P(m+1)(n+1)−1 é uma variedade algébrica projetiva. Além disso, se πV e πW são as restrições de πn
e πm, respectivamente, à σn,m(V ×W ), a tripla (σm,n(V ×W ), πV , πW ) é o produto de V e W na
categoria das variedades algébricas projetivas.

Demonstração. Primeiro, vamos provar que σn,m(V×W ) ⊆ P(m+1)(n+1)−1 é uma variedade algébrica
projetiva. Para isto é suficiente mostrar que σn,m : Pn × Pm → Σn,m é um mapa ”aberto”, i.e., que
se A ⊆ Pn e B ⊆ Pm são abertos, então σn,m(A×B) é aberto em Σn,m.

De fato, isto implica que se V ⊆ Pn e W ⊆ Pm são variedades algébricas projetivas, então pela
Proposição 7, temos a seguinte união disjunta:

Σn,m = σn,m(Pn × Pm) = σn,m(V ×W ) ∪ U

onde U = σn,m((Pn\V ) × Pm) ∪ σn,m(Pn × (Pm\W )). Daı́, terı́amos que U é aberto em Σn,m e
concluı́mos que σn,m(V ×W ) é fechado em Σn,m, e o resultado segue.

Seja (x, y) ∈ A × B. Então, existem F ∈ k[X0, . . . , Xn], G ∈ k[Y0, . . . , Ym] polinômios ho-
mogêneos tais que

x ∈ D(F ) ⊆ A e y ∈ D(G) ⊆ B,

onde D(F ), D(G) são os complementares de Z(F ) e Z(G), respectivamente. Suponha sem perda
de generalidade que x = (x0 : · · · : xn) e y = (y0 : · · · : ym) com x0, y0 6= 0. Então, podemos
diminuir os abertos e tomar D(X0F ) e D(Y0G) em vez de D(F ) e D(G).

Afirmamos que o aberto

D = D(T00F (T00, . . . , Tn0)G(T00, . . . , T0m)) ∩ Σn,m.

está contido em σn,m = (D(X0F )×D(Y0G)). Se (zij) ∈ D, então temos

z00, F (z00, . . . , zn0), G(z00, . . . , z0m) 6= 0
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Daı́, segue que

σ−1n,m((zij)) = (πn((zij)), πm((zij))) = ((z00 : · · · : z0m), (z00, . . . , z0m))

e isto implica que (zij) = σn,m(x, y) com x ∈ D(X0F ) e y ∈ D(Y0G). Portanto, σn,m(A × B) é
aberto em Σn,m.

Como πn, πm são morfismos, suas restrições à σn,m(V × W ) também serão morfismos. E fi-
nalmente, vamos provar que a tripla (σn,m(V ×W ), πV , πW ) satisfaz a propriedade universal de
produto.

Seja Z ⊆ Pl uma variedade algébrica com morfismos α : Z → V e β : Z → W . Então, existem
coberturas abertas {Ai}i∈I , {Bj}j∈J de Z tais que:

• Existem polinômios homogêneos de mesmo grau pi,0, . . . , pi,n tais que

α(a0 : · · · : al) = (pi,0(a0, . . . , al) : · · · : pi,n(a0, . . . , al)) ∀(a0 : · · · : al) ∈ Ai.

• Existem polinômios homogêneos de mesmo grau qj,0, . . . , qj,m tais que

α(a0 : · · · : al) = (qj,0(a0, . . . , al) : · · · : qj,m(a0, . . . , al)) ∀(a0 : · · · : al) ∈ Bj .

Assim, se θ : W → σn,m(V ×W ) é tal que πV ◦ θ = α e πW ◦ θ = β, devemos ter:

θ(a0 : · · · : al) = τ−1(πV (α(a0 : · · · : al)), πW (β(a0 : · · · : al)))
= σn,m(α(a0 : · · · : al), β(a0 : · · · : al))
= (pi,r(a0 : · · · : al)qj,s(a0 : · · · : al))0≤r≤n,0≤s≤m

para (a0 : · · · : al) ∈ Ui ∩ Vj . Isto nos dá uma coleção de mapas compatı́veis que nos dá um
morfismo.
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