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1 Uma Motivacao da Topologia Algébrica

A Topologia Algébrica é a disciplina matemética que estuda as correspondéncias da forma
Objetos Geométicos —> Estruturas Algébricas.

O principal exemplo sdo as teorias de homologia. Grosso modo, uma teoria de homologia nada mais é do que
uma colegao de funtores:
H, :Top — Ab, ne€Z,

onde Top indica a categoria usual dos espagos topoldgicos e Ab indica a categoria usual dos grupos abelianos.
Os funtores H,, devem satisfazer certas propriedades que capturam ”informagoes geométricas”. De um
modo geral, uma teoria de homologia interpreta algebricamente construgoes e operagoes que sao capitais na
geometria.

Exemplo 1.1. Suponha que X é um espaco topoldgico e U,V C X s@o dois abertos tais que X = U U V.
Nas teorias de homologia, o recobrimento aberto acima resulta numa sequéncia exata longa da forma:

chamada sequéncia longa de Mayer-Vietoris. Logo, o fato geomético que o espago X é recoberto pelos abertos
U e V é traduzido algebricamente como exatidao da sequéncia de Mayer-Vietoris.

Exemplo 1.2. Uma outra construgao importante em geometria, a qual o funtor Tor estd intimamente ligado,
é o produto. Se X e Y sao dois espacos topoldgicos, dispomos do espago X X Y com as respectivas flechas
de projecao na primeira e na segunda coordenada:

prx : X xY — X, pry : X xY =Y.
Nas teorias de homologia, o produto induz uma sequéncia exata curta da forma:
0= P Hy(X)®@Hy(Y) = Ho(X xY) = @ Tori(Hy(X), Hy1(Y)) = 0.
ptg=n ptg=n

Essa sequéncia exata é muito importante na Topologia Algébrica, pois ela permite calcular os grupos de
homologia do produto X xY em funcao dos grupos de homologia de X e Y. Aqui, ja aparece o grupo abeliano
Tor (Hp(X),Hq-1(Y)), que explicaremos mais adiante, entretanto esse exemplo ji mostra a pertinéncia
desses grupos.

Os funtores de homologia H,, podem ser calulados de diversas formas. O caso mais geral e simples de
apresentar é o da homologia singular. Relembremos rapidamente essa construgao. Primeiro, para cadan > 0,
designamos o espago:

A" =df {1’ S [0, 1}n+1 : ij = ].},
=0

com a topologia usual induzida de R™*!, e as funcdes continuas:

dj A" — AL (2, @) > (0, e 5,0, 2541, 0, Tny)



onde 0 < j < n. Dado um espago topolégico X, seja C,,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto das
fungbes continuas de A™ para X. Para cada n > 0, existe o homomorfismo de grupos:

01 Cpa(X) — Cu(X), o> (~1)ood)
j=0

e podemos verificar que 9;X 0z, = 0, 0 que por sua vez, equivale a dizer que Im(9; ;) C Ker(9;). Logo,
podemos formar os grupos:
Ho(X) =g Ker(9;)/Im(9;51)

que sao os chamados grupos de homologia singular de X. Se f : X — Y é uma funcao continua, entao existe
um unico homomorfismo de grupos abelianos:

frn i Cn(X) — Cp(Y),
tal que f,(0) = f o o para toda func¢do continua o : A™ — X. Além disso, os quadrados:

fn+1

Cn+1 (X) — C(n-ﬁ-l (Y)

ar)z(#»ll J{a:;#l

Cr(X) — Cn(Y)

sao comutativos, de modo que f induz homomorfismos de grupos abelianos:
Hi(f) : Hn(X) — Hn(Y)

que sao funtoriais, ou seja, H,(Idx) = Idy, (x) e Hu(go f) = Hy(g) o H,(f) sempre que o dominio de g
coincidir com o codomimio de f.

Recapitulando a construgao anterior, procedemos do seguinte modo: associamos a cada espago topolégico
X (resp. fungdo continua f) um complezo de grupos abelianos [ (Cp,(X),0:X),ez (resp. um morfismo de
complexos (fy)nez), € calculuamos os grupos de homologia desse complexo, obtendo assim uma familia de
funtores H,,, n € Z.

O percurso:

{Objetos Geométicos} — {Complexos} — {Homologia}

é geral, ocorre em todas as teorias de homologia.

Poderiamos repetir todo o raciocinio anterior trocando os grupos abelianos por R-mddulos, onde R é um
anel comutativo com unidade. Nesse caso, no lugar de considerar C,,(X) como sendo o grupo abeliano livre
gerado pelas fungdes continuas de A™ para X, tomariamos C,,(X) como sendo o R-médulo livre gerado por
esse conjunto de fungoes. Agora, suponha que M é um R-médulo. Partindo de um espago topolégico X,
temos o complexo de R-médulos:

e O (X) 22 (X)) 22 (X)) = o
Aplicando o funtor (—) ® g M, deduzimos a sequéncia de R-médulos:

e Ot (X) @ M 220 o Xy op M 22 0 o M s .

que tembém é um complexo, i.e., Im(9p+1 ® 1p) C Ker(9, ® 1p). Logo, podemos calcular os grupos de
homologia com coeficientes em M:

H,L(X; M) =df Ke’/’(an (2] IM)/Im(87L+1 X IM),
de modo que definimos uma familia de funtores da forma:

H,(—;M):Top — R-Mod, n € Z.

LA definicdo desse conceito serd apresentada na préxima segio.



Como podemos calcular H,,(X; M) em termos de H,(X)? Para responder essa pergunta, invocamos nova-
mente o funtor Tor, pois existe um teorema central na Topologia Algébrica, chamado Teorema dos Coeficientes
Universais, que nos diz que para todo espago topoldgico X, existe uma sequéncia exata curta da forma:

0> H,(X)®r M — H,(X; M) = Tor1(Hp-1(X), M) = 0,

0 que nos permite calcular os grupos H,(X; M) em funcao dos grupos H,,(X).

Calcular os grupos de homologia de um espago com coeficientes num médulo arbitrario nao é um capri-
cho da generalizacdo, esses grupos sao indispensaveis para obter informagoes geométricas do espaco. Por
exemplo, a orientabilidade de um espago topoldgico X é totalmente determinada pelos grupos de homologia
H,(X;Z/2).

Logo, o funtor Tor aparece naturalmente na Topologia Algébrica, sendo indispensdvel no cédlculo dos
grupos de homologia. Contudo, do que se trata o funtor Tor? Considere uma sequéncia exata de R-mddulos:

e Ni-i—l — N; =& N;_1 — ...
Aplicando um funtor F : R-Mod — R-Mod, produzimos o diagrama:

que nem sempre é uma sequéncia exata (por exemplo, se F' = (—) ®g M). A algebra homoldgica se ocupa
em ”"medir’ o quanto a sequéncia exata original deixa de ser exata apds aplicar um funtor F. Bem, se
considerarmos um complexo Cy de R-médulos:

871- n
o Oy 225 0 2 0y
entdo, apds aplicar o funtor F, dispomos do complexo F(C,) dado por:

F(6n+1) F(aﬂ)

e = F(Cpg1) F(C,) —= F(Cp-1) = ...

e dos respectivos grupos de homologia:
Ho(P(Ca)) = Ker(F(0,))/Tm(F(0n11)).

A sequéncia definida pelo complexo F(C,) é exata se, e somente se, H,,(F(C,)) = 0 para todo n € Z. Logo,
os grupos de homologia "medem” o quanto a sequéncia C, deixa de ser exata em cada C,, n € Z, quando
aplicamos o funtor F'.

Neste trabalho, nés contruiremos o funtor Tor,(—, M) para um R-mdédulo M arbitrdrio. Para isto,
utilizaremos o método das resolugoes projetivas. Existe, contudo, uma construgao mais elegante e abstrata
que langa mao de métodos categoriais como localizagdo e categorias de fracdes, onde a nocao de funtor
derivado aparece de modo mais natural. Na verdade, o funtor Tor,(—, M) nao é nada mais do que o n-
ésimo funtor derivado do funtor (—) ® g M. Depois de construir Tor,,(—, M) demonstramos algumas de suas
propriedades mais conhecidas, bem como uma caracterizagao importante dos médulos planos.

2 Complexos, Homologia

Fixamos de uma vez por todas um anel R.

Definigao 2.1. Um complexo X de R-médulos é uma familia (X,,, 9:X),cz onde para cada n € Z, X,, é um
R-médulo, 9 : X,, — X,,_1 é um homomorfismo de R-médulos e 9:X 0 3:X | = 0.

Termonolgia: Note que para todo complexo X, Im(9: ;) C Ker(d;'). Utilizamos sempre as notagdes
Zn(X) e Bn(X) para indicar os médulos Ker(9;) e Im(9;, ;). Chamamos Z,(X) (resp. B,(X)) de grupo



dos n-ciclos (resp. n-bordos) do complexo X. Supomos sempre que X,, = 0 para todo n < —1. Para cada
n € Z, definimos o n-ésimo grupo de homologia de X como sendo:

H,(X) =4 Z,(X)/Bn(X).

Se o € X, dizemos que 9, (c) é o bordo de 0. Dado um n-ciclo «, denotamos por [a] sua classe de equivaléncia
em H,(X) e dizemos que [a] é a classe de homologia de a. Dois ciclos a e 8 sao ditos homélogos se [a] = [f],
0 que por sua vez, equivale a dizer que o — 8 € B,,4+1(X), ou seja, existe o € X, 11 tal que « — 8 = 9p41(0).
Sempre que o contexto estiver claro, indicamos apenas por:

...%Xn%...aXla—%Xoa—%X_l%O
um complexo X. Destacamos que H;(X) = 0 para todo 7 < 0.

Daqui em diante, o termo complexo se refere sempre a um complexo de R-médulos.
Definicao 2.2. Um complexo X é dito exato se B, (X) = Z,(X) para todo n > 0.

2.3. Considere um complexo exato
81 80
Lo Xy = =Xy —>X0—>X71—>0.
Entao, para todo n > 0 temos

Hn(X) = Zn(X>/Bn(X) = Zn(X>/Zn(X) =0

H()(X) = Zo(X)/B()(X) = Im(al)/Ker(ao) = Xl/X,1

Definigcao 2.4. Um morfismo de complexos f : X — Y é uma familia de homomorfismos de R-médulos da

forma
fn: Xp — Yy, n €7,

tal que para todo n, o diagrama

x, I .y

anl - Ynfl
frn-1

comuta, ou seja, 9Y o f, = fn_100x.

Uma segunda forma de ver um complexo de R-mddulos é a seguinte: Considere o conjunto Z. Podemos
pensar em Z como sendo a categoria:

=021 —=2—...—>n— ..

Com as notagoes precedentes, podemos verificar que um complexo X é um funtor da forma de Z° para R-Mod.
De fato, se X é um funtor desse tipo, entao para cada n € Z temos um R-mdédulo X,, e um homomorfismo
Xn+1 — Xn-

Proposigao 2.5. Seja f: X — Y um morfismo de complexos. Para todo n € Z, temos que:
1. f(Zu(X)) C Za(Y)
2. F(Bu(X)) C Bu(Y)
3. Eziste um homomorfismo de mddulos

H,(f): Hy(X) — H,(Y).



Demonstragao:
1. Se B € f(Z.(X)), entdo existe o € Z,(X) tal que B = f,(a). Logo, 3:X(a) =0 e
O (B) = 0y (ful@)) = fa—1(05 (@) = fu—1(0) =0,
o que implica a relagdo 8 € Z,(Y).

2. Se B € f(Bn(X)), entdo existe a € B,(X) tal que 5 = f,(«). Portanto, o =
o € Xpyq e
B = fula) = fa(9511(0") = 031 (fasr(a))

o que implica a relagado 8 € B,(Y).

3. Devido ao item (a), existe o homomorfismo composto:

Zo(X) 5 Z, (V) = Ho(Y), avs fala) = [fa()].

95,1 (a/) para algum

Pelo item (b), o homomorfismo precedente anula todo n-bordo de Z,(X). Logo, pelo Teorema do

Homomorfismo, existe um tnico homomorfismo de R-médulos:
H,(f): H,(X) — H,(Y)

de modo que o diagrama:

comuta (H,(f): [a] = [fo(a)]) O
Proposigao 2.6. 1. Dado um complexo X, Hy,(Idx) = Idy, x) para todo n € Z.

2.8 f: X =Y eg:Y — Z sio dois morfismos de complexos, entao Hy(go f) = Hy(g) o H,(f) para

todon € Z.

Demonstragao:

1. Pelo raciocinio apresentado da demonstracao do item (3) de (2.5)), H,(Idx)([o]) = [Idx, ()] = [@] =

Idy, (x)(la]) para todo o € Z,,(X). Logo, Hp(Idx) = Idg,, (x)-

2. Pelo raciocinio apresentado da demonstracao do item (3) de (2.5), H,(g o f)
tnico homomorfismo de R-mddulos tal que o diagrama:

Hy(gof)

 Ho(X) = Ho(Z) é 0

comuta. Ora, Hy,(g) o Hy(f) : Hy(X) — H,(Z) é um homomorfismo que faz o diagrama:

0

comutar. Logo, H,(go f) = H,(g) o H,(f)



Teorema 2.7. Seja:

0-x'LxL x50
uma sequéncia exata curta de complexos. Entdo, para todo i € 7Z, existe um homomorfismo de mddulos
A Hy(X") = H;—1(X') tal que a sequéncia longa:

H;(f) Hi(g)
—

Hi(X) — Hi(X")

:
Hi_1(f)

— Hi_l(X/)

. Hy(X)

Hi_1(g)
<7

..(*Hi_l(XN) Hz—l(X)

é exata.

Demonstragao: A prova detalhada desse teorema é bem longa e trabalhosa, por isso, nos contentamos
apenas em definir os homomorfismos A; : H;(X"”) — H;_1(X’) e indicamos [I] para uma demonstragao
mais completa. Com efeito, seja of € Z;(X"). Como 9/(af) = 0 e g; é sobrejetor, existe v; € X; tal
que g;(vi) = aj. Logo, gi-1(9i(vi)) = 9/ (9i(vi)) = 9} () = 0. Ora, Ker(gi—1) = Im(fi-1) e fi—1 ¢
injetor, o que implica a existéncia de um unico o _; € X} ; tal que fi_1(&/_;) = 0i(v;). Em particular,
fi—2(0i_1(aj_1)) = 0i—1(fi-1(a_1)) = 0i—1(0i(7:)) = 0. Como f;_o é injetor, 9;_;(a;_,) = 0, e, portanto,
oy € Zi—1(X'). Agora, suponha que 7; € X; é um segundo elemento tal que ¢;(7;) = «f. Nesse caso,
9:(7) = gi(vi), e, portanto, 7; = v; + fi(7y}) para algum 7} € X/, de onde temos fi_1(a_; + 0.(7))) =
O0i(vi) + 0i(fi(v))) = 0i(vi + (7)) = 0:(F). Logo, a substituicdo de ~; por 7; acarreta na sibstituigdo de
af_q por oy +0i(7}), ou seja, a classe [of_;] em H;_1(X’) independe da escolha de ~; para definir o. Logo,
existe o homomorfismo de R-mddulos:

~—

~

N

ZZ‘(XH) — Hi_l(X/), a;’ — [a;]
que se fatora pela homologia, induzindo o homomorfismo desejado:

Ai : HZ(XH) — HZ(X/) O

3 Complexos, Homotopia

Na primeira segao vimos que as teorias de homologia traduzem algébricamente a geometria. Uma outra
situagao geométrica que a homologia singular reflete é a homotopia. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos
e f,g: X — Y funcdes continuas. Dizemos que f é homotépica a g, e escrevemos f ~pp ¢, se existir uma
funcdo continua:

h:X x[0,1] —Y

tal que h(z,0) = f(z) e h(z,1) = g(z) para todo x € X. Podemos verificar que a relacdo ~pp, € uma
relagao de equivaléncia no conjunto das fungoes continuas de X para Y. Dizemos que X é homotopicamente
equivalente a U, e escrevemos X ~ Y, se existirem fungbes continuas f : X — Y eg:Y — X tais que
go f ~npt Idx e fog~pp Idy. Podemos verificar que a relacao de equivaléncia homotépica é uma relagao
de equivaléncia entre espagos topoldgicos que é mais forte do que a homeomorfia, pois espagos homeomorfos
sao homotdpicamente equivalentes.

Um fato capital sobre as teorias de homologia é que os grupos de homologia sao invariantes homotoépicos
dos espacos topoldgicos. O que caracteriza a Topologia Algébrica, e a diferencia da Topologia Geral, é que
a primeira estuda invariantes homotépicos (como a homologia) enquanto a segunda estuda invariantes por
homeomorfia (como a compacidade).

Exemplo 3.1. Considere o espago R™\ {0}, onde n > 1, e a esfera S™ = {z € R" : ||z|| = 1}. Notamos que
R™\ {0} néo é compacto, ao passo que S™ é compacto. Entretanto, R\ {0} é homotopicamente equivalente
a S™. Em particular, R™ \ {0} e S™ tém os mesmos grupos de homologia, ou seja, H;(R™ \ {0}) = H;(S™)
para todo ¢ € Z. De fato, podemos considerar a flecha de inclusao:

i S R\ {0}



e a flecha de retracdo:
r:R*"\ {0} — S™, x— z/||

e verificar facilmente as relagoes:
roi ~hpt IdSn ior ~hpt Id]R"\{O}~

O exemplo anterior ilustra como espacos que seriam muito diferentes segundo a Topologia Geral sao
”essencialmente o mesmo” segundo a Topologia Algébrica. Agora, sejam f,g: X — Y fungdes continuas tais
que f ~ppt g. Com as notagodes anteriores, dispomos dos morfismos de complexos:

a={fn:Ch(X) — C,(Y):neZ}

B={gn: Cn(X) — Cu(Y) :n e Z}.
Que relagdo entre o e B é induzida pela homotopia? A resposta para essa pergunta nos leva a nocao de

homotopia entre complexos.

Em vimos que um morfismo f : X — Y de complexos de R-mddulos induz homomorfismos nos grupos
de homologia H,(f) : H,(X) — H,(Y), n € Z. Quando esses homomorfismos sdo todos isomorfismos, a
flecha f é chamada de equivaléncia homoldgica. Existe uma relacao entre morfismos de complexos que
assegura que eles sejam automaticamente iguais no nivel da homologia: a homotopia.

Definigao 3.2. Sejam f,g: X — Y morfismos de complexos. Dizemos que f é homotdpico a g, e escrevemos
f ~ g, se existir uma familia de homomorfismos s; : X; — Y; 11, ¢ € Z, tal que:

fi—9i= (0} 08) 4 (si—100).

Um morfismo de complexos p : X — Y é uma equivaléncia homotdpica se existir um morfismo de complexos
r:Y > Xtalquerop~ Idx e por ~ Idy. Dizemos que um complexo X é homotopicamente equivalente
a um complexo Y, e escrevemos X ~ Y, se existir uma equivaléncia homotépica de X para Y.

Proposicao 3.3. Se f,g: X — Y sao morfismos de complexos tais que f ~ g, entdo H;(f) = H;(g) para
todoi € Z.

Demonstragao: Com as notagdes do enunciado, devemos mostrar que H,(f)([e]) = Hn(9)([a]) para todo
n € Z e para todo a € Z,(X). Com efeito, considere n € Z e « € Z,(X). A hipédtese que f é homotdpica a
g implica na existéncia de homomorfismos de R-mdédulos:

SiZXi*}Y;'_;'_l, 1 €L

tais que:
fi=9i= (01 080) + (5i-100]%).
Logo,

de onde concluimos que H, (f)([a]) = Hn(g9)([e]) O

Corolario 3.4. Complexos homotopicamente equivalentes sao homoldgicamente equivalentes.



Demonstragao: Suponha que X e Y sdo dois complexos homotopicamente equivalentes. Logo, existem
morfismos de complexos f: X - Y eg:Y — X taisque go f ~ Idx e f o g~ Idy. Portanto, devido a

(13.3) e (2.6, temos as igualdades:

Hy(g9) o Ho(f) = Hn(go f) = Ho(Idx) = Idg, (x)

Hy,(f)oHn(9) = Hu(fog) = Hy(Idy) = IdHn(Y)
o que implica H,(X) = H,(Y) paratodon € Z O

4 Resolugoes Projetivas, Funtor Derivado

Seja L um R-mdédulo livre e w : L — M um morfismo de R-mdédulos. Se p : N — M é um homomorfismo
sobrejetor de R-mdédulos, entao existe um morfismo u : L — N tal que p o u = u. De fato, seja £ um
conjunto de geradores de L. Como p é sobrejetor, para cada e € F existe € N tal que p(z) = u(e). Logo,
para cada e € E, o conjunto p~*(u(e)) é nao vazio. Pelo Azioma da Escolha, existe pelo menos uma funcio:

c: E— U p Hu(e)) C N
eckE

tal que p(c(e)) = u(e) para todo e € E. Por fim, devido a propriedade universal de médulo livre gerado por
um conjunto, existe um tunico homomorfismo de R-médulos:

u:L — N
que estende a fungao escolha c. Logo, para todo [ € L, p(u(l)) = 1.

O raciocinio anterior nos leva a seguinte definigao:

Definigao 4.1. Um R-médulo P é dito projetivo se para todo diagrama de R-mdédulos da forma:
P
lu
N — M
onde p é sobrejetor, existe um homomorfismo u : P — N tal que pou = u.

Definigao 4.2. Seja M um R-médulo. Um complexo sobre M consiste de um complexo X da forma:

o X, s s X M Xy E M0

onde € : Xg - M é um homomorfismo de R-mdédulos chamado aumentagao. Destacamos que € o 9; = 0.
Dizemos que um complexo X sobre M é uma resolugdo se H;(X) = 0 para todo i >0 e

Hy(X) = Ker(e)/Im(0,) = Xo/Im(01) = M.

Por fim, dizemos que X é uma resolugao projetiva de M se for uma resolucao e cada X,, for um R-moédulo
projetivo.

Teorema 4.3. Sejam M e M’ dois R-mddulos, X uma resolu¢ao projetiva sobre M, X' uma resolucao
sobre M e w: M — M' um homomorfismo de R-mddulos. Com as notagoes precedentes, sio vdlidas as
sequintes afirmacoes:



1. Eziste um morfismo de complexos f : X — X' tal que o diagrama

X, Xy — M 0
fll fol JU
X —— Xy —— M 0
o €

comuta, i.e. uoe =¢' o fy e fr00n41 = 0)41 0 fug1 para todo n > 0.
2. Se f,g: X =Y sao morfismos de complezos satisfazendo a condigio (1), entio f ~ g.

Demonstragao:

1. Como Xy é projetivo ((4.1)) e a sequéncia X G VN 0 é exata, existe um homomorfismo de
R-médulos fo : Xg — X{) tal que uoe =¢’ o fy. Suponha agora que n > 1 a existam homormofismos
de R-médulos fo, ..., fo—1 tais que f; 0 9j41 = 0,y o fj1 para todo 0 < j <n — 1. Entdo
fr—1(IMm(0y)) C Ker(0l,_1) = Im(39},), de onde segue que a sequéncia X|, — Im(d},) — 0 é exata.
Pela projetividade de X,,, existe um homomorfismo f, : X,, = Im(9),) C X/ tal que
Jn©0nt1 = 0,410 fag1. Logo, por indugdo em n, existe um morfismo de complexos f: X — X' que
satisfaz as condigdes do enunciado.

2. Suponha que f e g sdo dois morfismos de complexos satisfazendo a condigdo do item (1) e seja
h = f — g. Entao:
gdohg=¢cofyg—€ogy=uoe—uoe=0

e
8, 0hy =hp_100,, n>1.
Considere o diagrama:
Xo
X] X} M’ 0
o1 e

Como &’ o hg =0, Im(hg) C Im(d7). Logo, temos o diagrama:

Xo

|

Xi 7> Im(0)
1

onde 97 é sobrejetor. Pela projetividade de Xy, existe um homorfismo sg : Xo — X7 tal que
ho = 01 0 59. Seja n > 0 e suponha que existam homomorfismos de R-médulos s; : X; — XJ’-+17 com
0<j<n-—1, tais que:

hj =0, 085 +5j-100;.

Assim, temos que:

0,0 (hy — 8p—100,) =0l 0hy — 0, 08,100,
= hn—l © an - 8;; O 8p—-10 an
= (hnfl - a»; © Snfl) 0 0p
= Sp—29° an—l o an

=0.



Logo, por indugao, existe uma familia de homomorfismos de R-médulos:
St Xn = X1, n>0

tal que:
fn_gn :hn :87208,”4-8“,108”

de onde concluimos que f ~g. [

Corolario 4.4. Se X e X' sdao duas resolugdes projetivas de um mesmo R-mddulo M, entio X €
homotopicamente equivalente a Y. Além disso, Hp(X) =2 H,(X") para todo n > 0.

Demonstragao: Com efeito, existe um morfismo de complexos f : X — X’ tal que o diagrama:

01 €

X1 Xo M 0
fll fol JIdM
X{ / X6 7 M 0
o 5

comuta (por (1) de (4.3)). Pelo mesmo raciocinio, existe um morfismo de complexos g : X’ — X tal que o
diagrama:

9 e
X, —= X} M 0
gll QOJ l[d]\/]
X, Xo M 0
81 €

comuta. Ora, o morfismo composto go f: X — X e o morfismo identidade Idx : X — X sdo ambos
morfismos de complexos da forma h : X — X tais que o diagrama:

X2 Xg S M 0
hll hol lldM
X1 o Xo - M 0

comuta, de onde concluimos que go f ~ Idx (devido a (2) de (4.3))). Andlogamente, f o g~ Idx/, o que
encerra a demonstragao do fato que X e X’ sdo homotépicamente equivalentes. Por fim, devido a (3.4)),
temos que H,(X) = H,(X’) para todon > 0. O

Definigao 4.5. Um funtor F' : R-Mod — R-Mod é dito aditivo se satisfaz as seguintes condigoes:
1. F(0) = 0, onde 0 indica tanto o homomorfismo nulo quanto o R-médulo zero.

2. Dados quaisquer dois R-médulos M e N, a aplicacao
Homp(M,N) — Homgr(F(M),F(N)), u+ F(u)
é um homomorfismo de R-mddulos.
Construgao 4.6. Seja M um R-médulo e
o Xy o X M XS M0

uma resolucao projetiva de M. Suponha ainda que F : R-Mod — R-Mod é um funtor aditivo segundo
(4.5). Para todo n > 0, temos (pela funtorialidade de F') a seguinte igualdade:

F(an) OF(BnH) = F(@n o n+1) = F(O) = 0.
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Logo, F' induz o complexo:

F(01)

o F(X) = e F(X) 29 pxo) B9 F(1) - 0.

que denotamos por F(X). Existem os grupos de homologia do complexo F(X):
H,(F (X)), n > 0.
Suponha agora que:
o X! s o Xt A xS0

é uma resolucao projetiva de um R-mddulo M’ e u: M — M’ é um homomorfismo de médulos. Em virtude
de (4.3)), existe um morfismo de complexos f: X — X’ tal que o diagrama:

X, Xy — M 0
f1 J( fol lu
X! X}, M 0
91 e’

comuta. Aplicando o funtor F', obtemos a diagrama comutativo:

o
e F(X) 2O poxg) £ P 0

F(f1)l F(fO)J, J,F(U)

e P(X]) o FX) F(M') 0
1

F(e)
onde as linhas horizontais sao complexos. Dito de outro modo, obtemos um morfismo de complexos:
F(f): F(X) — F(X').
Logo, temos os homomorfismos induzidos na homologia:
H,(F(f)) : Hy(F (X)) — Ho(F(X')), neZ

que independem da escolha de f. De fato, se g : X — X’ é um segundo morfismo de complexos tal que o
diagrama:
o1

X, Xo——— M 0

S

X{ ’ X(/J !’ MI 0
1 1>

comuta, entdo f ~ g (devido a (2) de (4.3)), de onde segue a existéncia de uma familia de homomorfismos
sp: Xy = X 1, n € Z, tal que:
fn —0On = ;H—l 0 Sy + Sp—1 0 Op.
Pela aditividade de F, obtemos a igualdade:
F(fn) = F(gn) = F(0)11) © F(sn) + F(sp—1) © F(0n)

o que implica F(f) ~ F(g), e, poranto H,(F(f)) = H,(F(g)). Agora, devido & (4.4)), os grupos de
homologia H,,(F (X)) também independem da escolha da resolugdo projetiva tomada. Logo, com as
notagoes precedentes, podemos designar o R-médulo:

L, F(M) =4 Hn(F(X))
e 0s homomorfismos de R-mddulos:

L, F(u) =g Ho(F(f)) : LyF(M) — L, F(M’).
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Proposigao 4.7. Para todo funtor aditivo F : R-Mod — R-Mod sdo vdlidas as seguintes afirmagdes:
1. Se M é R-médulo, entio L, F(Idy) = Idy,, p(ar)-
2. Seu: M — N ev: N — P sio morfismos de R-mddulos, entdo L, F(vou)=L,F(v)oL,F(u).
8. A aplicagao L, F define um funtor aditivo de R-Mod para R-Mod.
Demonstragao: As afirmacoes seguem formalmente da construcao e dos resultados e . O

Definicao 4.8. Para cada funtor aditivo F': R-Mod — R-Mod e para cada n > 0, definimos o n-ésimo
funtor derivado de F' como sendo o funtor aditivo L, F.

Teorema 4.9. Seja F : R-Mod — R-Mod um funtor aditivo. Para toda sequéncia exata curta de
R-maédulos:
0—-M —-M-—-M" -0

ezxistem homomorfismos de R-mddulos:
A, L, F(M") — L, F(M’)
tal que a sequéncia longa:
o LiF(M") 25 LoF(M') = Lo(M) = LoF(M") = 0
é exata. Em particular, se Ly F(M) = 0, entdo temos a sequéncia exata curta:
0— LoF(M') = LoF(M) — LoF(M") — 0.

Demonstragao: Para demonstrar o teorema, devemos antes introduzir a nogao de resolugcdo projetiva de
uma sequéncia exata curta. Fixemos uma sequéncia exata curta:

0—-M - M-—>M"—=0.

Uma resolugdo projetiva dessa sequéncia consiste em resolucoes projetivas X' de M', X de M e X" de M",
junto com morfismos de complexos f: X' — X e g: X — X", onde as sequéncias:

0— X, I X, 2 x50
sao exatas e o diagrama.:

Xé fo X, 90 X(,),

Ell El Jsu
M// M M/I

comuta. Se existe uma resolugao projetiva da sequéncia exata curta original, entao para cada n > 0, a
sequéncia;
0— X, I X, 25 X7 0

é exata e cinde (devido & projetividade de X/), de onde segue que as sequéncias:

0 F(x1) 29 px,) E9 pxy o

também sao sequéncias exatas curtas que cindem. Logo, temos uma sequéncia exata de complexos:
00— F(X')—> F(X)—> F(X")—o0.

e, portanto, o teorema segue de (2.7). Portanto, para provar o teorema, basta demonstrar que toda
sequéncia exata curta admite uma resolugao projetiva.
A seguir, mostramos como os funtores derivados de um funtor aditivo caracterizam sua exatid&o.
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Definigao 4.10. Seja F': R-Mod — R-Mod um funtor aditivo.

1. F é dito exato a esquerda se para toda sequéncia exata curta:
0—->M —->M-—-M" =0

a sequeéncia:
0= F(M')— F(M)— F(M")

é exata.

2. F ¢é dito exato a direita se para toda sequéncia exata curta:
0—-M —-M—M'—=0

a sequéncia:
F(M')— F(M)— F(M")—0

é exata.
3. F ¢ dito exato se for exato a direita e a esquerda.

Lema 4.11. Seja F : R-Mod — R-Mod um funtor aditivo. Se F' é exato a direita, entdo LoF (M) = F(M)
para todo n > 0 e para todo R-maodulo M.

Demonstragao: Seja M um R-médulo. Considere uma resolugao projetiva X de M:
o X N xS M.

Aplicando o funtor F', obtemos o complexo F'(X) dado por:

F(01)

o Fx) 29 pxg) £

F(M) — 0.

Por definigao:
LoF(M) = Ho(F(X)) = Ker(F(2))/Im(F(&,).

Como a sequéncia curta:
0— Im(9y) 25 Xo S M — 0

é exata ((4.2))), temos que:
F(01) F(e)
F(Im(0,)) —= F(Xo) — F(M) =0

é exata, pois por hipotese, F' é exato a direita. Logo,

LoF(M) = Ker(F(e))/Im(F(8,)) = F(M). O

Teorema 4.12. Seja F': R-Mod — R-Mod um funtor aditivo exato a direita. Condigoes equivalentes:
1. F ¢ exato.
2. L,F(N) =0 para todo n > 0 e para todo R-mddulo N.

3. LiF(N) =0 para todo R-mddulo N.
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Demonstragao: (1) = (2): Seja N um R-médulo. Se o funtor F' é exato, entdo para toda resolugao
projetiva X de N:
o Xy 2 X1 =2 Xg>oN=0

temos que o o complexo F(X):
= F(X,) = ... > F(X1) > F(Xy) = F(N)—0
é uma sequéncia exata em cada F'(X,,) onde n > 1, o que implica :
L, F(M) = H,(F(X)) =0
para todo n > 1.
(2) = (3): Imediato.
(3) = (1): Devemos mostrar que para toda sequéncia exata curta:

0N —=+N-=N"=0

a sequeéncia:
0— F(N')— F(N)— F(N") =0

é exata. Com efeito, considere uma resolucao projetiva X de N':
=Xy =2 X1 =2 Xg—= N =0
Pela hipdtese que F' é exato a direita, a sequéncia:
F(N') - F(N) = F(N") =0
é exata, mas por ([L.11), LoF(N') = F(N'), LyF(N) 2 N e LoF(N") = F(N"), de onde deduzimos a

sequéncia exata:
LoF(N') = LoF(N) — Lo F(N") — 0.

Utilizando a sequéncia exata longa:
o LiF(M") 25 LoF(M') — Lo(M) = LoF(M") = 0
de , chegamos na sequéncia exata curta:
0— LoF(N') - LoF(N) = LoF(N") — 0,
visto que, por hipétese, L1 F(M) = 0 para todo R-médulo M, o que por sua vez, implica L; F(N') = 0.

Logo, a sequéncia:
0— F(N') = F(N)— F(N") =0

é exata, como queriamos demonstrar. [

5 Funtor Torf(—, M)

Para todo R-médulo M, existe o funtor:
(-)®r M : R-Mod — R-Mod.

Sabemos que (—) ® g M é um funtor aditivo e exato & direita, mas ndo necessariamente exato a esquerda.
Para construir os médulos T'orf*(N, M), n > 0, considere uma resolugao projetiva X de N:

s Xy — s XM X S NS0
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e tome o complexo X ®r M dado por:

S X @M = = Xy 0 M 2O X o M2 N @ M 0.

Designamos T'or*(N, M) como sendo o n-ésimo grupo de homologia do complexo X ® g M. Dito de outro
modo, o funtor TorZ(—, M) é o n-ésimo funtor derivado & esquerda do funtor (—) ® g M:

Tory(— M) =g Ly((=) ©r M).
Logo, devido a (4.11)), temos que:
Torf{(N,M) = Lo(N @ M) = N @ M,

pois (—) ®g M é exato & direita.

A seguir, vemos como os funtores Tor*(—, M) caracterizam a planitude de M, ou seja, eles "medem” o
quanto o funtor (—) ® g M deixa de ser exato a esquerda. Dito de outro modo, quanto mais os funtores
TorE(—, M) sdo triviais, mais o R-médulo M é plano.

Teorema 5.1. Para todo R-mddulo M as condi¢oes sequintes sao equivalentes:
1. M é um mdodulo plano.
2. Tor,(N,M) =0 para todo n > 1 e para todo R-mddulo N.
3. Tor1(N, M) =0 para todo R-mddulo N.

Demonstragao: Decorre de (4.12)) ja que (—) ® g M é um funtor exato & direita e
TorB(—, M) =L,((-)®r M) O

Proposicao 5.2. Listamos a sequir algumas propriedades que o funtor TorE(—, M) verifica:
1. TorE(N,M) = TorE(M,N)
2. Tor®(@®, Mo, N) 2P, Tork(M,,N)

3. Se a € R ndo é divisor de zero, entio Torf(R/(a), M) =2 M/aM, Torf(R/(a), M) = Annys(a) e
TorE(R/(a), M) = 0 para todo n > 0.

4. Se R’ € uma R-dlgebra plana, entdo
Tor®(M,N)®p R = Tor® (M ®r R',N @ R').
5. Se S € um subconjunto multiplicativo de R, entdo
S~ Tor®(M,N) = TorS "B(S~1M,S™IN).

Demonstragao:

1. Considere dois R-médulos M e N com resolugoes projetivias X e Y:

.o X1 =2 Xg—>M—0

. =Y =>Yy—> N—0.

Com as notagoes anteriores, podemos formar o complexo X ® Y onde:

()(C@R'Y)n = 6{) )Qg@hgyz

p+qg=n
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e cada 0X%rY : (X ®pY), = (X ®r Y),_1 é dado por:
OO (x @y) = 0y (v) @y + (—1)Pz @ 8] (y).
Utilizando e , podemos verificar facilmente que:
Tor®B(M,N) = H,(X ®rY).
Pela comutatividade do produto tensorial, temos que X ®r Y =2Y ®r X. Logo,
TorB(M,N)= H,(X ®rY) = H,(Y ®r X) = TorZ(N, M).
. Para cada indice «a, dispomos da homomorfismo de inclusao:

1o My, H@Ma.

Aplicando o funtor TorZ(—, N), obtemos a familia de homomorfismos:
9o =af Tor2 (1, N) : Torf(M,,) — Torf(@ M, N).

Pela propriedade universal da soma direta, a familia de homomorfismos precedente induz um
homomorfismo canoénico:

s =gqf @Torf(za,N) : @Torf(Ma,N) — Torf(@ M., N).

Para provar que s é um isomorfismo, basta tomar resol¢oes projetivas X, para cada M,:
W Xiag = Xoo = My — 0,

pois o complexo X, onde:

Xn = @ Xn,a

o
87)5 =df @655" :Xn — anla

é uma resolugao projetiva de @, M, . Pela distributividade do produto tensorial com a soma direta,
pela comutatividade da homologia com a soma direta e pela definicdo de T'or*(—, N), temos que:

Torl (P Ma, N) = H, (P Ma) @k N)
= Hn(@ Ma QR N)
=~ @H (M, ®r N)

N@Tor (M,,N).

. Considere a sequéncia curta:
0—-RS RIS R/(a) >0

onde a(r) = ar para todo r € R e p, é a projecdo candnica no quociente. Como a nao é divisor de
zero, a ¢ injetor, e, portanto, a sequéncia curta considerada é exata. Devido a (4.9), temos uma
sequéncia exata longa:

.= Torf(R/(a), M) 21 Torf(R, M) — Torf(R, M) — Torfl(R/(a), M) — 0
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que por sua vez, equivale a sequéncia exata longa:
. = TorB(R/(a), M) 25 M % M 2% M/aM — 0,

onde, com abuso de notagéo, @ (resp. p,) indica o homomorfismo x — a.z (resp. projecao canénica no
quociente). De fato, Torf'(R, M) = R®r M = M e Torf(R/(a), M) = R/(a) ®r M = M/aM. Logo,

Ker(a)={z € M : a.x =0} = Annps(a)

e a sequéncia:

0 — Anna(a) = M S M 2% M/aM — 0

¢ exata curta. Logo, Torf(R/(a), M) = Annys(a). Por indugio, podemos verificar que
TorE(R/(a), M) = 0 para todo n > 1.

4. Decorre das definigdes de dlgebra plana, resolugio projetiva e (4.6)). Indicamos (Rotman) para mais
detalhes.

5. Lembramos que S™'R é sempre uma R-algebra plana. Além disso, para todo R-médulo M’,
STIM’' = M' ®r S™'R. Logo, pelo item anterior, temos que:

TorS 'B(S™IM,S™'N) =~ TorS 'B(M ®pr S™'R,N @ S~'R)
~ S~ TorB(M,N) O
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