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1. Introducao

Nesse trabalho, serdao apresentados e provados alguns dos resultados que constituem a base da Teoria Algébrica
dos Numeros, além de exemplos préticos do uso desses resultados na Teoria dos Nuimeros tradicional. O objetivo
principal deste trabalho é apresentar o conceito de anéis de inteiros algébricos e provar propriedades fundamentais
sobre eles, mais especificamente provar que eles sempre sao Z-mddulos livres finitamente gerados (Teorema da
Base Integral) e provar o Teorema da Finitude do Nimero de Classes, que em certo sentido mede o quao longe
um tal anel estd de ser um dominio de ideais principais. Este trabalho é baseado principalmente no livro [I].
Comecemos com uma pequena motivagdo sobre por que estudar os inteiros algébricos:

Grande parte da Teoria dos Numeros classica trata da resolucao de equacgoes diofantinas. Enquanto nao ha
grande dificuldade em resolver um sistema linear de equacoes diofantinas, problemas comegam a surgir quando
aparecem equagoes de graus maiores. Consideremos os seguintes exemplos:

Dado um n inteiro fixado, a equacdo diofantina 22 — y? = n nao oferece grandes dificuldades, pois podemos
fatorar o lado esquerdo para obter (z — y)(z + y) = n. Por outro lado, problemas aparecem alterando apenas
um sinal: a equacdo diofantina 22 + y? = n é bem mais dificil de lidar. Uma ideia que surge da resolucdo da
primeira equacdo é que fatoracoes em geral simplificam muito um problema. No entanto, £2 + y? nio se fatora
em Z, e sim em Z[i]: 2% +y? = (z +iy)(x — iy). Assim, nada mais natural do que estudar esse anel maior, e
torcer para que ele seja “bem comportado”’que nem o anel Z. De fato, como veremos, esse anel é um dominio
euclidiano.

Infelizmente, nem tudo sdo flores: h4 anéis como Z[\/—5] que, como veremos, ndo sao nem sequer um domfnio
de fatoracao unica. Podemos tentar corrigir isso olhando para os ideais desses anéis, ao invés de seus elementos.
De fato, ha um teorema de unicidade da fatoracao de ideais em um tipo especial de dominio chamado Dominio
de Dedekind, o que é o caso de Z[v/—5] e, na verdade, como veremos, de qualquer anel de inteiros algébricos!

2. Extensoes de Corpos

Nessa secao relembraremos alguns conceitos da teoria de extensoes de corpos, e enunciaremos sem demonstracao
os resultados que utilizaremos sobre o assunto. Para um estudo mais detalhado dessa teoria, pode-ser ler [2], que
aborda o tema desde os seus principios bésicos. Alguns fatos aqui citados que néo se encontram nesse primeiro
livro podem ser encontrados na segido “Algebraic Supplement”’do livro [3]. No resto dessa segdo, K sempre
denotard um corpo, e €2 um corpo algebricamente fechado que contém K.

Notagao. Seja L/K uma extensio de corpos e o € L algébrico. O polindémio minimal de « em relagdo a K seréd
denotado por P, k.

Proposigao 2.1. Seja L/K uma extensao algébrica de corpos, e R um anel com K C R C L. Entdo R também
€ um corpo.

Teorema 2.2. Seja L uma extensao algébrica de K. Entdo existe pelo menos um isomorfismo de L em ) que
fixza K. No caso em que [L : K] € finito, temos no mdximo [L : K| isomorfismos de L em Q0 que fizam K.

Definicao (Discriminante de um polinémio). Seja f(z) € K[z] um polinémio ménico de grau n, e ay,...,a,
as n raizes de f em (2, contadas com as respectivas multiplicidades. Entao o discriminante de f, denotado por
A(f), é dado por

1<i<j<n



Definicao (Separabilidade). Seja f(x) € K|x]. Entao dizemos que f é separavel se todas as raizes de f em
Q sdo simples, ou seja, f se fatora em Q[z] como um produto de fatores lineares distintos. Isso é equivalente a
termos A(f) # 0, se f for ménico.
Se a € Q for algébrico sobre K, diremos que « é separavel se seu polindmio minimal P, g for separdvel.
Uma extensao algébrica L de K é chamada separavel se todo elemento de L for separavel sobre K.

Teorema 2.3. Todo polinomio irredutivel com coeficientes num corpo de caracteristica 0 € separdvel.
Corolario 2.4. Toda extensao de um corpo de caracteristica 0 € separdvel.

Teorema 2.5. Seja L uma extensdo finita e separdvel de K. Entdo existem exatamente [L : K| isomorfismos
de L em Q que fiztam K. Além disso, existe o € L tal que L = K ().

Definicao. Se L = K(«), dizemos que L é uma extensao simples de K, e que o é um elemento primitivo
dessa extensao.

Assim, toda extensdo separdvel finita é simples. Lembremos ainda que se L = K(a) é uma extensao finita
de K, entao « é algébrico sobre K e P, k tem grau [L : K].

Defini¢ao (Polinémio caracteristico, trago e norma). Seja L uma extenséo finita de K, com [L : K] = n. Dado
a € L, a fungao

T,: L — L
xr — QT

é um operador linear de L visto como K-espago. Seja B = {f31,...,,} uma base da extensdao L/K, e [T,]p
a matriz de T, nesta base. Definimos o polinémio caracteristico de a com relagao a extensao L/K como

Fo 1k (z) = det(x-1d —[T,]B) € K|z,

onde Id ¢ a matriz identidade de tamanho n.
Definimos ainda o trago de «, Trz/x(a) € K, como sendo o traco de [T,]|p ¢ a norma de a, Ny /g () € K,
como sendo o determinante de [T, ]p.

Observagao. Note que o polinémio caracteristico, o traco e a norma de « em rela¢do a L/K nao dependem
da base B, pois estdo associadas ao operador Ty, que s6 depende de o e da extensdo L/K. Quando estiver
clara a extensao que estamos considerando, denotaremos o polinémio caracteristico, o trago e a norma de «
simplesmente por F,, Tr(a) e N(a).

Note ainda que, se F,,(2) = ag + a1x + -+ + ap_12" " + 2", onde

ag,ay, ... ,an € K, entdo Tr(a) = —an—1 e N(a) = (—1)"ayg.

Teorema 2.6. Seja L/K uma extensio finita, e « € L. Entdo Fy /g = Py, onde m = [L: K(a)]. Em
particular, Fy 1/x (o) = 0.

Teorema 2.7. Seja L uma extensao finita de K com [L: K] =n, a,b € K, a, 8 € L. Entio valem:

(1) Tr(a) = na.

(2) N(a) = a™.

(3) Tr(a-a+b-8)=a--Tr(a) + b Tr(B).

(4) N(a- ) = N(a) - N(B).
Teorema 2.8. Seja L uma extensio separdvel finita de K com [L : K] = n. Entao, se o1,...,0, forem os
isomorfismos de L em Q) que fixam K, temos

n n

(x — 0i(a)), Tr(a) = Zai(a) e N(a) = Hai(a).
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3. Extensoes de Anéis, Corpos de Numeros Algébricos e
Inteiros Algébricos

Nessa secao, iremos relembrar os conceitos e resultados béasicos sobre a teoria de extensoes de anéis. Além disso,
utilizaremos essa teoria para construir a base da Teoria Algébrica dos Numeros, ao trabalhar com corpos de
numeros algébricos e, mais especificamente, com os anéis de inteiros algébricos associados a eles.



Notagao. Se R for um anel e M um R-moédulo, denotaremos a sua localizagao por um conjunto multiplicativo
C por M¢. Além disso, se M for um dominio, denotaremos seu corpo de fragdes por Q(R).

Definicao (Extensdo de anéis/Extensao finita). Dizemos que o anel S é uma extensao do anel R se R for
um subanel de S. Indicaremos essa extensdo por S/R. Dizemos que S é uma extensao finita de R se S for
finitamente gerado como R-mddulo.

Comegaremos com um resultado técnico que relaciona extensoes de anéis com extensoes de corpos:

Proposigao 3.1. Seja R um anel, K = Q(R) e L/K uma extensdo algébrica de corpos. Se S C L e S/R é uma
extensdo de anéis, entdo temos Sgyfoy = Q(S).

Demonstragdo. Claramente, Sp\ (0} 2 Q(R), 1ogo Sgy 03 € um anel intermedidrio da extensdo algébrica de corpos
L/K, sendo assim um corpo, pela Proposigao Por outro lado, é claro que Sg\ 0y € Q(S), e portanto temos
Sr\foy = Q(S). O

Ja o seguinte resultado, que serd usado em segoes futuras, diz que independéncia linear sobre um dominio e
sobre seu corpo de fragoes sao a mesma coisa:

Proposicao 3.2. Seja R um dominio, K = Q(R) e M um R-mddulo. Entao {mi,...,m,} C M ¢é LI sobre R
se e sd se {m1/1,...,m,./1} C My € LI sobre K.

Em particular, se L € uma extensao de K, os elementos aq,...,o, € L sdo LI sobre R se e so se eles sao LI
sobre K.

Observagao. Aqui, Mk = K ®@p M = Mg\ 10y é o K-mddulo obtido por extensao de escalares ou, equivalente-
mente, pela localizagdo de M pelo conjunto R\ {0}. Identificamos aqui My com a localizagdo Mg\ (0}, por isso
a notagao m;/1.

Demonstragdo. (<) Suponhamos que my/1,...,m,/1 € Mg sao LI sobre K. Sejam ay,...,a, € R tais que
aymi + - -+ + a,m, = 0. Mas entao
ar mp ar My a ar
— . — — . =)= == —=0= = ... = =0
I A N 1 1 “ ="
ja que R é dominio e portanto o mapa de localizacao é injetivo. Logo mq,...,m, sao LI sobre R.
(=) Suponhamos que myq, ..., m, sejam LI sobre R, e que temos
a; m ap m
b—lTl—i——i—b—r 1r =0, para alguns aj,...,a, € R,by...,b. € R\ {0}.
1 T

by...by
1

Entao, multiplicando essa equagao por , temos:

a1Bimy + -+ a.Brm,
1

:O7

€ R.

i
Logo, existe algum ¢t € R\ {0} tal que t(a; Bymi +- -+ a,.Bym,) = 0, ou seja, tay Bymy +- - - +ta, Bym, = 0.
Como myq,...,m, sao LI sobre R, temos ta;B; = 0 para 1 < i < n. Mas tB; é um produto de elementos

nao-nulos de R, logo é ndo-nulo, e assim temos a; = 0 para todo 1 < i < n. Isso mostra que my/1,...,m,./1 sdo
LI sobre Q(R). O

onde para 1 <7 < r temos B; =

H;:l b,
b

Definicao (Elemento integral/Extensao integral). Seja S/R uma extensdo de anéis e a € S. Dizemos que « é
integral sobre R se « satisfaz um polindmio moénico com coeficientes em R.

A extensdo de anéis S/R serd chamada uma extensdo integral se todo elemento de S for integral sobre R.
Nesse caso, dizemos também que S é integral sobre R.

Teorema 3.3. Seja S/R uma extensao de anéis. Entao S/R é uma extensdo finita se e s se S = Rlaq, ..., an],
onde aq,...,q, € S sdo integrais sobre R. Nesse caso, S é uma extensdo integral de R.

Como corolario desse teorema, obtemos:

Lema 3.4 (Transitividade de extensoes integrais). Seja S uma extensio de R e T uma extensao de S. Entdo
T/R é integral se e sé se T/S e S/R sao integrais.



Demonstra¢do. (=) Suponhamos T'/R integral. Entao todo elemento de T satisfaz um polinémio ménico em
R[z] C S[z]. Assim, todo elemento de T' também é integral sobre S, o que mostra que 7/S é integral. Além
disso, como S C T e todo elemento de T é integral sobre R, é claro que a extensao S/R também é integral.

(<) Suponhamos que T'/S e S/R sao integrais. Seja o € T. Entdo « satisfaz um polinémio ménico com
coeficientes em S, ou seja:

So 4+ s1a4 -+ 10" L+ a" =0, para alguns si,...,5,_1 € S.

Assim, « é integral sobre R[so,...,S,—1], logo pelo Teorema o anel Rl[sg,...,Sn—1,] é integral sobre
Rl[sg,...,Sn—1]. Mas também por esse teorema, R[sq,...,s,—1] é extensdo integral de R, pois por hipétese todo
elemento de S é integral sobre R.

Concluimos que o anel R[sg,...,S,—1,a] é integral sobre R. Em particular, « é integral sobre R. Como « é
qualquer, mostramos que a extensao T//R é integral.

O

Definicao (Fecho integral). Seja S uma extensao de R. Entao o fecho integral da extensao S/R, denotado
por Ig(R), é definido por:

Is(R) .= {a € S| a ¢ integral sobre R}.
O fecho integral de uma extensao é sempre um anel, como mostra o corolario abaixo:

Coroldrio 3.5. Se S € uma extensao de R, Ig(R) € um subanel de S que contém R. Além disso, todo subanel
S’ de S que é um R-mddulo finitamente gerado estd contido em Is(R).

Demonstracio. E claro que R C Is(R) C S. Em particular, 0,1, —1 € Ig(R). Assim, para vermos que Is(R)
é um anel, basta mostrar que, se a, 8 € Ig(R), entdo a + 5,8 € Is(R). Mas a + 3,a8 € R|a, §]. Como « e
B sao integrais sobre R, R[a, ] é integral sobre R pelo Teorema logo o + 8 e af sao integrais sobre R, e
portanto estao em Ig(R), como gostariamos.

Se S’ C S é um R-médulo finitamente gerado, entdo S’/S é finito, logo pelo Teorema a extensdo S’/S é
integral, ou seja, S” C Is(R). O

Definicao (Extensdo integralmente fechada/Dominio integralmente fechado). Se S/R é uma extensao de anéis,
dizemos que R é integralmente fechado sobre S se Ig(R) = R. Se R for um dominio e R for integralmente
fechado sobre seu corpo de fragoes Q(R), entdao dizemos que R é integralmente fechado.

O corolario abaixo mostra que o nome fecho algébrico faz sentido:

Corolario 3.6. Seja R’ uma extensao de R e S uma extensao de R'. FEntao Ig(R) C Ig(R'). Além disso,
R CIs(R)=Is(Is(R)). Ou seja, Is(R) € integralmente fechado em S.

Demonstragao. Se o € Ig(R), entdao « é integral sobre R, logo também é integral sobre R’. Entao « € Ig(R’),
0 que mostra a inclusao desejada.

Se a € Is(Is(R)), entdo Is(R)[a]/Is(R) é extensdo integral. Como Is(R)/R também é extensdo integral,
temos pelo Lema que Is(R)[a]/R é integral. Assim, a é integral sobre R, ou seja, a € Ig(R). Assim,
Is(Is(R)) = Is(R), como gostarfamos. O

Definicao (Corpo de nimeros algébricos/Anel de inteiros algébricos/Inteiro algébrico). Dizemos que um sub-
corpo L C C é um corpo de nimeros algébricos se L/ Q é finita. O anel I1,(Z) C L é chamado de anel dos
inteiros algébricos de L, e o denotaremos simplesmente por I,. Um elemento qualquer de I, é chamado de
um inteiro algébrico.

A maijoria dos resultados para anéis mais gerais que provaremos tera uma consequéncia imediata quando nos
restringirmos ao caso dos inteiros algébricos. Denotaremos esses resultados colocando o simbolo Z para enfatizar
que se trata de um resultado sobre inteiros algébricos.

Teorema 3.7. Seja R um dominio de fatoragdo unica. Entao R € integralmente fechado.

EZemplo 1. Temos Ig = Z, pelo Teorema Assim, se soubermos que um inteiro algébrico é racional,
garantimos que esse numero sera inteiro.



Teorema 3.8. Seja L um corpo que tem R como subanel. Entdo:

QUL(R)) = (I(R))r\{o}y = IL(Q(R)).
Em particular, temos Q(IL(R)) = L se e sd se L for algébrico sobre Q(R).

Demonstragdo. Aigualdade Q(I(R)) = (IL(R))r\ o} segue diretamente da Proposigéo Se a € (IL(R))R\{0},
entdo temos o = B/r, onde 8 € IL(R), r € R\ {0}. Assim,

aop+aif+ -+ an_18" 1+ B" =0, para alguns ag,...,a,_1 € R.
Mas como 8 = ra, temos

ap 4+ arra+ -+ ap_1r" e+ "™ =0
ag ay
= — 4+
r7l rn
o que mostra que a € I1(Q(R)). Logo (IL(R))r\{0y € IL(Q(R)).
Tomemos agora « € I (Q(R)). Entao temos

Qp—1
104+"’+n70[n1+05n:0,
r

T T T
S It DY +a" =0,
so  s1 Sp—1
para alguns rg,...,7,—1 € R, 80,...,8,-1 € R\ {0}.
Multiplicando essa equagao por sgsi - -+ Sp_1, obtemos uma equacao da forma
ap+ara+ -+ ap_1a"t + a0 =0, onde ag,...,a, € R, a, # 0.

Multiplicando a equagao obtida por a”~!, temos:

apa” ' +ar1a 2 (ana) + -+ an_1(ana)" "t + (a,a)™ = 0.

Chamando 8 = a,«, a equagao anterior é equivalente a
agan ' +arap PB4 Fan 1SN+ B0 =0

Assim, 3 € IL(R), e portanto a = 3/a,, € (IL(R))Rr\{0}-
Concluimos que I1,(Q(R)) C (IL(R))r\{0}, € entao

(IL(R)r\toy = IL(Q(R)).
Em particular, L é algébrico sobre Q(R) se e s6 se IL(Q(R)) =L < Q(I.(R)) = L. O
Como todo corpo de numeros algébricos é uma extensao algébrica de Q:
Zeorema 3.9. Seja L um corpo de niimeros algébricos. Entao Q(Ir) = (IL)z\{0y = L.

No caso em que L é um corpo que é extensao do dominio R, parece razodvel que, dado um elemento « € I, (R),
o polindmio minimal P, g(r) esteja em R[z]. Porém, isso nem sempre ¢ verdade:

Exemplo 1. Seja R um dominio que nao ¢ integralmente fechado, e consideremos a extensao Q(R)/R. Entao
existe a € Q(R) \ R que é integral sobre R. Assim, f(a) = 0 para algum f(z) € R[z] ménico. E claro que f tem
grau maior ou igual a 2, caso contrario terfamos o € R. Por outro lado, o polindmio minimal de o em Q(R) é
x — a & Rlx].

O exemplo acima mostra que uma condigao necessaria para garantirmos que P, g(r) € R[] para o € IL(R) é
que R seja integralmente fechado. De fato, nesse caso isso ird ocorrer. Para mostrar esse resultado, precisaremos
do teorema abaixo:

Teorema 3.10. Seja S/R uma extensao de dominios.
a) Se f,g € S[z] forem dois polinémios ménicos, tais que fg € Is(R)[x], entdo f,g € Is(R)[z].
b) Seja L um corpo que tem R como subanel, e K = Q(R).
Entao, para todo v € IL(R), temos Py i € Ix(R)[z].



Demonstragao. a) Seja € um fecho algébrico de Q(S). Entao f e g se fatoram linearmente em Q[z], digamos
f(x) = (z—al)(z—am) € g(gj) = (x_ﬂl)(m_ﬂn)a com al)"'7a77Lvﬂla"'76n € Q. Entao

fo(x) = (@ =) (z —am)(@ = Br) - (& = Bn) € Is(R)[x].

Como ay, ..., Qm, B1,-- ., PBn sao raizes desse polindmio moénico, vemos que esses numeros sao integrais sobre
Is(R), e portanto sao também integrais sobre R, j& que a extensdo Is(R)/R é integral. Assim, esses nimeros
pertencem a Io(R), e portanto

f@) = (z—a1)-- (2 —am) € (Ia(R) N S)[z] = Is(R)[z]

g(x) = (& = F1) - (z = Bn) € (Ia(R) N G)lz] = Is(R)[x].

b) Como v € IL(R), temos f(y) = 0 para algum f € R[z] moénico. Sabemos entdo que P, g divide f em
K|z], logo existe g € K[z] tal que f = gP, x. Como f e P, x s&@o moénicos, g também deve ser moénico. Como
f € R[z] C Ix(R)[z], segue do item a) que g, Py x € Ix(R)[x]. O

Se R for integralmente fechado, temos Ix(R) = R, e entdo o teorema acima garante que P, g € Rlx].
O corolario abaixo retine essa e outras informacgoes que podem ser obtidas com a hipdtese extra de R ser
integralmente fechado:

Corolario 3.11. Seja R um dominio integralmente fechado, L uma extensdo finita de K = Q(R) e S um subanel
de I(R) que contém R. Entdo, para todo v € S, temos:

a) Py i € Rlz], F, 1/ € Rlz], Npjr(v) € R e Trp i (7) € R.

b) Nk (v) € um mailtiplo de y em S.

c)yeU(S) seesdseNygeU(R).

d) Se Np k() for irredutivel em R, entdo vy serd irredutivel em S.

e) Se a, B € S sdo associados em S, entio Ny k(a) e Np/k(B) sdo associados em R.

Demonstragdo. Se v = 0, os resultados sdo ébvios. Suponhamos entao v # 0. Seja ainda n = [L : K.

a) Temos que P, x € R[x] pela observacao que fizemos acima. Sendo F, 1,k uma poténcia de P, g, pelo
Teorema esse polinémio também estd em R[x]. Consequentemente, a norma e o traco de v estdo em R, ja
que sao, a menos de sinal, coeficientes do polindomio caracteristico de ~.

b) Temos F,(y) = 0. Escrevamos
F,(z)=ap+ax+---+a,_12" " + 2", onde ag,...,a,_1 € R.
Entao
0=F,() =a+ay+-+a, 17" +7",

o que mostra que ag =0 (mod ) em S. Mas ag = (—1)"N(v), logo v | N(v) em S, como gostariamos.

¢) Pelo item b), v | N(v) em S, assim N(vy) € U(R) = v € U(S). Por outro lado, se v € U(S), entao

W l=1=NHNHH=N1=1"=1.

Como N(v), N(y~!) € R pelo item a), concluimos que N(v) € U(R).

d) Se v for redutivel em S, temos v = af, para alguns a, 8 € S\ U(S), e entdo N(v) = N(a)N(5). Pelo
item ¢), concluimos que N(«a), N(8) € R\ U(R), o que mostra que N (y) nao serd irredutivel em R nesse caso.

e) Sendo « e ( associados em S, existe u € U(S) tal que @ = uf. Entdo N(a) = N(u)N(B). Pelo item
¢), N(u) € U(R), e portanto N(a) e N(f) sdo associados em R, como desejdvamos. O



Como Z é um DFU, 7Z é integralmente fechado pelo Teorema [3.7] e portanto temos:

Zorolario 3.12. Seja L um corpo de nimeros algébricos e S um subanel de I1,. Entdo, se v € S, temos:
a) Pyo € Zlz], Fy /g € Zlz], Npjo(v) € Z e Trr g(v) € Z.

b) Niso(v) € um maltiplo de y em S.

c)y€U(S) seesdse|Npgl=1.

d) Se |Np;q(v)| for wum niimero primo, entdo ~y serd irredutivel em S.

e) Se a, B € S sdo associados em S, entio Ny g(a) = £Np,o(B).
O teorema abaixo permite associar ideais em uma extensao integral de dominios:

Teorema 3.13. Seja S/R uma extensdo integral de dominios. Entdo:
a) Se I € S é um ideal nao-nulo de S, I N R é um ideal nao-nulo de R.
b)U(S)NR=U(R).

¢) S éum corpo se e s6 se R € um corpo.

d) Um ideal primo p de S € mazimal de S se e s6 se p N R € mazximal de R. Em particular, se todo ideal
primo ndo-nulo de R for mazximal, todo ideal primo nao-nulo de S também serd mazimal.

Demonstra¢ao. a) Como I e R sdo grupos aditivos, I N R também é um grupo aditivo. Ser € R, i € IN R,
entao ir € IN R, pois I é ideal de S e R é anel. Logo IN R < R.
Seja agora « € I nao-nulo. Como S/R é integral, temos

ap+ara+ -+ ap_10"t +a" =0, para alguns ag,...,an_1 € R.

Podemos supor sem perda de generalidade ag # 0, pois S é um dominio. Assim, ay € (a)s C I, e portanto
IN R > ag é nao-nulo.

b) E claro que U(R) C U(S) N R. Seja agora u € U(S) N R. Como S/R é integral, u~' é integral sobre
R, e assim

Qp— 1
i =0, para alguns ag,...,a,_1 € R.

+ 2t
a’O —_— e
U un—1 ur

Multiplicando essa equacéo por u™ !:

apu" Pt au i+ Ay +u =0
= uwl=—a, 11— —au"'eR.
Assim, o inverso de u estd em R, o que mostra que u € U(R). Logo
U(S)NR CU(R), e entdao U(R) =U(S)NR.

¢) Se S for um corpo,
US)=S\{0}=UR)=UlS)NR=S\{0} nR =R\ {0},

pelo item b). Logo R é um corpo.
Se R for um corpo, os tnicos ideais de R sdo 0 e R. Se I <5 é ndo-nulo temos, pelo item a), que INR<IR é
nao-nulo, logo INR = R. Masentaol € I = I = 5. Logo os tnicos ideais de S'sao 0 e S, e portanto S é um corpo.

d) Seja p <1.S primo. Notemos inicialmente que também temos p N R < R primo. Consideremos

p: R/(pNR) — S/p
rT+pNR — x+p



Entao ¢ é um homomorfismo injetor de anéis, logo podemos ver S/p como uma extensiao de R/(p N R). Seja
a+p e S/p. Como « € S é integral sobre R, temos

ao+ara+ -+ ap_10"t +a™ =0, para alguns ao, ..., a,_1 € R.
Entao
(a0 +p) + (a1 +p)(a+p) + -+ (an—1 +p)(a+p)" " + (a +p)" =0,
ou seja,
@lag+pNR)+¢(ar +pNR)(a+p)+ -+ @(an—1+pNR)(a+p)" "+ (a+p)" =0.

Logo « + p é integral sobre R/(p N R). Como a + p € S/p é qualquer, concluimos que S/p é uma extensio
integral de R/(p N R). Sendo essa extensdo integral, pelo item ¢) o anel S/p é um corpo se e s6 se R/(p N R) é
um corpo (jd que ambos os anéis em questao sdo dominios). Ou seja, p é um ideal maximal de S se e 86 se pN R
for um ideal maximal de R.

A ultima observagao segue diretamente de a) e de d). O

Como todo ideal primo nao-nulo de Z é maximal:

Zorolario 3.14 (Anéis de inteiros algébricos tém dimensao 1). Se L for um corpo de nimeros algébricos, entio
todo ideal primo nao-nulo de Iy, € um ideal mazximal de Iy,.

4. Corpos Quadraticos

Nessa segao, apresentaremos alguns dos exemplos mais simples de anéis de inteiros algébricos, os anéis de inteiros
algébricos de corpos quadraticos, e os relacionaremos com os conceitos desenvolvidos na secao anterior:

Definicao (Corpo quadratico). Dizemos que um corpo de nidmeros algébricos L é um corpo quadrético se

[L:Q] =2

Nesse caso, se a € L\ Q, temos 1 < [Q(a) : Q] < [L: Q] =2, logo [Q(«) : Q] = 2, assim Q(«) = L. Portanto,
todo o € L'\ Q é um elemento primitivo de L/ Q.
Mostraremos abaixo que todo corpo quadratico é da forma Q(ﬂ), onde d é um inteiro livre de quadrados,

d=#0,1:

Teorema 4.1. Seja D = {d € Z\{0,1} | d é livre de quadrados}, e seja Lo = {L C C | L é corpo quadrdtico}.
Entao

f: D — Lo
d +— Q(Vd)

é uma bijecao. Mais do que isso, se di e da pertencem a D, entio Q(\/dy) € isomorfo a Q(\/d2) se e s6 se
dy = ds.

Demonstragio. Claramente, [Q(v/d) : Q] = 2 para d € D, entdo de fato temos Q(v/d) € L2, de modo que f esta
bem-definida.

Suponhamos que exista uma bijecao ¢ : Q(v/d1) — Q(v/dz), onde dy, ds € D.

Entdo ¢(v/d1)? = ¢(dy) = di, logo dy tem uma raiz quadrada em Q(y/dz). Sejam entdo a,b € Q tais que
Vds = a + by/d;. Elevando essa equacio ao quadrado, obtemos do = a® + d1b% + 2ab\/d;.

Se a,b # 0, chegamos em

dy — a® — dib?
Vi = 2= 7
1 2ab € Q7

absurdo! Logo a=0oub=0. Se b= 0, /dy = a € Q, absurdo! Entao a = 0, e portanto

Vs = b\/dy = dy = b2d,.

Como b? | dy e dy é livre de quadrados, temos b? = 1, e assim dy = d;. Isso garante que f é injetivo, e prova
a ultima afirmacao do enunciado.



Falta apenas provar que f é sobrejetor. Seja L € L4. Entéo [L : Q] = 2. Como vimos, se o € L\ Q, temos
L = Q(a). Além disso, « satisfaz uma equacdo de segundo grau em Q[z], e portanto em Z[z], limpando os
denominadores se necessario. Entdo aa? + ba + ¢ = 0, para alguns a,b,c € Z,a # 0. Assim, obtemos

—b+Vb? — 4ac
a=——.
2a
Isso mostra que L = Q(a) = Q(v/b2 — 4ac). Podemos escrever b? — dac = k?d, onde k é um inteiro positivo
e d € D. Mas entdo vb? — dac = kV/d, e

L = Q(a) = Q(V? — dac) = Q(Vd) = f(d).

Assim f é sobrejetora, e portanto é uma bijecdo, como gostariamos.

Se L = Q(v/d) é uma extensdo quadritica com d € D, entdo {1,v/d} é uma base dessa extensio.
Seja o = a 4+ bV/d € L qualquer. Entao:
a1 = a+ b\/g,
a-Vd = bd+aVd

Dessa forma, a matriz de multiplicacdo por « nessa base é

a bd
)

Entao, em relagdo & extensdo L/ Q:

—a —bd

Fo(z) = det(zId —M,) = det <x_b o

> = 2?2 — 2az + (a® — db?).

Assim, Tr(a 4 bV/d) = 2a e N(a + bV/d) = a® — db>. Note que, se d < 0, N(a + bv/d) > 0 sempre, com
igualdade se e s6 se a = b = 0.

Buscaremos agora determinar, para L = Q(\/&) um corpo quadratico, o anel Iy, que mostraremos ser um
Z-médulo livre de dimensio 2. Continuaremos por ora a usar a base {1,v/d} de L, embora como logo veremos
essa nem sempre serd uma base de Iy, como Z-mddulo:

Lema 4.2. Seja L = Q(vd), com d € D. Entdo

IL:{%+g\/EIm7nez;m2—dn250 (mod 4)}-

Demonstracio. (C) Suponhamos o = a + bv/d € I1,. Entao pelo Zorolario F,(x) € Z[x]. Como ji vimos,
Fo(z) = 22 — 2az + (a® — db?).

Disso tiramos que 2a € Z e que a® — db®> € Z. Seja r = a® — db®. Dessa forma, 4a? — 4db*> = 4r, ou seja,
d(2b)? = (2a)? — 4r € Z, pois 2a € Z. Podemos escrever 2b = p/q, com p,q € Z, q # 0, primos entre si. Entao
d(2b)? € Z. = ¢* | dp?, e como d é livre de quadrados temos ¢? | p?. Assim, ¢ = &1, de modo que 2b é inteiro.

Portanto, m := 2a e n := 2b s@o nimeros inteiros, e como vimos temos

m? —dn? =4r =0 (mod 4).

m n
Isso mostra que a = 5 + 5\/& estd no conjunto da direita do enunciado.

(2) Seja
m n
L
o=+ 5V
onde m,n € Z satisfazem m? — dn? =0 (mod 4). Entao
2 _ d 2
F(x) = 22 —mzx + %

Como m? — dn? =0 (mod 4), temos F,(z) € Z[z], e como F,(a) = 0, temos a € I,.



Agora sim podemos mostrar que L = Q(v/d) é sempre um Z-médulo livre:

Teorema 4.3. Seja L = Q(v/d), com d € D. Entio:

a) Se d=2 ou3 (mod 4), entdo B = {1,V/d} é uma base de I, como Z-médulo.
1+Vd
2

Demonstrag¢do. Notemos que, em ambos os casos, basta mostrar que (B) = I, pois B é um conjunto LI sobre
Q, e portanto também é LI sobre Z pela Proposigao 3.2

b) Sed=1 (mod 4), entdo B = {17 } € uma base de I, como Z-mddulo.

a) E imediato verificar que os elementos 1 e v/d estdo em Iy, utilizando o lema anterior. Assim, (1,v/d) C Iy.
Seja agora « € I,. Entdo, pelo lema anterior,

m

2

o =

+ %\/& €Ip, comm? —dn*=0 (mod 4).

Se d = 2 (mod 4), entdao m? = 0 (mod 2), e assim m é par. Logo 4 | dn?, e como d é livre de quadrados
temos 2 | n. Isso mostra que n também é par, e assim

04:5+§\/Zl€<1,\/g>.

Se d = 3 (mod 4), entdo m? +n? =0 (mod 4). Como o quadrado de um fmpar deixa resto 1 na divisdao por
4, a Unica possibilidade é termos m =n =0 (mod 2). Assim:

a:%+g\/ée<1,\/&>.

Logo, em ambos os casos, temos I, = (1,V/d).

b) E imediato verificar que os elementos 1 e estao em I, utilizando o lema anterior.

1 d
Assim, <1, +2f> C Iy,. Seja agora « € I,. Entao, pelo lema anterior,

m
2

o= +%\/g€IL, com m? —dn? =0 (mod 4).

Como d =1 (mod 4), temos m? = n? (mod 4). Logo m e n possuem a mesma paridade, e podemos escrever
m =2k +n, com k € Z. Assim:

2%k+n n 1+Vd 1++d
am B AU € (1),

O

Logo temos I}, = <1, 5

1+\/<3>

Exemplo 2. O anel R = Z[\/a], para d € D congruente a 1 médulo 4, nao é integralmente fechado. De fato, é
claro que seu corpo de fracoes é K = Q(v/d), e que, como R/ Z é uma extensio integral,

Ix(R) = Ixc(Z) = <1, s ﬂ> OR.

2

Em particular, R nao é um DFU.

14+d

5 } é base de I no caso d = 1 (mod 4), é razodvel querermos saber calcular o

1++d
2

Uma vez que {1,

polinémio caracteristico, o trago e a norma de um elemento « de I, escrito na forma o = a + b( ), com

a,beZ:
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Temos

a+h(1+vg)=(a+é)+évﬁ

2 2) "2
e portanto
Fo(z) = 2% — (2a + b)a + (a2 +ab+ bQ(lzJ)).
Logo
v (a+b(1 +2‘/a)) = 2a+b,
e

N(a+ (2 o v a2 (1),

E interessante se perguntar quando I, é um DFU, um DIP ou um DE (Dominio Euclidiano), para podermos
deduzir propriedades mais profundas desse anel. As vezes, I;, pode ndo ser nem mesmo um DFU:

Exemplo 3. O anel Iy, = Z[/—5] ndo é um DFU. De fato, temos que
21 =3-7=(1+2v-5)(1 —2V-5)

sao duas fatoragoes distintas de 21 nesse anel.

Temos N(3) =9, N(7) =49, e N(1 +2y/=5) = N(1 — 2y/=5) = 21. Assim, pelos itens c) e e) do Zorolario
os elementos 3, 7, 1 +2v/—5 e 1 — 2¢/—5 nfo sdo invertiveis em I, e 3 e 7 ndo sdo associados a 1 + 2v/—5
nem a 1 — 24/—5. Assim, basta provarmos que esses quatro elementos sdo irredutiveis em I;. Se algum desses
elementos nao for irredutivel, entao garantimos a existéncia de um elemento em I, com norma +3 ou +7, o que
¢ impossivel, pois ndo existem, a,b € Z tais que N(a + by/—5) = a? + 5b? seja +3 ou £7. Assim, I, ndo é DFU.

Observe que esse exemplo ainda prova que a volta do item d) do Coroldrio é falsa: por exemplo 3 é
irredutivel em I, mas N(3) = 9 néo é irredutivel em Z.

Analisemos agora a questao de Iy, ser um DE. O melhor candidato & “fun¢do grau”é o valor absoluto da
norma correspondente a extensdo, pois ja sabemos de antemao que essa é uma funcao com valores naturais que
é multiplicativa.

Teorema 4.4. Seja L = Q(v/d), com d € D.

a) As sequintes condigdes sio equivalentes:

(i) I, € euclidiano em relagdo & norma absoluta.

(ii) Para qualquer A € L, ewiste q € I, tal que [Ny, (A —q)| < 1.
(iii) Para quaisquer r,s € Q, existem m,n € Z tais que:

|(r —m)?—d(s—n)?| <1, sed=2ou3 (mod 4);
|(r—m+52)2 —d(552)?| < 1, sed=1 (mod 4).

b) I, € euclidiano com a norma absoluta se d € {—11,-7,—-3,—2,—1,2,3,5,13}, e isso ndo acontece para
nenhum outro valor negativo de d € D.

Demonstragdo. a) (i)=-(ii): Suponhamos que valha (i). Seja A € L qualquer. Pelo Zeorema temos L =
Q(I1), logo temos A = a/b, para alguns a,b € I, b # 0. Por hipétese, existem ¢,r € Iy, tais que a = bg+ 1 e
IN(r)| < |N(b)]. Assim:

V-l =[N (5 -a)| =N (3)|= N (r)]

<1,
b |N(0)]
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provando (ii)
(ii)=(i) Suponhamos que valha (ii). Sejam a,b € Ij, quaisquer, b # 0. Entéao existe ¢ € I,
tal que ‘N(% — q)’ < 1. Chamemos r = a — bg € I,. Assim, a = bq + r e temos:

[N (r)]
IN(0)]

‘N(%fq>‘<1¢’N<%)‘<lé <1=|N()| < |N®),
provando (i).
(ii) <= (iii): Basta, se d = 2 ou 3 (mod 4), tomar A\ = r + sv/d € L e ¢ = m +nVd € I, e notar que
a desigualdade em (iii) equivale a termos |N(A — ¢)| < 1. Da mesma forma, se d = 1 (mod 4), basta tomar
1 d 1 d
N 8( +2\f +Vd

2
IN(A—¢q)| < 1.

) eLeq=m+ n( ) € I;, e notar que a desigualdade em (iii) equivale a termos

b) Provaremos que para esses valores de d vale (iii), e que para qualquer outro valor negativo de d € D nao
vale (iii):

Caso 1: d < 0. Chamemos ¢ = —d > 0. Como observado anteriormente, nesse caso a norma ¢é sempre
nao-negativa, entdo podemos ignorar os valores absolutos em (iii).

Caso 1.1: d = 2 ou 3 (mod 4). Suponhamos ¢ < 3. Sejam r,s € Q. Entdo existem inteiros m,n € Z tais
que [r—m| <1/2e|s—n| <1/2. Entéo,
1\2 1\2
(r—m)®+4(s—n)* < (§> + 3(5) =1,
logo vale (iii). Assim, se d € {—2,—1}, I, é DE. Se ¢ > 5, tomemos r = s = 1/2. Entao, para quaisquer
m,n € Z, temos |[r —m| >1/2 e |s—n| > 1/2. Assim:
1

(r—m) s —np > (5) +5(3) =2 >1,

mostrando que nesse caso nao vale (iii).

Caso 1.2: d =1 (mod 4). Suponhamos ¢ < 11. Sejam r, s € Q. Entao existe um inteiro n tal que |s —n| < 1/2.
Queremos agora achar m € Z tal que

1"—m—|—82n’§1/27

ou seja,

s—n 1 s—n—1 s—n+1
§§<:>7‘+72 §m§r+72 .

Como a diferenca entre os nimeros nos extremos da tdltima desigualdade é de 1, podemos tomar m como sendo
um numero inteiro no intervalo correspondente. Para esses valores de m e n, temos:

s—mn\2 §—mn\2 1\2 1\2 15
_ < (= il T
(r mE ) M( 2 ) *(2) +11<4> T
logo vale (iii). Assim, se d € {—11,—7}, I, é DE. Se £ > 15, tomemos r = s = 1/2. Sejam m,n € Z. Se
n ¢ {0,2}, entdo s — n > 1, e portanto

(157 () = o

0 que ji4 mostra que ndo temos a desigualdade de (iii). Se n = 0 ou n = 2, entdo é claro que os valores

1
—§§T—W+

e s—n ~ .
de m que minimizam |r —m + sdo m = 1 e m = 0, respectivamente. De qualquer forma, vemos que
s—n 1 .
r—m+ > —. Assim:
s—n\?2 1\2 1\2
_ N L s —n)? > (7) 15<7) =1,
(r mt ) Hls—n)=(7) +15(3
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mostrando que nesse caso nao vale (iii).
Caso 2: d > 0:

Caso 2.1: d € {2,3}. Dados r,s € Q, sejam m,n € Z tais que |[r —m| < 1/2 e |s —n| < 1/2. Assim,
como d > 0:

’(r—m)2 —d(s —n)2| < max{(r —m)? d(s —n)Q}.

Mas

portanto vale (iii).

s—n

Caso 2.2: d € {5,13}. Dados r,s € Q, sejam m,n € Z tais que |r —m +

<1/2e|s—n| < 1/2

(podemos achar tais inteiros procedendo como no Caso 1.2). Assim, como d > 0:

(s 252) (35 | s ma{ (ot 255) 0 (557) )

Mas

portanto vale (iii). O

Observagao. Pode-se provar que, se d € {6,7,11,17,19,21,29, 33,37,41, 57,73}, entdo IQ(\/E) também é eucli-
diano com relagao a norma absoluta, e esses valores, junto com os do teorema acima, sao os unicos valores de
d € D tais que isso acontece.

Podemos agora nos perguntar para que valores de d o anel I}, serd um DIP ou um DFU. De fato, veremos
mais adiante que Ij, serd um DIP se e s6 se Iy, for um DFU (e isso ndo vale apenas para corpos quadréticos,
mas em geral).

No caso em que d < 0, é facil caracterizarmos os elementos inversiveis de I,.

Teorema 4.5. Seja L = Q(v/d), comd €D ed < 0.
a) Se d=—1, entao U(I) = {1,i,—i,—1} € gerado por i.

14++v-3

b) Se d = =3, entio U(I) = {1,(,¢?,¢3 = —1,¢%, (5} € gerado por ¢ = 5

tiva da unidade.

, uma raiz sexta primi-

c) Sed ¢ {—1,-3}, entao U(I1) = {1,—1}.

Demonstragao. Pelo item ¢) do Zorolério|3.12} se « € I, entdo o € U(I,) se e sé se N(a) = 1, j& que parad < 0
a norma € sempre nao-negativa.

a) Seja a + bi € Z[i], com a,b € Z. Entdo N(a + bi) = a® + b?, e temos

N(a+bi)=1 <= a*>+b*=1 <= (a,b) = (£1,0) ou (a,b) = (0,£1)
<~ a+bi==14i

b) Seja a + b € Z[(], com a,b € Z. Entdao N(a + b() = a® + ab + b?, e temos

N(a+b) =1 <= a*+ab+b*=1.
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Fixado a, obtemos

—a £ V4 — 3a?
—

b=

Assim, devemos ter 4 — 3a?> > 0 = a € {0,1,—1}. Para cada um desses valores de a, obtemos dois valores
possiveis para b, obtendo assim seis pares (a,b) possiveis, a saber (0,1), (0,—1),(1,0),(-1,0),(1,—-1) e (—1,1).
E facil verificar que os seis nimeros a + b( correspondentes a esses pares sao aqueles indicados no enunciado.

¢) Chamemos £ = —d > 2. Se d = 2 ou 3 (mod 4), um elemento genérico de I, é da forma a + bv/d, com
a,b € Z. Entao N(a + bi) = a? + (b?, e temos

N(a+bV/d) =1 < >+ 0* = 1.

Se b = 0, obtemos a = +1. Se b # 0, entdo a® + ¢b? > £ > 2 > 1. Assim, nesse caso U(I1) = {1,—1}.
1+Vd
2

Se d =1 (mod 4), temos £ > 7, e um elemento genérico de I, é da forma a + b(

Entao

), com a,b € Z.

N(a+b<1+2\/8)> = a2+ab+b2(1T+€) > a? + ab + 2b°,
e temos

1++d
2

N(a+b( ))zl<:>a2+ab+b2<1T+€):1¢a2+ab+2b2§1.

Se b =0, obtemos a = £1. Se b # 0, entao
a® 4 ab+ 20 = Ny 5) (@ +60) +6* > 1+1=2> 1.

Assim, nesse caso U(Ip) = {1, —1}.

5. O Discriminante

Nosso foco nessas préximas segoes é provar que todo anel de inteiros algébricos possui uma base integral. Para
isso, provaremos alguns resultados técnicos que nos permitirao ver todo anel de inteiros algébricos como um
submédulo de um mddulo livre. Por fim, provaremos e utilizaremos um resultado classico da teoria de médulos
livres sobre Dominios de Ideais Principais. Comecaremos definindo o discriminante de uma n-upla de elementos
de uma extensao de grau n:

Definicao (Discriminante de uma n-upla). Seja L/K uma extensao finita e separdvel, [L : K| = n. Se
i, ..., € L, o discriminante da n-upla a;, ..., «a, é dado por:

AL/K(ala .. .,Ozn) = det(TI‘L/K(OéiOéj)) € K.

Observagao. Quando a extensdo L/K estiver clara, indicaremos o discriminante de «g, ..., a, simplesmente
por A(ag,...,an).

Proposigao 5.1. Sejam aq,...,an,71,..-,% € L, e suponhamos que, para 1 < i <n, temos

n
Y = E cijay, onde ¢, ..., Cim € K.
j=1

FEntao temos

Ar/g(V1,-- ) = (det(cij))ZAL/K(ozl, cey Q).
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Demonstragao. Notemos que, para 1 <1i,j < n, temos
n n n n
ViV = <Z cira'r> (Z stas> = chircjsaras~
r=1 s=1 r=1s=1
Tomando o trago, temos:
n n
Tr(y7y,) = Z Z CirCjs Tr(aros).
r=1s=1
Desse modo, temos a igualdade de matrizes:
(Tr(7i75)) = (€ij)(Tr(aia;)) (cis) T
Tomando o determinante, obtemos a igualdade desejada. O

Como L/K é finita de grau n e separavel, podemos considerar os n isomorfismos de L num fecho algébrico
Q de L que fixam K, e escrevermos o trago de um elemento em funcao desses isomorfismos.

Proposigao 5.2. Sejam o1,...,0, 0sn isomorfismos de L em ) que fitam K. Entao temos
Apglar,...,an) = [det(ai(aj))]2.

Demonstracao. Sabemos que, para 1 < 4,5 < n, vale

n n
Tr(oaj) = Zor(aiaj) = Zor(ai)ar(aj).
r=1 r=1
Entao temos a igualdade de matrizes

(Tr(euey)) = (oi(a;))T(oi(ay))
Tomando o determinante, obtemos a igualdade desejada. O

Podemos também, fixado um elemento o € L, associar o discriminante da n-upla 1,a,...,a" ! com o

discriminante classico de seu polinémio caracteristico:

Proposicao 5.3. Seja a € L qualquer. Entao temos:

Apg(La,...,a" Y= [ (05(0) = 0i())* = A(FaL/x)

1<i<j<n
Demonstragdo. Pela Proposigao temos
Al ..., 0" 1) = [det(o;(a?1)))? = [det(oi(a)’~1)]%

Mas a matriz (o;(a)?~!) é uma matriz de Vandermonde, logo seu determinante é

det(oi(ay )= ] (05() = 0i(a)).

1<i<j<n

Disso segue a primeira igualdade. Por outro lado, a igualdade

[ (oi@) —oi(@)? = A(Fa)

1<i<j<n
segue diretamente do Teorema [2:.8 e da definigao do discriminante de um polinémio. O

Teorema 5.4. Sejam B1,...,0n € L. Entio A/ (B1,...,08n) # 0 se e 56 se {B1,..., B} for uma base de
L/K.

15



Demonstrag¢io. Tomemos o € L elemento primitivo da extensdo L/K. Entdo cada isomorfismo o de L em
Q que fixa K é determinado inteiramente por «. Portanto, sendo o1,...,0, os n isomorfismos de L em 2
que fixam K distintos, temos para 1 < i < j < n que o;(a) # o;(a). Isso mostra, pela Proposicao que
Al a,...,a™ 1) #0.

Como {1,q,...,a" 1} é uma base de L/K, podemos escrever para 1 <i < n:
n
B = Zbijajil, com b;1,...,bin € K.

Segue da algebra linear que {f1,..., 3,} serd uma base de L/K se e s6 se det(b;;) # 0. Pela Proposicao

temos

A(Bi, ..., Ba) = [det(b:))2A(L, i, . .., 0" Y,

logo o resultado segue. 0

Lema 5.5. Seja {f1,...,0n} uma base de L/K. Para quaisquer ci,...,c, € K, existe um inico o € L que
satisfaga Trp )i (Bic) = ¢;, para todo i inteiro, 1 < i < n.

n
Demonstragdo. Seja o= > a;f;. Entdo, para 1 < ¢ < n, temos:

j=1
5101 = Zajﬁzﬁj = Tr ﬁz Zaj Tr Bzﬁj)
Jj=1 Jj=1
Assim, procuramos aq, ..., a, tais que

TI'(B%) Tr(ﬁlﬁg) e Tr(,Blﬁn) ay C1

Tr(ﬂgﬂl) Tr(ﬂ%) . Tr(ﬁgﬂn) as Co

Tr(ﬁn/Bl) TI‘(B’ILBQ) CIEa TI‘(,B,,%) anp Cn
Como det(Tr(8;6;)) = A(S1,...,08n) # 0 pelo Teorema o sistema acima tem uma tnica solugdo
(a1y...,ay,) € K™, o que mostra que existe um unico «a € L satisfazendo as condigdes do enunciado. O
Teorema 5.6. Seja {B1, ..., n} uma base de L/ K. Entdo existe uma unica base (que é chamada de base dual

da base {B1, ..., Bn}) {B1,---, B} de L/K tal que, para todos i, j inteiros com 1 < 4,5 < n, vale Tr(8;8};) = di;.
Além disso, para todo o € L temos:

o= ZTYL/K(ﬁja)5§~

=1
Demonstracdo. Para cada j, temos que existe um tnico ﬁ; € L que satisfaz as condigoes acima, pelo Lema

n
Seja agora a = _ a;f3;. Entao, para 1 <i < n, temos:

j=1
Tr(B;a) = Zaj Tr ﬁz Zaj ij = G-
Assim, temos
n
a= Z Tr(Bja)f

j=1
Em particular, se a = 0, temos a1 = ag = -+ = a, = 0, logo {f],...,5,} é um conjunto LI e portanto uma
base de L/K. Assim, todo « € L pode ser escrito na forma acima. O
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Suponhamos a partir de agora que R seja um dominio integralmente fechado, K = Q(R) e L uma extensao
finita e separavel de K de grau n. Se {71,...,7v,} for uma base de L/ K, entao é claro que para todo d € R\ {0}
o conjunto {dvyi,...,dv,} é também uma base de L/K. Pelo Teorema L = (IL(R))g\{0}- Assim, podemos
tomar d de forma que cada dv; esteja em I, (R). Isso mostra que podemos tomar uma base {31, ...,8,} de L/K
com fB1,...,0n € IL(R).

Teorema 5.7. Suponhamos que B, ..., [0, € IL(R) formem uma base de L/ K, e que {81,...,3,} seja sua base
dual. Entao IL(R) estd entre dois R-mddulos livres de posto n:

<517 v 7ﬁn>R g IL(R) g <ﬂ17 e 7ﬁ;1>R~

Demonstragao. f1,...,0n € By,..., 0, sdo conjuntos LI sobre K = Q(R), logo também sado LI sobre R. Isso
mostra que os médulos indicados s@ao de fato R-mddulos livres de posto n.

Como cada §; € IL(R), é claro que (81,...,0n)r C IL(R). Por outro lado, se @ € IL(R), temos, para
1 <j <n, Bja € I(R). Entao, pelo item a) do Corolério temos Tr(3;a) € R. Assim, pelo Teorema
nos temos

a=> Te(B;e)B) € (Bi,- - Bu)r,
j=1
concluindo a prova. O

Esse teorema, junto com o teorema sobre moédulos livres sobre DIP’s que serd demonstrado na proxima secao,
é suficiente para garantir que I, (R) é um R-mdédulo livre de posto n.

Proposicao 5.8. Seja S um anel tal que R C S C I (R). Para quaisquer ay,...,a, € S, temos
AL/K(ala PN Oén) € R.
Demonstragdo. Segue diretamente da defini¢ao do discriminante de uma n-upla e do Corolério que

AL/K(OQ, cey Q) = det(TrL/K(aiozj)) € R.

Esse resultado nos garante que a definicao a seguir faz sentido:

Definicao (Ideal discriminante). Seja S um anel tal que R C S C I1,(R). Entao o ideal discriminante de S/R,
denotado D g/r, é o ideal de R gerado pelos elementos da forma Ay /k (a1, ..., ay), onde ay,. .., a, percorrem
todos os elementos de S.

Proposicao 5.9. Seja S um anel tal que R C S C I (R), e suponhamos que S seja um R-mddulo livre com
base By,...,Bn. Entdo:

a) Dg/r € um ideal principal, gerado por Ap i (B1,-..,0n). Além disso, para quaisquer ay,...,on, € S, te-
mos:

b) Apjr(oa, ... o) = a*Ap (B, ..., Bn), para algum a € R.

c) {ai,...,an} € uma base de S como R-mddulo se, e s6 se, a € U(R).

n
Demonstra¢do. Escrevamos, para cada i, a; = . a;;3;, com cada a;; € R. Entdo pela Proposigéo temos

j=1
Apglar,...,op) = a2AL/K(ﬂ1,...,Bn), para a = det(a;;) € R. Isso prova a) e b). Para provar c), notemos

que o, ...,q, serd uma base de S se e sé se a matriz (a;;) for inversivel, ou seja, se e s6 se a € U(R). O

Zeorema 5.10. Seja S C I, um anel que é um Z-mddulo livre de posto n. Entao existe dp(S) tal que, para
toda base {f1,...,Bn} de S temos Ap q(B1,. .., Bn) = dr(S).

17



Demonstragao. Sejam {f1,...,0Bn} e {a1,...,a,} duas bases de S como Z-médulo. Entao pelos itens b) e ¢) da
Proposicao existe a € {1,—1} tal que

AL/K(al,...,an) = a2AL/K(ﬁ17~~~75n)~

Mas a® = 1, logo

Apglar,...;an) = A (B, ... Ba).
Assim, basta definir dr,(S) como o discriminante de qualquer base de S. O

Como veremos, Iy, é um Z-médulo livre de posto n, e portanto o Zeorema acima se aplica a I;. Assim, na
b b b
definigao abaixo nao precisamos do “se”.

Zefinicao. Se Ij, for um Z-médulo livre de posto n, o discriminante do corpo L é definido por dy (1), e é
denotado simplesmente por dy..

EZemplo 2. Seja L = Q(v/d) um corpo quadrético. Sabemos que I, possui uma base integral, dada por {1,v/d}

14+d
2

sed=2ou3 (mod4) e {1, } se d =1 (mod 4). Calculemos dy:

Se d =2 ou 3 (mod 4),

dp = A(1,Vd) = det (TTE%) T;Eg)) = det ((2) 20d> = 4d.

Assim, nesse caso dy, = 4d.

Se d =1 (mod 4),

Assim, nesse caso, dy, = d.

Note ainda que podemos encontrar todas as bases integrais de I, usando o discriminante: Se «, 8 € Iy, entao
{a, 5} serd uma base de Iy, se e s6 se A(w, ) = 4d, se d =2 ou 3 (mod 4), e se e s6 se Ao, ) =d, se d =1
(mod 4).

6. Mddulos Livres sobre DIP’s e o Teorema da Base Inte-
gral

O principal objetivo dessa se¢do é provar que o submédulo de um moédulo livre finitamente gerado sobre um
DIP também é livre. Como consequéncia imediata deste resultado, vé-se que I, (R) serd um R-médulo livre
se fizermos hipéteses suficientes sobre R e L. Deste teorema sai ainda um coroldrio que nos serd importante
posteriormente. Em toda esta secdo, R denotard um dominio e K = Q(R) seu corpo de fragoes. Comecemos
com uma defini¢ao:

Definigao (Posto de um mdédulo sobre um dominio). Seja M um R-mdédulo. Entao o posto de M é a cardina-
lidade méaxima de um conjunto linearmente independente de elementos de M. Equivalentemente, o posto de M
¢ a dimensao do K-espago vetorial Mx = K @r M = Mg\ (0y-

As duas defini¢oes dadas sao equivalentes, devido & Proposicao (3.2
Observagao. E claro que, se N C M sido R-médulos, entdo o posto de N é menor ou igual ao posto de M.

Mostraremos agora que, para moédulos livres finitamente gerados, a definicao acima equivale & nogao usual
de posto:
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Proposic¢ao 6.1. Um R-mddulo livre M ¢é isomorfo a R™ se e sd se M tem posto n (no sentido da defini¢cao
acima,).

Demonstra¢do. (=) Suponhamos M = R"™. Seja {f31,...,0n} uma base de M. Entéo esse conjunto é LI sobre

R, e portanto o conjunto correspondente {%7 ey BT”} C Mg é LI sobre K = Q(R). Por outro lado, é claro que

{%, e ﬁT"} gera M e portanto My é um espago vetorial de dimensao n. Logo M tem posto n.

(<) Suponhamos que o posto de M seja n, e seja B uma base de M. Como B é um conjunto LI, temos
< n. Em particular, B é finito, digamos =m. Entao M = . Por (=), em posto m. Logo m = n,

B|<n. E ticular, B é finito, di B Entdao M =2 R™. P Mt t L

o que mostra que M = R"™. O

Exemplo 4. Seja I um ideal nao-nulo de R. Tomemos i € I'\ {0}. Entao I C Rx = K. Por outro lado, dado
¢ €K comabe Reb#0,temos § = %= € I. Isso mostra que Ix = K (com as devidas identificacdes), logo

I é um R-médulo de dimensao 1.

Suponhamos que R tenha a propriedade de que qualquer submédulo de um R-mddulo livre também seja
livre. Como R é um R-médulo livre, isso significa em particular que todo ideal nao-nulo I de R seja livre. Nesse
caso, pelo exemplo acima, I necessariamente tem que ser livre de posto 1, e portanto é gerado por um de seus
elementos. Ou seja, I é um ideal principal. Sendo 0 obviamente principal, isso mostra que um R que satisfaga
essas condigoes precisa ser um DIP. O seguinte teorema mostra que essa hipdtese também é suficiente:

Teorema 6.2. Seja R um DIP, M um R-mddulo livre de posto n e M' um submddulo de M de posto q, com
q <n. Entao:

a) M' é um R-mddulo livre.

b) Existem uma base {f1,...,Bn} de M e elementos aq,...,a, € R tais que a1 |az | --- | ag e {a1f1,-..,aq04}
é uma base de M'.

Demonstragdo. Provaremos o resultado por inducao em q. Se ¢ = 0, M’ = 0 e o resultado é claro. Se um
submdédulo de M tiver posto 1, ele é da forma (m) para algum m € M nao-nulo (isso é verdade porque M é
Noetheriano). Como ({(m))x é um espago gerado por m/1, queremos mostrar que m/1 # 0. Entdo para mostrar
que {(m) tem posto 1, basta mostrar que para todo r € R\ {0} temos rm # 0. Suponhamos entdo que rm € R
seja tal que rm = 0. Seja B = {v1...,7»} uma base de M. Entdo podemos escrever

n
m = E m;v;j, onde my,...,m, € K.
=1

Assim, 0 = rm = Z?Zl rm;7y;. Como os 7; sao LI, temos rm; = --- = rm,, = 0. Como m # 0, pelo menos
algum dos m; ¢ diferente de 0, e como R é dominio concluimos que r = 0. Assim, o resultado vale também para
q=1.

Suponhamos que o resultado valha para todos os submdédulos de M de posto ¢ — 1, e que o posto de M’ é
q, com 2 < g < n. Consideremos Homg(M, R). Para todo ¢ € Homg(M, R), o conjunto ¥(M’) é um ideal de
R. Assim, o conjunto A = {¢p(M’) | v € Hompr(M, R)} é um conjunto de ideais de R. Como 0 < R é a imagem
do homomorfismo nulo, 0 € A, logo A # (). Como R é Noetheriano, esse conjunto tem um elemento maximal
o(M'"), onde ¢ € Homp(M, R). Entao temos ¢(M’) = (a), para algum a € R. Em particular, a = ¢(f’) para
algum ' € M'. Mostraremos que a # 0:

Para 1 < j < n, seja m; € Homg(M, R) a projecao na j-ésima coordenada com respeito & base B. Como
M’ #0, existe um m’ € M’ \ {0}, e podemos escrevé-lo como

n
r_ I / /
m = E m;7y;, onde my,...,m, € R.

j=1
Como m’' # 0, temos mj, # 0 para algum k € {1,...,n}, e portanto 7 (M') 3 m(m') = mj, # 0. Como
o(M') = (a) é maximal em A, vemos que a # 0. Em particular, 5’ # 0. Afirmamos agora que a divide (')
para todo ¢ € Hompg(M, R). De fato, fixemos um tal ¢, e consideremos o ideal {a,®¥(8’)). Como R é DIP,
temos (a,1(8’)) = (d) para algum d € R. Logo d é da forma d = ra + sy(8') = ro(8') + s¢(B’), onde r, s € R.
Consideremos entao r¢ + sip € Homp (M, R). Temos

(a) S {a,y(B) = (d) = ((re + s1)(8")) S (ro + s9)(M') € A
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Devido & maximalidade de (a) em A, todas as continéncias acima sao igualdades. Em particular, a | ¥(5'),
como gostarfamos. Tomando ¢ = 7; para 1 < j < n, o que fizemos garante que a | 7,;(8'), e assim temos
m;(B') = aB} para algum B} € R. Definamos 8 = Z?:l Biv;. Entdo

af =) afjy; =) m(8) =5
j=1 j=1

Além disso, a = ¢(8') = v(af) = ap(B). Como R é um dominio, segue que ¢(5) = 1. O préximo passo é

mostrar que M = ker ¢ @ (f) (soma direta interna). Primeiramente, um elemento em ker ¢ N (5) é da forma

tf3 para algum t € R. Entao

0=piB)=tp(B)=t-1=t=1t5=0.

Logo ker ¢ N (B) = {0}. Por outro lado, seja x € M qualquer. Entao x = (z — ¢(x)8) + ¢(x)S. Temos

o —p(r)B) = p(x) — p(x)p(B) = p(x) — ¢(x) =0,

logo © — ¢(x)B € ker ¢, 0 que mostra que x € ker ¢+ (), e assim de fato temos M = ker ¢ @® (8). Isso por sua
vez implica que M’ = (M’ Nker ¢) ® (B’). Com efeito,

(M'Nker @) N(B') Cker v N (B) ={0}.

Além disso, similarmente ao que fizemos acima, dado z € M’ temos = = (z — ¢(x)3) + p(z)5,
com z — p(x)B € ker ¢. Mas

p(x)B C p(M")B = (a)B = (ap) = (§) € M’,

e também temos © — p(z)8 € M'. Assim, x € (M’ Nker @) + (f’), e realmente vale M’ = (M’ Nker ¢) @ (8').
Notemos agora que temos:

My =K®pM = K®g(M Nker o) ()
~ K®gr(M Nnker ¢)® K ®g ()
= (M'nker o)k & ((B))k-

Como A’ # 0, pelo que j& vimos (') é um R-mddulo livre de posto 1, logo ({8'))x é um K-espaco de dimensao
1. Entao (M’ Nker ¢)x tem dimensdo ¢ — 1, ji que M} tem dimenséo ¢. Concluimos que M’ Nker ¢ é um
R-médulo de posto ¢ — 1, e segue da hipétese de inducao que ele é um R-mddulo livre. Consequentemente,
M = (M'nker p)® (8') é um R-médulo livre de posto g.

b) A prova serd por inducdo em n. Para n = 0, o resultado é trivial. Entdo tomemos n > 0 e suponhamos
por indugao que, para todo R-mddulo livre N de posto n — 1 e todo submédulo N’ de N de posto p, exista uma
base {€1,...,e,} de N e elementos rq,...,7, de R taisque ry | ro |-+ | 7p e {r1€1,...,7p&p} seja uma base de
N'.

Utilizemos a mesma notagdo que usamos no item a). Entdo ker ¢ C M é livre, pelo item a), e como
M =ker ¢ & (), temos My, = (ker ¢)x @ ({(8))k. Sabemos que M}, tem dimenséo n e ((5))x tem dimensédo
1, logo (ker ¢)x tem dimensdo n — 1, ou seja, ker ¢ tem posto n — 1. Além disso, j4 vimos no item a) que
M’ Nker ¢ tem posto g — 1.

Aplicando a hipdtese de indugao para N = ker ¢ e N’ = M’ Nker ¢, garantimos a existéncia de uma base

{B2,...,Bn} de ker ¢ e de elementos ag, ...,aq € R tais que as | az--- | aq e que {a2fs,...,aq04} seja uma base
de M’ Nker ¢. Como M =ker o @ (8) e M' = (M’ Nker )@ (8'), vemos que {B, B2, ..., By} é uma base de
M e que {af,asfs,...,a,0,} é uma base de M’ (lembremos que ' = af3). Tomaremos entdao 51 = e a1 = a.

S6 falta provarmos que a; = a divide ay. Seja

p: M — R
anlmjﬁj — mi+mg

J
Entéo é claro que p € Homp(M, R). Temos ainda p(8’) = p(aB) = a,
e portanto (a) C p(M') € A = (a) = p(M’), pois (a) é maximal em A. Concluimos finalmente que

(
az = p(azfz) € p(M')

o que completa a demonstragao. O

= (a) = a1 =a | ag,



Assim, temos:
Teorema 6.3. Seja R um dominio integralmente fechado e L uma extensdo separdvel de K = Q(R), de grau n.
Entao:
a) I (R) é um R-mddulo de posto n.
b) Se R for um dominio principal, entdo para um anel intermedidrio R C S C L, sdo equivalentes:
(i) S C IL(R).
(i) S é um R-mddulo livre de posto ¢ < n.
(iii) S é um R-mddulo finitamente gerado.

Em particular, I, (R) é um R-mddulo livre de posto n.

Demonstragdo. a) Segue diretamente do Teorema que mostra que I, estd entre dois R-mdédulos livres de
posto n.

b) (i) =(ii): Pelo Teorema e pelo Teorema I (R) é um R-médulo livre de posto n. Assim, se S
for um anel entre R e L, S serd um submdédulo de I1,(R), sendo portanto livre pelo Teorema de posto no
méximo n j& que I (R) tem posto n pelo item a).

(if)=-(iii): Sendo S um R-mdédulo livre de posto finito, ele ¢ finitamente gerado.

(iii)=-(i): Segue diretamente do Corolario O
E, finalmente:

Zeorema 6.4 (Teorema da Base Integral). Seja [L : Q] = n. Entao I, é um Z-mddulo livre de posto n. Ou
seja, todo corpo de numeros algébricos possui uma base integral.

Para fechar a segdo, provaremos um corolario direto do Teorema [6.2] e que usaremos mais adiante:
Corolario 6.5. Com as notagoes do Teorema[6.3, temos um isomorfismo de R-mddulos:
M/M' =2 R/{a1) x -+ X R/{ag) X Rx -+ X R.
n—q vezes
Demonstracao. A fungao
f: R» — M/M'
(riseesmn) > 0B+ M

é um homomorfismo sobrejetor de R-médulos. Além disso,

(ri,...,mp) Eker f < erBjEM’.

=1
Como {a151,...,aq8,} ¢ uma base de M’, pela indepedéncia linear dos ; concluimos que
(ri,...,mp) €ker f < a1 |r1,...,aq|rge 0941 =""-=ap, =0,

0 que mostra que

ker f = (a1) x--- x {aq) x {0} x --- x {0}.
—_———

n—q vezes

Assim:
R" R"
M/M' =i o =
M =im [ =407 {a1) x -~ x (ag) x {0} x --- x {0}
—_———
n—q vezes

I

R/{a1) X --- x R/{aq) x Rx---x R.

n—q vezes
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7. Dominios de Dedekind

Uma vez provado que todo anel de inteiros algébricos possui uma base integral, podemos avancar ainda mais
a teoria. Nesta secao, utilizaremos resultados sobre dominios de Dedekind para mostrar que, ainda que nao
haja a unicidade da fatoragao para os elementos de Iy, vale um teorema de unicidade da fatoragao para objetos
um pouco diferentes: os ideais de I;,. Terminaremos a secao definindo o nimero de classes hy, de um corpo de
nimeros algébricos L. Como foi dito na introdugao, o nimero hy, dd uma ideia do quao perto o anel de inteiros
algébricos I, estd de ser um DIP. Para comecar, definamos o que é um dominio de Dedekind:

Defini¢ao (Dominio de Dedekind). Seja R um dominio. Entdo R é chamado de dominio de Dedekind se R
for integralmente fechado, Noetheriano e todo ideal primo nao-nulo de R for maximal.

O seguinte teorema diz que a propriedade de um anel ser um dominio de Dedekind é preservada em certos
tipos de extensoes:

Teorema 7.1. Seja R um dominio de Dedekind e L uma extensdo finita e separdvel de K = Q(R). Entdo IL(R)
¢ um dominio de Dedekind.

Demonstrag¢ao. Temos Q(IL(R)) = L, pelo Teorema Além disso, I, (IL(R)) = IL(R), pelo Corolério
Logo I (R) é integralmente fechado.

Pelo Teorema I (R) é submédulo de um médulo livre de posto finito. Como um mddulo livre de
posto finito sobre um anel Noetheriano é Noetheriano e como todo submdédulo de um moédulo Noetheriano
é Noetheriano, concluimos que Ir,(R) é um R-médulo Noetheriano. Mas todo ideal de Ir(R) é também um
R-submdédulo de Iy (R). Isso mostra que I, (R) é um anel Noetheriano.

Finalmente, todo ideal primo nao-nulo de I1,(R) é maximal, pelo item d) do Teorema [3.13] O

Zeorema 7.2. Seja L um corpo de numeros algébricos. Entdo 15, é um dominio de Dedekind.

Seja R um dominio e K = Q(R) seu corpo de fragoes. Entdo podemos ver K como R-mddulo com a
multiplicacao de K.

Definicao (Ideal fraciondrio). Dizemos que um submédulo M C K é um ideal fracionario de R se existir
d € R\ {0} tal que dM C R.

Nesse caso, é facil ver que dM serd um ideal a de R, de modo que M = d ™ 'a.

Notagao. Indicaremos o conjunto dos ideais fracionédrios ndao-nulos de R por %, o conjunto dos ideais nao-nulos
de R por ¢ e o conjunto dos ideais primos nao-nulos de R por &.

Munindo .# com a operacao de multiplicagdo de R-mdédulos, vemos que % é um mondide comutativo, que
tem R como unidade.

Definigao (Ideal fraciondrio inversivel). Dizemos que um M € % é inversivel se existir N € .# tal que
MN = R. Como . é um monoide comutativo, nesse caso tal N serd tnico, e é denotado M ~".

Proposicao 7.3. Seja x € K\ {0}. Entdo o submddulo (x)r C K € um ideal fraciondrio de R. Além disso,
dado y € K \ {0}, temos (z)r(y)r = (zy)r. Em particular, (x)g € inversivel, com inverso (x=1)g.

Demonstragio. E claro que (z)r(y)r = (zy) g, de onde segue também a tltima afirmacio. Chamando z = r/s,
onde r,s € R, s # 0, temos sz = r € R, e portanto s(z)r € R. Isso mostra que (z)r é um ideal fraciondrio de
R. O

Essa proposicao mostra que a seguinte definicao faz sentido:

Definicao (Ideal fracionério principal). Chamaremos um ideal fraciondrio de R de principal se ele for da forma
()R, para x € K \ {0}. O conjunto dos ideais fraciondrios principais de R forma um grupo, que serd denotado

H.

Usaremos sem demonstracao os seguintes resultados sobre dominios de Dedekind:
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Teorema 7.4 (Fatoragao tinica dos ideais em dominios de Dedekind). Seja R um dominio de Dedekind. Entdo
F € um grupo, e:

a) Todo ideal a € # se escreve de modo inico na forma

n
a:pri, com Pi,...,pn € P ky,... k, € N.

=1

b) Todo ideal fraciondrio M € .F se escreve de modo Unico na forma
n
ki
M:Hpi , COMP1y...,Ppn € P k1,....kn €Z.
i=1
Podemos, de forma similar ao que fazemos com os inteiros, definir uma relagdo de divisibilidade em .%:

Definicao (Divisibilidade em .%#). Sejam M, N € .%. Entao dizemos que M divide N, ou ainda que N é um
miiltiplo de M, se N = aM para algum a € _¢. Denotamos M | N.

Essa defini¢ao, juntamente com o Teorema [7.4] nos d4 um resultado bastante similar ao que acontece com os
DFU’s:

Coroldrio 7.5. Seja R um dominio de Dedekind, e sejam
M =pit - pfr, N =pit--pir,
onde py,...,pn € Pk, ... kb1, ... L. € Z. Entdo:
a) MON < M|N <<= k <t,...,k. <¥,.

b) M+ N =p"---p", onde para 1 < j < r temos m; = min{k;,¢;}.

kA
¢c) MAN =p7*---pl, onde para 1 < j <r temos n; = max{k;,(;}.

d) MN = phthe. . phette,
Ainda utilizaremos o seguinte resultado que diz respeito a relagoes entre ideais em dominios de Dedekind:

Corolario 7.6. Seja R um dominio de Dedekind. Entdo:
a) Para todo a € #, o conjunto dos ideais de R que contém a € finito.

b) Para todo a € ¢, os ideais ap, onde p percorre &, sio os elementos mazimais do conjunto dos ideais
de R que estao estritamente contidos em a.

Ainda temos o seguinte teorema:

Teorema 7.7. Seja R um dominio. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) R é um DIP.

(ii) R é um DFU e um dominio de Dedekind.

Esse teorema nos permite afirmar, como haviamos comentado, que DIP’s e DFU’s sao a mesma coisa quando
tratamos de um anel de inteiros algébricos:

Zeorema 7.8. Seja L um corpo de niumeros algébricos. Entao Iy, é um DIP se e s6 se I, é um DFU.

Pelo Teorema[7.4] se R for um dominio de Dedekind entdo 5 é um subgrupo do grupo .. Assim, podemos
considerar o grupo quociente €/ := .% /#, que é chamado de grupo de classes de ideais de R. Esse nome é
devido ao seguinte resultado:
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g — et
a +— aX
temos m(a) = w(b) se e sd se existirem ¢,d € R\ {0} tais que ca = db.

Proposigao 7.9. A funcdo ¢ uma fungdo sobrejetora, e dados a,b € 7,

Demonstracdo. Dados dois ideais fraciondrios M, N € %, temos M# = Ns# <= M~'N € sZ. Isso, por sua
vez, acontece se e s6 se existir um x € K \ {0} tal que M~'N = (z)g. Escrevendo z = ¢/d, com ¢,d € R\ {0},
temos M ~'N = (¢/d)r <= c¢M = dN. Em particular, se M = ae N = b estdo em _#, obtemos a equivaléncia
desejada. Seja agora M.# € €( qualquer, com M € .%. Entao existe r € R\ {0} tal que rM € #. Mas
r-M =1-(rM), logo pela equivaléncia mais geral que mostramos temos M = (rM)s# = n(rM) € im T,
mostrando que 7 é sobrejetora. O

O fato de 7 ser sobrejetora mostra que todo elemento de €¢ é a classe de algum ideal de R, o que justifica
chamarmos esse grupo de “grupo das classes de ideais de R”.

Definicao (Numero de classes). O nimero cardinal |¢/| é chamado de o nimero de classes de R, e serd
denotado por hr. Se R = I, for o anel de inteiros algébricos de um corpo L, denotamos hr, simplesmente por
hr.

Temos imediatamente o seguinte corolério:

Coroléario 7.10. Um dominio de Dedekind R serd um DIP se e sé se o grupo €{ for trivial, ou seja, se hg = 1.

8. Norma de ideais

Nosso objetivo nessa se¢ao é definir uma funcao 91 do conjunto de ideais nao-nulos de R para os nimeros inteiros
positivos que funcione como uma norma. Nao a toa, esta fungao serd chamada de “norma de ideais”. Mais do
que uma simples norma, ela em certo sentido generaliza a norma que ja conhecemos, e serd fundamental para a
demonstracao do Teorema da Finitude do Nimero de Classes.

Proposicao 8.1. Sejam R um dominio de Dedekind, m um ideal mazimal de R e a um ideal ndo-nulo de R.
Entao a/(ma) é um R/m-espaco vetorial de dimensdo 1.

Demonstragio. E claro que a/(ma) é um R/m espago vetorial, da maneira natural. Do item b) do Corolério
[7.6] ma é um elemento maximal do conjunto dos ideais de R que estao estritamente contidos em a. Assim,
a/(ma) # 0 é simples como R-médulo. Mas todo R/m-subespago vetorial préprio nao-nulo de a/(ma) pode ser
considerado também como um R-submddulo préprio ndo-nulo desse conjunto, logo concluimos que a/(ma) # 0
é um R/m-espaco vetorial simples, e portanto de dimenséo 1. O

Note que, no enunciado da proposicao acima, “m ideal maximal”’poderia ser substituido por “m ideal primo
nao-nulo”, ja que R é um dominio de Dedekind.

Notacao. A partir de agora, L denotard um corpo de nimeros algébricos, com [L : Q] = n.

Teorema 8.2. Seja p um ideal primo nao-nulo de Iy,. Entao:
a) pNZ={p)z, onde p € o dnico nimero primo (positivo) no ideal p.

b) Ir/p € uma extensao finita do corpo Fp,, de grau I /p : Fp] <n.

Demonstragao. a) Sendo p <1 I, maximal, temos que p NZ é um ideal maximal de Z, pelo item d) do Teorema
3.13l Entao temos p NZ = (p)z, para algum primo p € N. Assim, é claro que p € p, 0o que nao ocorre para
nenhum outro primo positivo em Z.

b) E claro que Ir,/p é um corpo, pois p é maximal. Consideremos a restricio a Z da projegdo candnica de
IL em IL/pa

o: Z — Ip/p
T — x+p’

Entéo é claro que ker ¢ =pNZ = (p)z, e portanto temos Z /p = p(Z) = Z /{p)z, = F).

Assim, como Z /p C I, /p, podemos enxergar F,, como o subcorpo Z /p de Ir,/p. Finalmente, seja
{B1,...,Bn} C I uma base integral. Entao esse conjunto gera I, como Z-médulo,

e portanto {S1+p, ..., Bn+p} C I /p gera I, /p como Fp-espago vetorial. Isso mostra que [I1,/p : Fp] <n. O
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Defini¢ao (Grau de inércia). Nas notagbes do teorema acima, o nimero inteiro positivo [I,/p : F,] é chamado
o grau de inércia de p. Denotaremos ainda [I/p : Fp] = f(p).

Finalmente, definimos a desejada norma de ideal:

Definigao (Norma de um ideal). Seja a um ideal ndo-nulo de I,. Definimos a norma do ideal a, que denotaremos
N(a), como sendo o nimero cardinal |17, /al, ou seja, como o nimero de classes de congruéncia médulo a.

Mostraremos que a norma de ideais é sempre finita e, mais do que isso, merece o nome que tem, pois é
multiplicativa:

Teorema 8.3. a) Para todo ideal primo ndo-nulo p de I, temos N(p) = p!®)onde p € o tnico niimero primo
em p.

b) Para todo ideal ndo-nulo a de Ir, temos que MN(a) é um inteiro positivo. Além disso, M(a) = 1 se e s6
sea=1Ij.

¢) Para quaisquer ideais nao-nulos a,b de Iy, temos 9(ab) = N(a)9(b).

Demonstragao. a) Temos que [I1,/p : Fp] = f(p) é um ndmero inteiro positivo, pelo teorema anterior. Portanto
temos N(p) — |1 /p| = plle/»F] = pf0,

b) e ¢): Seja b um ideal nado-nulo de Iy e p um ideal primo ndo-nulo (e portanto maximal) de Ir. Entdo
b/(bp) é um I, /p-espaco vetorial de dimensao 1 pela Proposicao e portanto tem |I7,/p| = M(p) elementos.
Suponhamos agora que DM(b) = |11, /b| seja finita. Mas nds temos que

Ir/(bp)

TL/O = op)

Assim, 9(bp) = |I1/(bp)]| é finita, e vale a relacdo

11/ (bp)|
I./6] = — N(bp) = N(B)N(p).
Pelo Teorema todo ideal nao-nulo a de I, é da forma a = py -+ p.,, onde pi,...,pm sdo ideais primos

nao-nulos de I,. Entao do que fizemos é facil ver por indugao em m que vale a igualdade M(a) = N(p1) - - - N(pm),
de onde também segue imediatamente a multiplicidade de M. Finalmente, para todo ideal primo p, N(p) = pf(®)
é um muiltiplo de p, logo pela férmula acima o dnico jeito de termos 9t(a) =1 é se m = 0, ou seja, se a = I, e
é claro que M(Iy) = 1. O

Com isso, podemos mostrar que a norma de ideais é mais similar ainda & norma de um elemento:
Corolario 8.4. Seja a um ideal nao-nulo de I,. Entdo:
a) N(a) € a, ou seja, o ideal (N(a))y, € um maltiplo de a.
b) Se N(a) for um ndmero primo, entdo a serd um ideal primo.
¢) Se a for um mailtiplo do ideal b e N(a) = N(b), entdo a = b.
Demonstragio. a) O grupo (Ir/a,+) tem ordem D(a). Assim, 9N(a) - (1 4+ a) = a, o que mostra que MN(a) € a.
b) Escrevamos a = pj - - - P, onde py, ..., Py, sdo ideais primos nao-nulos de I7,. Entdo, como vimos,

MN(a) = N(p1) - N(pm) = p{ - pf"), onde pi, ... pm € N sdo primos.

Entao é claro que 91(a) s6 pode ser prima se m = 1, e nesse caso a é um ideal primo de I,.

¢) Se a for um multiplo de b, entdo existe ¢ ideal ndo-nulo de Iy, tal que a = be. Entao temos DM(a) = 9(b)I(c).
Como N(a) = N(b), concluimos que N(c) = 1, o que nos garante que ¢ = I, e portanto a = b. O

O seguinte corolario serd essencial na prova da finitude de hy:
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Corolario 8.5. Para todo m inteiro positivo, existe somente um niumero finito de ideais nao-nulos a de I, tais
que N(a) = m.

Demonstragdo. Pelo item a) do corolario anterior, M(a) = m = a | (m), . Mas pelo item a) do Corolério o
conjunto dos ideais que dividem (m);, é finito, o que prova o coroldrio. O

O seguinte teorema mostra que a norma de ideais, em certo sentido, é na verdade uma extensao do valor
absoluto da norma usual! Este teorema, de fato, mistura varios dos conceitos vistos até agora:

Teorema 8.6. a) Todo ideal nao-nulo a de Iy, é um Z-mddulo livre de posto n, e para toda base {a1,...,an}
deste Z-mddulo temos Ay, g(aq, ..., an) = (N(a))*dL.

b) Para todo o € I, \ {0}, temos N((a)r,) = [Ny, q(a)].

Demonstragao. a) Pelo Teorema I, é um Z-médulo livre de posto n. Assim, a C I, é um Z-médulo livre de

posto ¢ < n, pelo Teorema Ainda por esse teorema, sabemos que existem uma base integral {31,...,8,} de
Iy, e inteiros aq,...,ag com aq | ag | - -+ | aq tais que {@151,. .., aq84} é uma base de a. Pelo Coroldrio temos

Inja=Z/{a1)z X - XL [{aq)z X L X -+ X L.

n—q vezes
Como |I1,/a| = N(a) é finito, devemos ter ¢ = n, e comparando cardinalidades:
N(a) = |[Ir/a] =1Z [{a1)z| X -+ X |Z [{an)z| = |ail|az] - |an] = |aras - - an].
Entao, pela Proposigao temos:
Ala1B, ... anfn) = latas - an|2A(ﬁ1, ceyBn) = (‘ﬁ(a))2dL.

Seja agora {a1, . .., o, } uma base qualquer de a. Entao (aq,...,a,) = T(a151,- .., a,8,) para alguma matriz
inversivel T' com coeficientes em Z. Novamente pela Proposigao temos:

Alar,. .. 0p) = (det(T))*Aa1B1, - ., anBn) = AlarBi, ..., anBn) = (MN(a))?dy,

pois toda matriz inversivel com coeficientes em Z tem determinante +1.

b) Novamente, seja B = {f1,..., B} uma base integral de I;,. Entdo {af1,...,al,} é claramente uma base do
ideal (o), como Z-médulo. Seja Ty, : L — L o operador Q-linear que leva cada 8 € L em «of, e [T,]p a matriz
desse operador na base B. Entao por a) e pela Proposicao

N((a)r, ) 2dr = Aafi, ..., abn) = A([Ta] (B, - Bn)) = det([Ta])*A(B1, ..., Bn) = (N(a))?dy.
Isso nos dé M({a)s, ) = |N(a)|, como desejado. O
Como consequéncia desse teorema, temos o seguinte coroldrio:

Corolario 8.7. Seja p € N um ndmero primo tal que a fatoragdo de (p);, em ideais primos seja
)1, = p’fl ---pkrcom todos os expoentes positivos e p; # p; para i # j. Entdo:

a)pi...,pr sGo 08 Unicos ideais primos de I, que contém p.
T

b) > kif(p;) =n.

Jj=1

Demonstragdo. a) Dado um ideal primo p de I, temos p € p <= p | (p)1,, e pela unicidade da fatoracao
obtemos o resultado desejado.

b) Temos N(p) = p", logo pelo item b) do teorema anterior temos M((p);, ) = |N(p)| = p™. Entao:

pn _ m(@)u) — m(]h)kl . m(pr)}’m — (pf(m))kl .. (p.f(Pr))kv~ — pZ};l kjf(Pj),

-
e portanto ) k;f(p;) = n, como querfamos. O
i=1
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9. O Teorema da Finitude do Numero de Classes

Nesta tultima secao, finalmente provaremos que para todo corpo de ntmeros algébricos L o nimero de classes
hy, ¢ finito. J4 temos todas as ferramentas necesséarias para provar esse fato, e tudo que faltam sao dois lemas
técnicos, um que relaciona ideais de _# com classes de ¢/, e outro que garante que certo conjunto de inteiros
positivos é limitado superiormente, e que no fundo nada mais é do que uma aplicacao esperta do Principio da
Casa dos Pombos.

Definamos, para qualquer a € ¢, o ntimero

t(a) = min{(a) ' N(e)7,) | o € a\ {0}}.

Para qualquer « € a\ {0}, temos que a | (), . Logo, pela multiplicatividade da norma de ideais,

N(a) | N({a)1,), 0 que mostra que t(a) é o minimo de um conjunto de inteiros positivos, sendo portanto
bem-definido e um inteiro positivo. Além disso, pelo item ¢) do Corolério temos que t(a) = 1 se e s6 se
a = (&), para algum « € a\ {0}, ou seja, se e sé se a € .

Por outro lado, dada uma classe B € €/, definimos

u(B) = min{N(b) | b € # NB}.

Pela Proposicao a intersecao _# N B é nao-vazia, o que mostra que u(B) estd bem-definido. Note que
u(B) é um inteiro positivo. Temos uma importante relagio entre essas duas fungoes ¢t e u que definimos:

Lema 9.1. Sejam B € €€ e a€ 7 tais que a ' € B. Entio u(B) = t(a). Em particular, temos
{t(a) [ae 7} ={u(B)|B € ¢}

Demonstragio. Seja o € a '\ {0} tal que ¢(a) = N(a)'N({a)7, ). Entdo aa™! € # N B, pela Proposicao [7.9 e
usando que aa”! C aa~! = I;,. Notemos que

(aa™Ha = {a)r, = N(aa™)N(a) = N((e)1,),
e portanto
u(B) < N(aa~) = N(a) " N((a)r,) = t(a).

Por outro lado, seja b € # NB tal que u(B) = MN(b). Entdo, como a~!,b € B, existe 3 € L\ {0} tal que
Ba~! =b. Mas entdo (8);, = ab C a. Disso tiramos que 3 € a\ {0}. Além disso,

N((B)1,) = N(a)MN(b) = N(a)u(B).
Logo
t(a) < N(a) " N(B)1,) = u(B).

Entao de fato temos u(B) = t(a). Para a tltima afirmacao basta notar, de um lado, que para a € ¢ temos
t(a) = u(a™'H), e de outro que, se B € €Y, entdao existe um a € B! N 7. Assim, a=! € B, e temos
u(B) = t(a). O

Ainda temos um tltimo lema técnico a provar antes de chegarmos ao resultado desejado:
Lema 9.2. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que t(a) < C, para todo a € 7.

Demonstra¢do. Sejam o7, ...,0, os isomorfismos de L em C, e seja {f1,..., s} uma base integral de L. Defi-
namos

o1l (mem) .
j=1 \i=1

Mostraremos que, para todo a € _#, temos t(a) < C, o que terminard a demonstracao. Tomemos entao
a € # qualquer. Entdo existe k inteiro positivo tal que k™ < 9(a) < (k + 1)”. Definamos

f_{ZdiBi|d1,...,dn€{0,...,k}}.
=1
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Notemos que |.Z| = (k + 1)" > 9(a), logo pelo Principio da Casa dos Pombos existem \, v € .Z distintos tais
que A+ a = v + a. Entao temos

)\—y:Za,ﬂiea, onde aq,...,a, € {—k,... k}.

i=1

Assim:

N0 =0l = [0 - f[oj(zaiﬁi) ]

I\
e

Concluimos finalmente do item b) do Teorema que

(@) < M(a) " N(A - v)1,) = Na) "IN - 1) < C.

Enfim, chegamos ao resultado que tanto almejavamos:
Teorema 9.3 (Finitude do Numero de Classes). O nidmero de classes hy, € finito.

Demonstragao. Pelo Lema o conjunto {t(a) | a € ¢} é limitado superiormente por um C > 0. Mas pelo
Lema esse conjunto é igual a {u(*B) | B € €4}, que portanto também é limitado por C. Seja agora B € EL.
Entao existe b € B tal que 91(b) < C. Mas pelo Corolério existe um numero finito m de ideais de ¢ tais
que N(b) < C. Assim, B é a classe de um desses m ideais. Isso mostra que €4 é finito, como desejdvamos. [

Um corolario direto deste teorema é:
Corolario 9.4. Para todo a € 7, aht € um ideal principal.

Esse teorema, embora fortissimo, nao é totalmente satisfatério para o calculo efetivo de hy, para um corpo de
nimeros algébricos L dado. Afirmamos, sem demonstracao, que existe a seguinte cota para hj,, conhecida como
a cota de Minkowski:

4N\t n!
hLSNL:(;) o —/|dLl,

em que ¢ é a metade do nimero de isomorfismos ¢ de L em C tais que (L) € R (pode-se mostrar que o
nimero de tais isomorfismos é sempre par, ou seja, ¢ é inteiro).
Para finalizar, mostraremos como toda a teoria que desenvolvemos pode ser utilizada num exemplo concreto:

EZemplo 3. Na introducao, falamos sobre como a Teoria Algébrica dos Nuimeros aparece naturalmente no estudo
das equagoes diofantinas. Caso o anel de inteiros algébricos necessario para resolver uma equacao diofantina nao
seja um DFU, entretanto, ndo estd claro como devemos prosseguir. Como ja vimos, Z[v/—5] ndo é um DFU. No
entanto, veremos como resolver a equacao diofantina y® = 22 + 5 utilizando este anel. Este exemplo se encontra
em [4]

Para comecar, utilizando a cota de Minkowski para L = Q(v/—5), e pelo EZemplo [2| temos

ML:(%):‘\AT (W) \ﬂ 41\/ 5)| ~ 2,847 < 3.

Logo hy = 1 ou hy, = 2. Como Z[\/—5] nao é um DFU, temos hy = 2. Assim, 4/ possui dois elementos.

Além disso, pelo item ¢) do Teorema U(Z]v/-5]) = {1,—1}. Indicaremos ainda a classe de um ideal j em

(¢ por [j]. Finalmente, consideremos a equagao diofantina y* = 22 + 5. Se x fosse fmpar, terfamos
y3>=12+5=6 (mod 8), o que nio é possivel. Logo x é par, e portanto y é fmpar.
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Se y = 0 (mod 5), entdo 22 = 0 (mod 5), logo x = 0 (mod 5). Mas entdo 5 = 22 +5 = y> = 0 (mod 25),
absurdo! Logo y Z 0 (mod 5).

Em Z[y/—5], temos 3® = (x + v/—5)(z — v/—5). Chamemos agora os ideais a = (z + /—5) e b = (z — v/=5)
(para simplificar, denotaremos o ideal gerado por um elemento o € Z[/—5] por (a), ao invés de (a)z[ \/55}).
Entdo temos a igualdade de ideais (y)3 = (x + +/=5)(x — /=5) = ab.

Suponhamos que exista um ideal primo nao-nulo p que divida ae b. Entdo p 3 (x++/—5)—(x—+/—5) = 2¢/—5.
Assim, p divide (2¢/=5) = (2)(v/=5). E simples verificar que (2) = (2,1 4 +/=5)2, e pela multiplicatividade da
norma de ideais e pelo Teorema [8.6] temos

N((2,1+V=5))” =9N((2)) =N (2)| = [2°| =4 = N((2, 1+ V-5)) = 2,
que é um nimero primo, logo pelo item b) do Corolario o ideal (2,1 + +/—5) é primo.

Além disso, M({(v/—5)) = |N(v/—5)| = 5, logo pelo mesmo corolario o ideal (v/—b) é primo. Assim, temos a
fatoracao em ideais primos:

(2V=5) = (2,1 + V=5)*(V-5).
Assim, p = (2,14 v/=5) ou p = (v/=5). Se p = (2,1 + /=5), entdo
pl(y)=2="90) | Ny) =IN@y)| =y*
Mas y é fmpar, absurdo! Se p = (v/—5), temos
ply)=5=90)|N(y) = IN@y)| =y

Mas y nio é miltiplo de 5, absurdo! Isso mostra que os ideais a e b sio primos entre si. Assim, como (y)* = ab,
existem ideais ¢ e 0 de Z[/—5] tais que a = ¢ e b = 3. Pelo Corolario [¢?] = [(1)], logo como a é principal:

a=c = [(1)] = [a] =[] = [*[c] = [(D][c] = [c].

Isso mostra que ¢ é principal. Entdo existem a,b € Z tais que ¢ = (a + b\/=5), ou seja,

(x+V=5) =a=c=(a+b/-5)>
Assim, os elementos = + /=5 e (a + by/—5)? sdo associados. Como U(Z[y/—5]) = {1, —1}, temos:

z+ V=5 = +(a+ bvV=5)® = £((a® — 15ab?) + (3a®b — 5b%)v/—=5).
Entao
+1 = 3a®b — 5b% = b(3a® — 5b?) = |b| = |3a® — 5b%| = 1.

Tanto para b = 1 quanto para b = —1, precisamos ter

302 —5 =41 = 3a® = 6 ou 3a% =4,

o que é impossivel. Portanto, a equacdo y® = 22 4+ 5 ndo tem solucdes inteiras.
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