INTRODUCAO A ALGEBRA COMUTATIVA — MAT0460
DIMENSAO DE GRUPOS ALGEBRICOS

ADRIANA MAYUMI SHIGUIHARA

RESUMO. A intengdo deste trabalho é introduzir a nogdo de grupos
algébricos e de acao de grupos algébricos, e apresentar um resultado
sobre dimensao nesse contexto. Tanto quanto possivel, o texto se res-
tringird a variedades afins. Também serda demonstrado que a dimensao
do grupo das matrizes n x n de determinante néo nulo é n%. A relevancia
do estudo dos GL,, serd evidenciada num teorema mencionado ao final,
que relaciona qualquer grupo algébrico afim a um subgrupo de algum
GL,.

1. PRELIMINARES

Neste trabalho, k serd sempre um corpo algebricamente fechado.

1.1. Variedades algébricas afins.

Defini¢ao 1.1. Um subconjunto X do espago afim A" =k x --- x k (n
vezes) é uma variedade algébrica afim se

X =V(S)
para algum S C k[z1,...,x,], onde
V(S)={x € A" |VfeS, f(z)=0}.

Existe uma defini¢do mais geral de wvariedades algébricas (sem a parte
afim), mas ela serd evitada neste texto. Aqui, o termo “variedade” designara
apenas variedades afins, exceto quando for explicitado o contrario.

Observagao 1.2. Se S C k[z1,...,x,] e I é o ideal gerado por S, entao
V(S)=V(I).
Definigao 1.3. Seja X C A™ uma variedade afim.

(a) O anel das coordenadas de X é o quociente

klzy,..., 2]

A(x) = S,

onde

I(X) = {f €K[z1,...,25] | V2 € X, f(z) = 0}
1
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(b) A dimensdo de X, denotada por dim X, é definida como a dimensao
de Krull de seu anel das coordenadas, ou seja, como o maior com-
primento possivel de uma cadeia de ideais primos de A(X).

(¢) Uma subvariedade de X é um subconjunto de X que também ¢é uma
variedade.

Observagao 1.4. A(X) é mais que um anel; é uma k-dlgebra finitamente
gerada. Em particular, temos dim A(X) < oo, e assim dim X < oo.

Definicao 1.5. A topologia de Zariski em A™ é a topologia obtida definindo
os fechados como as variedades afins.

Observacdo 1.6.

(a) Os complementares das variedades afins formam de fato uma topo-
logia em A™:
() V(1) = -
(i) V(0)F =
(ifi) V(I N J) =v(Inv L,
C
(iv) V(Xaea )" =Unea V(L)
(b) Se a = (a1,...,a,) € A", entdo {a} = V(1 —a1,...,Tn — an).
Assim, pontos sao fechados na topologia de Zariski.

Definigao 1.7. Uma variedade afim X C A" é dita irredutivel se nao pode
ser escrita como uniao de subvariedades proprias distintas.

Observacdo 1.8. Dada uma variedade X no espago afim A", um conjunto
Y C A™ é uma subvariedade irredutivel de X <= é o conjunto de zeros de
um ideal primo de k[z1, ..., z,] que contém I(X) <= é o conjunto de zeros
de um ideal primo de A(X). Isso d4 uma correspondéncia entre as cadeias
de ideais primos em A(X) e as cadeias de subvariedades irredutiveis de X.
Assim, A dimensao de X é também o maior comprimento possivel de uma
cadeia de subvariedades irredutiveis de X. Além disso, sendo k[x1, ..., z;]
um dominio, o espago afim A" = V(0) é irredutivel.

Definicao 1.9. Se X é um subconjunto qualquer de A™, definimos sua
dimensao como

dim X = dim X,
onde X é o fecho de X na topologia de Zariski, ou seja, a menor variedade
afim que contém X.

Definigao 1.10. Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins.

b: X 5Y
z = P(x)
é um morfismo de variedades se existem ¢1,..., ¢ € K[z1,. .., x,] tais que

d(z) = (p1(x),...pm(x)) para todo x € X. Nesse caso, associamos a ¢ o
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seu comorfismo ¢*, dado por
¢ AYY) = A(X)
f=foo
Observagao 1.11. ¢* é um homomorfismo de k-algebras.

Proposigao 1.12. Todo morfismo de variedades afins € continuo.

Demonstragao. Seja ¢: X — Y um morfismo de variedades, com X C A" e
Y C A™ variedades afins. Seja A C Y um aberto. Entdo A = V()¢ para
algum I < k[z1,...,zy]. Temos

z€ ¢ (A) &= oz

= f(o(x) #0,3f 1
<~ foo(x)#0,3f €I
— weV({fos|fel})f
portanto ¢~!(A) é aberto. O

Definicao 1.13. Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins. O produto de
X e Y, denotado por X x Y, é o subconjunto de A"*™ dado por

X xY ={(a1,..,antm) € A" | (a1,...,a,) € X, (ans1,--.,am) €Y}

Observacdo 1.14. Sejam X C A" e Y C A™ variedades afins.

(a) X xY é uma variedade afim. Basta ver que, se X = V(I)eY =
V(J), entao

XxY=V{f(z1,...,zn) - 9(@pns1,--yxm) | fE L, g € JT}).

(b) Se Z ¢ A* 6 uma variedade afim e ¢: X x Y — Z é um morfismo de
variedades, entao para todo a € X e todo b € Y fixados as fungoes

ola,"): Y = Z
y = ¢(a,y)
e
o(,0): X =7
x — ¢(x,b)
sao morfismos de variedades. De fato, existem @1, ..., ¢ € K[t1,. .., tntm)
tais que

o(x,y) = (p1(2,¥), - -, Pnym(z,y)), Vo € X,Vy € Y,

onde ¢;(x,y) = ¢i(x1,. ., TnyY1,---,Ym) se 1 < ¢ < k. Fixando
x = a e denotando ¢(a,-) por ¢, temos

‘70(3/) = ¢(a7y) = (¢1(a,y)7 ceey ¢n+m(a7y))’v3/ €Y.
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Como ¢;(a,-) € k[yi,...,yn] para todo i, ¢ é morfismo. Para ¢(-,b),
é andlogo.

1.2. Grupos algébricos.

Definicao 1.15. Um grupo algébrico é um grupo G que também é uma
variedade e tal que as fungoes

0: G xG—=d
(z,y) = x-y

1:G— G
x> x !

s&o morfismos de variedades.

Definicao 1.16. Um morfismo de grupos algébricos é um morfismo de va-
riedades que também é homomorfismo de grupos.

Definigao 1.17. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade. Uma
agdo de grupos algébricos de G sobre X é um morfismo

¢p:Gx X =X
(9,2) =gz = ¢(g, )
tal que, se g, h e Gex € X,
(gh)-z=g-(h-2)

e e-x =z, onde e é o elemento neutro de G.

Definigao 1.18. Sejam X uma variedade e G um grupo algébrico que age
sobre X. Seja z € X fixado.

(a) O estabilizador de = é o subconjunto de G dado por
Gy ={9€G|g-x=ux}.
(b) A drbita de x é o subconjunto de X dado por
G-x={g-z|geG}

2. AGOES E DIMENSAO

O resultado abaixo sera 1til para provar o teorema subsequente, mas sua
demonstragao serd suprimida, pois foge ao escopo deste texto.

Lema 2.1. Sejam X e Y wariedades, e seja u: X — Y wum morfismo tal
que u(X) =Y. Se existe r € N com

dimu=t(y) = r,Vy € u(X),

entao
dimX =dimY +r.
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Teorema 2.2. Sejam X wuma variedade afim e G um grupo algébrico que
age sobre X. Para todo x € X,

dimG -z =dimG — dim G,.
Demonstragao. Seja
u:GxX =X
(g,) = g-x
a acdo de G sobre X. Fixado x € X, podemos definir u, = u(-,x), ou seja,
ug: G — X
g—g-z
Por 1.14, u, é morfismo de variedades. Sua imagem ¢
uz(G) = {uz(9) | g € G}
={g9-2zlgeG}
=G -z
Assim, podemos trocar o contradominio de u, para G - x.
Seja y € uy(G), e fixemos g, € uy ' (y). A fungao
¢: ug(x) = ug ' (y)
g = 9yg
¢ um homeomorfismo. De fato:
(i) Sejam g,h € uy(z) tais que ¢(g) = ¢(h). Entao
99 = gyh = g, 999 =g, 'gyh = g=h,
logo ¢ é injetiva.
(ii) Se g € uz'(y), entdo g - x = y, logo
ur(gy'9) = (9,'9) -2 =g, - (9-x)
=g, y=g," (g4 2)
= (949, ") x=¢e-x
=z.
Assim, gy_lg € uy *(z). Temos entio
9=9y9,"9=2(9,"9),

portanto ¢ é sobrejetiva.
(iii) Como G é grupo algébrico, a funcao

m: GxG—=G
(z,y) —»x-y

¢ morfismo de variedades. Por 1.14, 6(gy, ) é morfismo; por 1.12, é
continuo. Como ¢ é restricao de 0(gy, ), é também continua. Ana-
logamente, sua inversa (dada por g — gy_lg) é continua.
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O conjunto u ! (y) é uma variedade afim, pois é pré-imagem do fechado {y}
pelo morfismo u,, que é continuo por 1.12. Dessa forma, a dimensao da fibra
de y é finita e coincide com o tamanho maximo das cadeias de subvariedades
irredutiveis de u; !(y). Como esse niimero s6 depende da topologia, conclui-
se que a dimensao é preservada por homeomorfismos, logo todas as fibras
de u, tém dimensdo dimu, (). Aplicando o lema 2.1,

(1) dimG =dimG -z + dimu,(z) = dimG -z = dim G — dimu;, ! (x)

Por definigao, dim G - z = dim G - z, e além disso
uy (2) = {g € G | ua(g) = v}

={geGlg-z=u}
=G,

Portanto, de 1 e da igualdade acima, resulta

dim G -z = dim G — dimu; *(z) = dim G — dim G,..

3. DiMENSAO DO GL,

O conjunto M,, das matrizes n x n (com entradas em k) pode ser visto

como o espaco afim A™. Como o determinante de uma matriz é um po-
linémio nas suas entradas, o GL,, (o subconjunto de M,, onde o determinante
nao se anula) é o complementar da variedade V' (det X).

Proposicao 3.1. A dimensdio do GL,, é n?.
Demonstragao.
dim GL,, = dim V(det X)¢ = dim V' (det X)C.
O espaco afim é irredutivel, logo GL,, é denso. De fato,
A™ =V (det X)P UV (det X) = V(det X)6 U V(det X)

. .~ 2 x . .
¢ uma decomposicao de A" em unido de fechados (=subvariedades) distin-
tos, ja que existem matrizes com determinante nulo (a matriz com todas as

entradas nulas é uma delas). Como V (det X) é subconjunto préprio de A™
(a matriz identidade por exemplo tem determinante nao nulo), resulta que

V (det X)C nao pode ser préprio. Assim,

dim GL,, = dim A" = dim k[z1,...,2,2] = n°
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4. LINEARIZAGAO DOS GRUPOS ALGEBRICOS AFINS

Os subgrupos fechados do GL,, sdo também chamados de grupos algébricos
lineares. Nesta se¢ao, busca-se mostrar que todo grupo algébrico afim (ou
seja, que é uma variedade afim, e nao qualquer) pode ser considerado um
grupo algébrico linear.

Lema 4.1. Sejam X C A™ e Y C A wvariedades afins. Se ¢ € A(X xY),
podemos escrever

o(z.y) = 3 ail@)Bily),
=1

para algum r € N, com a; € A(X) e p; € A(Y) para cada i. Além disso, €
possivel fazer tal escolha de forma que o conjunto dos «; seja linearmente
independente.

Demonstragcdo. Para mostrar a existéncia da expressao descrita, basta tomar
0s monomios.

. W - -
Suponhamos que o conjunto {«;}I_; seja linearmente dependente. Entao o,
se escreve como

r—1
Ay = E )\jOéj,
j=1

com os Aj em k. Entao

o=

r—1
= @B + i

i=1
r—1

=Y ai(Bi+ i),
i=1

assim basta redefinir cada ; como ; + \; (3, (e repetir o processo enquanto
for possivel). O

Nas proposicoes que seguem, sera usada a seguinte notacao:
Se G é um grupo algébrico que age sobre uma variedade X, entao ¢ denota
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a funcao

p:GxX =X

(g.2) g ' a

Isso é um morfismo, pois é composicdo dos morfismos 6 e ¢. Assim, podemos
tomar seu comorfismo ¢*. Para cada f € A(X), temos

(2) o (g, x)=fop(g,x)=flg~" x),Vg€ G Vo€ X.

Por 1.14, ¢(g,-) também é morfismo para cada g, e podemos tomar seu
comorfismo, que serd denotado por 7,. Dessa forma, se f € A(X),

3)  T(N)@)=folple,) (@) = flelg.2) = flg" ), Ve e X.
De 2 e 3,
¢ (/)g,x) = 14(f)(x), Vg € G,Vz € X.
Além disso, 74 é k-linear, ja que ¢ um comorfismo.
Proposigao 4.2. Sejam X uma variedade e G um grupo algébrico que age
sobre X. Se F é um subespaco de dimensdo finita de A(X), existe um

subespaco de dimensao finita E de A(X) tal que F C E e E € invariante
sob 14 para todo g € G.

Demonstragdo. Suponhamos que a proposi¢ao valha quando dim £’ = 1.
Seja agora dim F' = n, sendo {f1,..., fn} uma base de F. Se 1 < i < n,
entao a suposigao nos garante um subespago F; de A(X) de dimensao finita
contendo span{ f;}, com E; invariante sob os 7,. Tomando

E=F +FE+- -+ E,
temos F = span{fi,...,fn} C Ee
dim F < dim F{ +dim Fs 4+ - - - + dim E,, < 00

Se ¢ € E, podemos escrever ¥ = 91 + ...vY,, com ¢; € F;. Fixado g € G,
temos 7,4(1;) € E; para cada i, e obtemos

Tg(¥) = 1g(¥1 + .. Un) = Tg(¢1) + ... Ty(¢bn) € E.

Resta provar para dim F' = 1. Seja F' = span{f}. ¢*(f) € A(G x X), logo
por 4.1 existem «o; € A(G) e f; € A(X) (com 1 <i <r € N) tais que

0" (£)g.7) =Y ailg)Bil=).
=1

Dessa forma, fixado g € G,

o(f) = foplg,) =¥ (f)(g:")
= 7(f) = _ ilg)Bi.
=1
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Como g esta fixado, os a;(g) sao elementos de k, assim 74(f) é combinacao
linear dos ;. Logo,

span{1,(f) | g € G} C span{B;}i_;
= dimspan{r,(f) | ¢ € G} < dimspan{f;};_; < oco.

Assim, definindo

E =span ({f} U{r(f) | g € G}),

temos dim E < oo, F' C E e 14(f) C E para todo g.
Para todo z € X,

To(n(N))(@) = m(f)g™ - 2) = f(h™1- (g7 - 2))
= f((h'g™h) - 2) = f((gh)™" - )
= 7gn(f)().

Portanto, fixado g € G,

Tg(Th(f)) = Tgn(f),Vh € G
= 14(n(f)) € E,Vh € G.

Como 74 é k-linear, segue que 7,(F) C E. O

Proposicao 4.3. Seja G um grupo algébrico que age sobre uma variedade
X, e seja E um subespaco de dimensao finita de A(X) tal que 74(E) C E
para todo g € G. Entdo, dado f € E, ¢*(f) se escreve como

¢ (f)(g.x) =Y ailg)Bi(x),
i=1

para algum r € N, com o; € A(G) e p; € E para cada i.

Demonstragao. Por 4.1, se f € A(X), ¢*(f) se escreve como
P (N)g,2) =Y ailg)Bil),
i=1

para algum r € N, com «; € A(G) e p; € A(X) para cada i, de modo que o
conjunto dos «; seja linearmente independente.

Seja {v1,...,v,} uma base de E, e estendamos a uma base {v;}; I W de
A(X). Escrevendo f3; nessa base, temos

n m
(4) Bi= Xijvj+ > pigwr,
j=1 =1
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com A j,p; 1 € kew € W.
Fixado g € G, temos «;(g) € k para cada 7. Assim,

4(f) = ¢"(f)(g,")

r n m
- Z ai(g) Z Aijvj + Z i Wy
=1 j=1 =1

T n

=Y [ Do ail@ijus + D ailg)miw
=1

i=1 \j=1

T

= | 2D a9 +<Zzai(g)m,zwz>

i=1 j=1 =1 [=1

> (Z O‘i(g)%) vj | + (Z (Z ai(Q)Mi,l) wz)
=1 =1

Jj=1 \i=1

¢ a expressao de 74(f) na base {v;}7_, I W. Se f € E, temos 7,(f) € E,
logo

T
S qilg)is V€ {1,...,m}.
i=1
Como isso vale para todo g € G (e os p;; ndo dependem de g), temos

Zaium,w e{l,...,m}.
=1

Sendo {«;}i_; li., todos os p;; devem ser nulos. De 4, concluimos que

B; € E para todo 1. ([
Todo grupo algébrico age sobre si pela agao
GxG—G
(9,h) = hg™!

que é morfismo por ser composigao de € e «. Com essa agao, ¢(g,x) passa a
ser xg, e

Essa serad a notacao usada na demonstragao do proximo teorema.

A partir daqui é preciso considerar a definicdo mais abrangente de varieda-
des, que faz de GL,, um grupo algébrico (nao afim). Essa defini¢do nao serd
exposta aqui, pois sera usada brevemente, aliada ao lema abaixo:

Lema 4.4. Sejam G e G’ grupos algébricos, e seja ¢: G — G’ um morfismo
de grupos algébricos. Entio ¢(G) é um subgrupo fechado de G'.

Teorema 4.5. Todo grupo algébrico afim € isomorfo a um subgrupo fechado
de algum GL,.
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Demonstragao. Seja G um grupo algébrico afim. A(G) é uma k-élgebra
finitamente gerada, logo existe subconjunto finito F' que gera A(G). Pela
proposigao 4.2, existe subespago E de A(G) de dimensao finita que contém
span I’ e tal que 74(F) C E para todo g € G.

Seja {f1,..., fn} base de E. Fixado i, podemos escrever (por 4.3)

(5) fz g,x Zazl /le

para algum 7 € N, com «a;; € A(G) e B;; € E para cada [. Os S;; se
escrevem como combinacao linear dos f;, assim

Biu=>_ Nijfis

j=1
com \;;; € k. Portanto, a igualdade em 5 fica

e (fi)(g,x Zazl D> Miisfi(@)
j=1
= Z Z Ai i (9)f(x)
=1 \j=1
= Z (Z )\i,z,jai,l(g)> fi(@).
=1

Definamos
IS
mi;j(g) = Z it i(g)
=1

Para cada g € G, temos que ©*(f;)(g,-) = 74(fi), logo

D= mij(9)(f)
j=1

Assim, os m; j(g) sao as entradas da matriz da transformacgao 74|p: E — E
na base {fi,..., fn}. Como 7407, = 74, para todo h € G, segue que 74|g é
inversivel (com inversa 7,-1|g), logo a matriz [m; j(g)] estd em GL,. Temos
entao

P: G — GL,
g+ [mij(g)]

Os m; j estao em A(G), logo isso é um morfismo de variedades. E também
homomorfismo de grupos: como 74|g o 7| = Tgn|E, a matriz de 744 | g deve
ser a multiplicacao das matrizes de 74| e 7;,|p. Assim,

P(gh) = [mij(gh)] = [mi;(g)]mi;(h)] = ¥ (g)P(h).
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Dessa forma, 1) é morfismo de grupos algébricos, e pelo lema 4.4 temos que
(@) é subgrupo fechado de GL,,.! O
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S

IEsta demonstragdo estd incompleta: resta verificar, com auxilio do comorfismo ",
que v é isomorfismo de variedades.
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