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Resumo. A intenção deste trabalho é introduzir a noção de grupos
algébricos e de ação de grupos algébricos, e apresentar um resultado
sobre dimensão nesse contexto. Tanto quanto posśıvel, o texto se res-
tringirá a variedades afins. Também será demonstrado que a dimensão
do grupo das matrizes n×n de determinante não nulo é n2. A relevância
do estudo dos GLn será evidenciada num teorema mencionado ao final,
que relaciona qualquer grupo algébrico afim a um subgrupo de algum
GLn.

1. Preliminares

Neste trabalho, k será sempre um corpo algebricamente fechado.

1.1. Variedades algébricas afins.

Definição 1.1. Um subconjunto X do espaço afim An .
= k × · · · × k (n

vezes) é uma variedade algébrica afim se

X = V (S)

para algum S ⊂ k[x1, . . . , xn], onde

V (S)
.
= {x ∈ An | ∀f ∈ S, f(x) = 0}.

Existe uma definição mais geral de variedades algébricas (sem a parte
afim), mas ela será evitada neste texto. Aqui, o termo “variedade” designará
apenas variedades afins, exceto quando for explicitado o contrário.

Observação 1.2. Se S ⊂ k[x1, . . . , xn] e I é o ideal gerado por S, então
V (S) = V (I).

Definição 1.3. Seja X ⊂ An uma variedade afim.

(a) O anel das coordenadas de X é o quociente

A(X)
.
=

k[x1, . . . , xn]

I(X)
,

onde

I(X)
.
= {f ∈ k[x1, . . . , xn] | ∀x ∈ X, f(x) = 0}.
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(b) A dimensão de X, denotada por dimX, é definida como a dimensão
de Krull de seu anel das coordenadas, ou seja, como o maior com-
primento posśıvel de uma cadeia de ideais primos de A(X).

(c) Uma subvariedade de X é um subconjunto de X que também é uma
variedade.

Observação 1.4. A(X) é mais que um anel; é uma k-álgebra finitamente
gerada. Em particular, temos dimA(X) <∞, e assim dimX <∞.

Definição 1.5. A topologia de Zariski em An é a topologia obtida definindo
os fechados como as variedades afins.

Observação 1.6.

(a) Os complementares das variedades afins formam de fato uma topo-
logia em An:

(i) V (1){ = An,

(ii) V (0){ = ∅,
(iii) V (I ∩ J){ = V (I){ ∩ V (J){,

(iv) V
(∑

λ∈Λ Iλ
){

=
⋃
λ∈Λ V (Iλ){.

(b) Se a = (a1, . . . , an) ∈ An, então {a} = V (x1 − a1, . . . , xn − an).
Assim, pontos são fechados na topologia de Zariski.

Definição 1.7. Uma variedade afim X ⊂ An é dita irredut́ıvel se não pode
ser escrita como união de subvariedades próprias distintas.

Observação 1.8. Dada uma variedade X no espaço afim An, um conjunto
Y ⊂ An é uma subvariedade irredut́ıvel de X ⇐⇒ é o conjunto de zeros de
um ideal primo de k[x1, . . . , xn] que contém I(X) ⇐⇒ é o conjunto de zeros
de um ideal primo de A(X). Isso dá uma correspondência entre as cadeias
de ideais primos em A(X) e as cadeias de subvariedades irredut́ıveis de X.
Assim, A dimensão de X é também o maior comprimento posśıvel de uma
cadeia de subvariedades irredut́ıveis de X. Além disso, sendo k[x1, . . . , xn]
um domı́nio, o espaço afim An = V (0) é irredut́ıvel.

Definição 1.9. Se X é um subconjunto qualquer de An, definimos sua
dimensão como

dimX
.
= dimX,

onde X é o fecho de X na topologia de Zariski, ou seja, a menor variedade
afim que contém X.

Definição 1.10. Sejam X ⊂ An e Y ⊂ Am variedades afins.

φ : X → Y

x→ φ(x)

é um morfismo de variedades se existem φ1, . . . , φm ∈ k[x1, . . . , xn] tais que
φ(x) = (φ1(x), . . . φm(x)) para todo x ∈ X. Nesse caso, associamos a φ o



DIMENSÃO DE GRUPOS ALGÉBRICOS 3

seu comorfismo φ∗, dado por

φ∗ : A(Y )→ A(X)

f 7→ f ◦ φ

Observação 1.11. φ∗ é um homomorfismo de k-álgebras.

Proposição 1.12. Todo morfismo de variedades afins é cont́ınuo.

Demonstração. Seja φ : X → Y um morfismo de variedades, com X ⊂ An e

Y ⊂ Am variedades afins. Seja A ⊂ Y um aberto. Então A = V (I){ para
algum I C k[x1, . . . , xm]. Temos

x ∈ φ−1(A) ⇐⇒ φ(x) ∈ A

⇐⇒ φ(x) /∈ A{ = V (I)

⇐⇒ f(φ(x)) 6= 0,∃f ∈ I
⇐⇒ f ◦ φ(x) 6= 0,∃f ∈ I

⇐⇒ x ∈ V ({f ◦ φ | f ∈ I}){

portanto φ−1(A) é aberto. �

Definição 1.13. Sejam X ⊂ An e Y ⊂ Am variedades afins. O produto de
X e Y , denotado por X × Y , é o subconjunto de An+m dado por

X × Y = {(a1, . . . , an+m) ∈ An+m | (a1, . . . , an) ∈ X, (an+1, . . . , am) ∈ Y }.

Observação 1.14. Sejam X ⊂ An e Y ⊂ Am variedades afins.

(a) X × Y é uma variedade afim. Basta ver que, se X = V (I) e Y =
V (J), então

X × Y = V ({f(x1, . . . , xn) · g(xn+1, . . . , xm) | f ∈ I, g ∈ J}).

(b) Se Z ⊂ Ak é uma variedade afim e φ : X×Y → Z é um morfismo de
variedades, então para todo a ∈ X e todo b ∈ Y fixados as funções

φ(a, ·) : Y → Z

y 7→ φ(a, y)

e

φ(·, b) : X → Z

x 7→ φ(x, b)

são morfismos de variedades. De fato, existem φ1, . . . , φk ∈ k[t1, . . . , tn+m]
tais que

φ(x, y) = (φ1(x, y), . . . , φn+m(x, y)), ∀x ∈ X,∀y ∈ Y ,

onde φi(x, y) = φi(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) se 1 ≤ i ≤ k. Fixando
x = a e denotando φ(a, ·) por ϕ, temos

ϕ(y) = φ(a, y) = (φ1(a, y), . . . , φn+m(a, y)), ∀y ∈ Y .
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Como φi(a, ·) ∈ k[y1, . . . , yn] para todo i, ϕ é morfismo. Para φ(·, b),
é análogo.

1.2. Grupos algébricos.

Definição 1.15. Um grupo algébrico é um grupo G que também é uma
variedade e tal que as funções

θ : G×G→ G

(x, y) 7→ x · y
e

ι : G→ G

x 7→ x−1

são morfismos de variedades.

Definição 1.16. Um morfismo de grupos algébricos é um morfismo de va-
riedades que também é homomorfismo de grupos.

Definição 1.17. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade. Uma
ação de grupos algébricos de G sobre X é um morfismo

φ : G×X → X

(g, x) 7→ g · x .
= φ(g, x)

tal que, se g, h ∈ G e x ∈ X,

(gh) · x = g · (h · x)

e e · x = x, onde e é o elemento neutro de G.

Definição 1.18. Sejam X uma variedade e G um grupo algébrico que age
sobre X. Seja x ∈ X fixado.

(a) O estabilizador de x é o subconjunto de G dado por

Gx
.
= {g ∈ G | g · x = x}.

(b) A órbita de x é o subconjunto de X dado por

G · x .
= {g · x | g ∈ G}.

2. Ações e dimensão

O resultado abaixo será útil para provar o teorema subsequente, mas sua
demonstração será suprimida, pois foge ao escopo deste texto.

Lema 2.1. Sejam X e Y variedades, e seja u : X → Y um morfismo tal
que u(X) = Y . Se existe r ∈ N com

dimu−1(y) = r, ∀y ∈ u(X),

então

dimX = dimY + r.
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Teorema 2.2. Sejam X uma variedade afim e G um grupo algébrico que
age sobre X. Para todo x ∈ X,

dimG · x = dimG− dimGx.

Demonstração. Seja

u : G×X → X

(g, x) 7→ g · x
a ação de G sobre X. Fixado x ∈ X, podemos definir ux

.
= u(·, x), ou seja,

ux : G→ X

g 7→ g · x
Por 1.14, ux é morfismo de variedades. Sua imagem é

ux(G) = {ux(g) | g ∈ G}
= {g · x | g ∈ G}
= G · x

Assim, podemos trocar o contradomı́nio de ux para G · x.
Seja y ∈ ux(G), e fixemos gy ∈ u−1

x (y). A função

φ : u−1
x (x)→ u−1

x (y)

g 7→ gyg

é um homeomorfismo. De fato:

(i) Sejam g, h ∈ u−1
x (x) tais que φ(g) = φ(h). Então

gyg = gyh =⇒ g−1
y gyg = g−1

y gyh =⇒ g = h,

logo φ é injetiva.
(ii) Se g ∈ u−1

x (y), então g · x = y, logo

ux(g−1
y g) = (g−1

y g) · x = g−1
y · (g · x)

= g−1
y · y = g−1

y · (gy · x)

= (gyg
−1
y ) · x = e · x

= x.

Assim, g−1
y g ∈ u−1

x (x). Temos então

g = gyg
−1
y g = φ(g−1

y g),

portanto φ é sobrejetiva.
(iii) Como G é grupo algébrico, a função

m : G×G→ G

(x, y) 7→ x · y
é morfismo de variedades. Por 1.14, θ(gy, ·) é morfismo; por 1.12, é
cont́ınuo. Como φ é restrição de θ(gy, ·), é também cont́ınua. Ana-
logamente, sua inversa (dada por g 7→ g−1

y g) é cont́ınua.
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O conjunto u−1
x (y) é uma variedade afim, pois é pré-imagem do fechado {y}

pelo morfismo ux, que é cont́ınuo por 1.12. Dessa forma, a dimensão da fibra
de y é finita e coincide com o tamanho máximo das cadeias de subvariedades
irredut́ıveis de u−1

x (y). Como esse número só depende da topologia, conclui-
se que a dimensão é preservada por homeomorfismos, logo todas as fibras
de ux têm dimensão dimu−1

x (x). Aplicando o lema 2.1,

(1) dimG = dimG · x+ dimu−1
x (x) =⇒ dimG · x = dimG− dimu−1

x (x)

Por definição, dimG · x = dimG · x, e além disso

u−1
x (x) = {g ∈ G | ux(g) = x}

= {g ∈ G | g · x = x}
= Gx.

Portanto, de 1 e da igualdade acima, resulta

dimG · x = dimG− dimu−1
x (x) = dimG− dimGx.

�

3. Dimensão do GLn

O conjunto Mn das matrizes n × n (com entradas em k) pode ser visto

como o espaço afim An2
. Como o determinante de uma matriz é um po-

linômio nas suas entradas, o GLn (o subconjunto de Mn onde o determinante
não se anula) é o complementar da variedade V (detX).

Proposição 3.1. A dimensão do GLn é n2.

Demonstração.

dim GLn = dimV (detX){ = dimV (detX){.

O espaço afim é irredut́ıvel, logo GLn é denso. De fato,

An
2

= V (detX){ ∪ V (detX) = V (detX){ ∪ V (detX)

é uma decomposição de An2
em união de fechados (=subvariedades) distin-

tos, já que existem matrizes com determinante nulo (a matriz com todas as

entradas nulas é uma delas). Como V (detX) é subconjunto próprio de An2

(a matriz identidade por exemplo tem determinante não nulo), resulta que

V (detX){ não pode ser próprio. Assim,

dim GLn = dimAn
2

= dim k[x1, . . . , xn2 ] = n2.

�
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4. Linearização dos grupos algébricos afins

Os subgrupos fechados do GLn são também chamados de grupos algébricos
lineares. Nesta seção, busca-se mostrar que todo grupo algébrico afim (ou
seja, que é uma variedade afim, e não qualquer) pode ser considerado um
grupo algébrico linear.

Lema 4.1. Sejam X ⊂ An e Y ⊂ A variedades afins. Se φ ∈ A(X × Y ),
podemos escrever

φ(x, y) =
r∑
i=1

αi(x)βi(y),

para algum r ∈ N, com αi ∈ A(X) e βi ∈ A(Y ) para cada i. Além disso, é
posśıvel fazer tal escolha de forma que o conjunto dos αi seja linearmente
independente.

Demonstração. Para mostrar a existência da expressão descrita, basta tomar
os monômios.
Suponhamos que o conjunto {αi}ri=1 seja linearmente dependente. Então αr
se escreve como

αr =
r−1∑
j=1

λjαj ,

com os λj em k. Então

φ =

(
r−1∑
i=1

αiβi

)
+ αrβr

=

(
r−1∑
i=1

αiβi

)
+

r−1∑
j=1

λjαj

βr

=

(
r−1∑
i=1

αiβi

)
+

r−1∑
j=1

λjαjβr


=

r−1∑
i=1

αiβi + λiαiβr

=

r−1∑
i=1

αi(βi + λiβr),

assim basta redefinir cada βi como βi + λiβr (e repetir o processo enquanto
for posśıvel). �

Nas proposições que seguem, será usada a seguinte notação:
Se G é um grupo algébrico que age sobre uma variedade X, então ϕ denota
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a função

ϕ : G×X → X

(g, x) 7→ g−1 · x

Isso é um morfismo, pois é composição dos morfismos θ e ι. Assim, podemos
tomar seu comorfismo ϕ∗. Para cada f ∈ A(X), temos

(2) ϕ∗(f)(g, x) = f ◦ ϕ(g, x) = f(g−1 · x),∀g ∈ G,∀x ∈ X.

Por 1.14, ϕ(g, ·) também é morfismo para cada g, e podemos tomar seu
comorfismo, que será denotado por τg. Dessa forma, se f ∈ A(X),

(3) τg(f)(x) = f ◦ (ϕ(g, ·)) (x) = f(ϕ(g, x)) = f(g−1 · x),∀x ∈ X.

De 2 e 3,

ϕ∗(f)(g, x) = τg(f)(x),∀g ∈ G, ∀x ∈ X.

Além disso, τg é k-linear, já que é um comorfismo.

Proposição 4.2. Sejam X uma variedade e G um grupo algébrico que age
sobre X. Se F é um subespaço de dimensão finita de A(X), existe um
subespaço de dimensão finita E de A(X) tal que F ⊂ E e E é invariante
sob τg para todo g ∈ G.

Demonstração. Suponhamos que a proposição valha quando dimF = 1.
Seja agora dimF = n, sendo {f1, . . . , fn} uma base de F . Se 1 ≤ i ≤ n,
então a suposição nos garante um subespaço Ei de A(X) de dimensão finita
contendo span{fi}, com Ei invariante sob os τg. Tomando

E = E1 + E2 + · · ·+ En

temos F = span{f1, . . . , fn} ⊂ E e

dimE ≤ dimE1 + dimE2 + · · ·+ dimEn <∞

Se ψ ∈ E, podemos escrever ψ = ψ1 + . . . ψn, com ψi ∈ Ei. Fixado g ∈ G,
temos τg(ψi) ∈ Ei para cada i, e obtemos

τg(ψ) = τg(ψ1 + . . . ψn) = τg(ψ1) + . . . τg(ψn) ∈ E.

Resta provar para dimF = 1. Seja F = span{f}. ϕ∗(f) ∈ A(G ×X), logo
por 4.1 existem αi ∈ A(G) e βi ∈ A(X) (com 1 ≤ i ≤ r ∈ N) tais que

ϕ∗(f)(g, x) =

r∑
i=1

αi(g)βi(x).

Dessa forma, fixado g ∈ G,

τg(f) = f ◦ ϕ(g, ·) = ϕ∗(f)(g, ·)

=⇒ τg(f) =
r∑
i=1

αi(g)βi.
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Como g está fixado, os αi(g) são elementos de k, assim τg(f) é combinação
linear dos βi. Logo,

span{τg(f) | g ∈ G} ⊂ span{βi}ri=1

=⇒ dim span{τg(f) | g ∈ G} ≤ dim span{βi}ri=1 <∞.

Assim, definindo

E
.
= span ({f} ∪ {τg(f) | g ∈ G}) ,

temos dimE <∞, F ⊂ E e τg(f) ⊂ E para todo g.
Para todo x ∈ X,

τg(τh(f))(x) = τh(f)(g−1 · x) = f(h−1 · (g−1 · x))

= f((h−1g−1) · x) = f((gh)−1 · x)

= τgh(f)(x).

Portanto, fixado g ∈ G,

τg(τh(f)) = τgh(f),∀h ∈ G
=⇒ τg(τh(f)) ∈ E,∀h ∈ G.

Como τg é k-linear, segue que τg(E) ⊂ E. �

Proposição 4.3. Seja G um grupo algébrico que age sobre uma variedade
X, e seja E um subespaço de dimensão finita de A(X) tal que τg(E) ⊂ E
para todo g ∈ G. Então, dado f ∈ E, ϕ∗(f) se escreve como

ϕ∗(f)(g, x) =
r∑
i=1

αi(g)βi(x),

para algum r ∈ N, com αi ∈ A(G) e βi ∈ E para cada i.

Demonstração. Por 4.1, se f ∈ A(X), ϕ∗(f) se escreve como

ϕ∗(f)(g, x) =

r∑
i=1

αi(g)βi(x),

para algum r ∈ N, com αi ∈ A(G) e βi ∈ A(X) para cada i, de modo que o
conjunto dos αi seja linearmente independente.
Seja {v1, . . . , vn} uma base de E, e estendamos a uma base {vi}ni=1 qW de
A(X). Escrevendo βi nessa base, temos

(4) βi =
n∑
j=1

λi,jvj +
m∑
l=1

µi,lwl,
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com λi,j , µi,l ∈ k e wl ∈W .
Fixado g ∈ G, temos αi(g) ∈ k para cada i. Assim,

τg(f) = ϕ∗(f)(g, ·)

=

r∑
i=1

αi(g)

 n∑
j=1

λi,jvj +

m∑
l=1

µi,lwl


=

r∑
i=1

 n∑
j=1

αi(g)λi,jvj +

m∑
l=1

αi(g)µi,lwl


=

 r∑
i=1

n∑
j=1

αi(g)λi,jvj

+

(
r∑
i=1

m∑
l=1

αi(g)µi,lwl

)

=

 n∑
j=1

(
r∑
i=1

αi(g)λi,j

)
vj

+

(
m∑
l=1

(
r∑
i=1

αi(g)µi,l

)
wl

)
é a expressão de τg(f) na base {vi}ni=1 qW . Se f ∈ E, temos τg(f) ∈ E,
logo

r∑
i=1

αi(g)µi,l,∀l ∈ {1, . . . ,m}.

Como isso vale para todo g ∈ G (e os µi,l não dependem de g), temos

r∑
i=1

αiµi,l,∀l ∈ {1, . . . ,m}.

Sendo {αi}ri=1 l.i., todos os µi,l devem ser nulos. De 4, conclúımos que
βi ∈ E para todo i. �

Todo grupo algébrico age sobre si pela ação

G×G→ G

(g, h) 7→ hg−1

que é morfismo por ser composição de θ e ι. Com essa ação, ϕ(g, x) passa a
ser xg, e

τg(f)(x) = ϕ∗(f)(g, x) = f(xg), ∀x, g ∈ G.

Essa será a notação usada na demonstração do próximo teorema.
A partir daqui é preciso considerar a definição mais abrangente de varieda-
des, que faz de GLn um grupo algébrico (não afim). Essa definição não será
exposta aqui, pois será usada brevemente, aliada ao lema abaixo:

Lema 4.4. Sejam G e G′ grupos algébricos, e seja φ : G→ G′ um morfismo
de grupos algébricos. Então φ(G) é um subgrupo fechado de G′.

Teorema 4.5. Todo grupo algébrico afim é isomorfo a um subgrupo fechado
de algum GLn.
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Demonstração. Seja G um grupo algébrico afim. A(G) é uma k-álgebra
finitamente gerada, logo existe subconjunto finito F que gera A(G). Pela
proposição 4.2, existe subespaço E de A(G) de dimensão finita que contém
spanF e tal que τg(E) ⊂ E para todo g ∈ G.
Seja {f1, . . . , fn} base de E. Fixado i, podemos escrever (por 4.3)

(5) ϕ∗(fi)(g, x) =
r∑
l=1

αi,l(g)βi,l(x),

para algum r ∈ N, com αi,l ∈ A(G) e βi,l ∈ E para cada l. Os βi,l se
escrevem como combinação linear dos fj , assim

βi,l =
n∑
j=1

λi,l,jfj ,

com λi,l,j ∈ k. Portanto, a igualdade em 5 fica

ϕ∗(fi)(g, x) =
r∑
l=1

αi,l(g)

 n∑
j=1

λi,l,jfj(x)


=

r∑
l=1

 n∑
j=1

λi,l,jαi,l(g)fj(x)


=

n∑
j=1

(
r∑
l=1

λi,l,jαi,l(g)

)
fj(x).

Definamos

mi,j(g)
.
=

r∑
l=1

λi,l,jαi,l(g).

Para cada g ∈ G, temos que ϕ∗(fi)(g, ·) = τg(fi), logo

τg(fi) =
n∑
j=1

mi,j(g)(fj).

Assim, os mi,j(g) são as entradas da matriz da transformação τg|E : E → E
na base {f1, . . . , fn}. Como τg ◦ τh = τgh para todo h ∈ G, segue que τg|E é
inverśıvel (com inversa τg−1 |E), logo a matriz [mi,j(g)] está em GLn. Temos
então

ψ : G→ GLn

g 7→ [mi,j(g)]

Os mi,j estão em A(G), logo isso é um morfismo de variedades. É também
homomorfismo de grupos: como τg|E ◦ τh|E = τgh|E , a matriz de τgh|E deve
ser a multiplicação das matrizes de τg|E e τh|E . Assim,

ψ(gh) = [mi,j(gh)] = [mi,j(g)][mi,j(h)] = ψ(g)ψ(h).
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Dessa forma, ψ é morfismo de grupos algébricos, e pelo lema 4.4 temos que
ψ(G) é subgrupo fechado de GLn.1 �
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1Esta demonstração está incompleta: resta verificar, com aux́ılio do comorfismo ψ∗,
que ψ é isomorfismo de variedades.
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