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1 Extensoes de Mododulos

Uma motivacdo para o estudo de Ext como funtor sao as chamadas EXTensoes de
modulos. Para introduzir esse objeto faremos um paralelo com Teoria de Galois. La, uma

extensao de corpos ¢ um morfismo de anéis com unidade injetor K NN L, que sempre
pode ser pensado como uma inclusao. O paralelo isso em teoria dos médulos é trivial, serd um
homomorfismo de médulos injetor A »"— B. Outro objeto interessante, que ¢ o utilizado
para o estudo de extensoes de corpos, é o grupo de Galois que é dado por Gal(L : K) = {o :
L +— L | 0 é um automorfismo de IL que fixa K}. Esse objeto permite, moralmente, estudar
o complementar de K em IL levando em consideragao a estrutura algebrica deste. Dentro da
categoria dos R-modulos, temos um paralelo dessa ideia através do quociente de modulos.
Com isso fica motivada a seguinte

Definigao 1. Dados dois R-médulos A e B, uma extensio de A por B é uma sequéncia

exata curta
0 y B~ F Y5 A y 0.

Para os nossos estudos, vamos considerar uma equivaléncia entre extensoes dada por

Definicao 2. Duas extensoes sao ditas equivalentes quando existe £ : F —— F' tal que o
seguinte diagrama é comutativo

B——ft+F Y5 A

|l

0 s B s F w>A s 0.

0

~
=}

~

Assim o objeto de estudo desta segdo serda o conjunto E(A, B) das classes de extensoes
de modulos sob a relagao de equivaléncia acima.
Antes de continuarmos, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Dados dois R-mddulos, sempre podemos considerar a seguinte extensao trivial

0 s B ——-+ A®pB ——T— A » 0, ou seja, E(A, B) nunca é um conjunto vazio.

Exemplo 2. Além disso, tomando p : Z — 7Z dada por u(n) = 3n e €, : Z — Z3 os
mapas induzidos por 1 — 1 e 1 — 2, respectivamente, temos que as seguintes extensoes

0 y 7 —t s 7 — 74 > 0

nao sao equivalentes, isto é, E(A, B) pode ter mais de um elemento.



Agora que temos essas defini¢bes, veremos como interpretar extensdes como funtores.
Primeiro, vamos transformar E(—, B) em um funtor contravariante da categoria de R-médulo
para a categoria de conjuntos. J4 temos um mapa entre objetos, a saber B — E(A, B),
portanto falta definir um mapa entre morfismos. Para isso, usaremos os seguintes lemas

Lema 1. O gquadrado comutativo
Yy —=— A
s
B—Y5 X

¢ um diagrama de pull-back se, e somente se, a sequinte sequéncia

0 , y Lo A® B @

¢ exata, em que {a, B}(y) = (a(y), B(y)) e (6, =¢)(a,b) = d(a) + (=) (D)

Demonstracao. Temos que dois mapas v : Z — A e : Z — B fazem o seguinte diagrama
comutar

X > 0

Z -2 A

ool
BV, X

se, e somente se, (¢, —1)) o {7,0} = 0. Assim, basta mostrar que a propriedade universal do
pull-back é a mesma que a propriedade universal do kernel de (¢, ).

De fato, a propriedade universal do kernel garante a existéncia de um tnico mapa
¢ : Z Y tal que {o,8} o ¢ = {v,d}, enquanto a propriedade universal do pull-back

garante a existéncia de um tnico mapa ( : Z+—— Y tal que ao(=ve fo( =4. O
Lema 2. Se

y —=— A

bl

B—Y5 X

¢ um quadrado comutativo, entao valem:

e [ induz um isomorfismo entre ker(a) e ker(v)
e se Y € um epimorfismo, entdo o € um epimorfismo.

Demonstragao. Primeiro Item: é sabido que se (J, ) é um kernel de «, entao (J,5 0 u) é
um kernel para v e, reciprocamente, se (J,v) é um kernel para 1, entdao v pode ser fatorado
como v = fou, em que (J, 1) é um kernel para a. Assim, temos que [ induz um isomorfismo
ker(a) = ker(¢)). No caso de R-médulos, esse isomorfismo é dado por x — f(x).

Sequndo Item: Pelo Lema 1, temos que

(457—’1’)

0 ,y 2 aa B %

e}




é exata. Logo, se a € A, como ¥ é um epimorfismo (que na categoria dos R-mddulos é
equivalente a ser um morfismo sobrejetor), entao existe b € B tal que ¢(a) = ¢ (b). Assim,
(a,b) € ker(¢,v) = Im({a, f}), portanto existe y € Y tal que a(y) = a e B(y) = b e, em

particular, « é sobrejetora, i.e., um epimorfismo Il
Lema 3. Seja
0 y B B Y A > 0
|l
0 »B——F —— A > 0.

um diagrama comutativo, entdo o quadrado da direira é um diagrama de pull-back.

Demonstracao. Seja

P— A

G

E—» A
um diagrama de pull-back. Entdao € é um epimorfismo e ¢ induz um isomorfismo, #, entre
ker(e) — ker(r). Com isso, constréi-se a seguinte extensao

0 y BUos p_e s 0.

Seja, devido a propriedade universal do pull-back, ( : E' — P tal que eo( = V' e
¢o( =& A primeira condi¢ao junto com a construgao de p = 6~ o k garante que o seguinte
diagrama é comutativo

/ Vl

0 » B —— F' > A/ > 0
|
0 s Bt P —< A > 0.
Pelo lema dos 5, temos que ¢ é um isomorfismo e, portanto, que o quadrado da direita
é um diagrama de pull-back. [

Agora estamos em condigoes de continuar com a construgao do funtor E(—, B). Dado
um morfismo « : A’ — A e um representante

0 y B~ F 25 A y 0.

de uma classe de extensoes, o Lema 3 nos constréi uma extensao

/ /
0 » B —— B X A > 0,

em que (E* 1V ) é o pull-back de (v,«). Além disso, sabendo que pull-back de pull-back é
pull-back, o Lema 3 garante que o seguinte mapa E(a, B) : E(A, B) — E(A’, B) dado por
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estd bem definido.
Temos entao o seguinte

Teorema 1. E(—, B) é um funtor contravariante.
Demonstragio. Se idy : A — A, entdo E(ids, B) = idga,p) por construgao.

Sea: A Aed”: A” — A’, entao o seguinte diagrama comutativo

( o ) o " A
el
( Ea) I A’

ok

E—r— A

nos diz, usando que pull-back de pull-back é pull-back, que E(a o o/, B) = E(«/, B) E(«, B).
L]

Analogamente, usando versoes duais dos Lemas 1, 2 e 3, para cada morfismo [ :
B +—— B’, constréi-se usando push-out um mapa E(A, ) : E(A, B) — E(A, B’) com o qual
temos o seguinte

Teorema 2. E(A, —) é um funtor covariante.

A titulo de curiosidade, o leitor encontra em [HS97] a demonstragao bem técnica do
seguinte fato: E(A’, 5) E(«, B) = E(a, B') E(A, £). Com isso temos o seguinte

Teorema 3. E(—, —) € um bifuntor.

2 QOutra Construcao

2.1 Cohomologia

Nesta secao falaremos de uma construcao alternativa para o funtor Ext, que é mais
abrangente e nos da infinitos funtores. O ponto negativo dessa abordagem é a necessidade
de uma abstracdo maior, a saber, ela é feita através dos métodos e técnicas de Algebm
Homoldgica. Assim, antes de comegar a construcao desses funtores, faz-se necessario definir
alguns objetos.



Definicao 3. Um complexo de cocadeias de R-maodulos é um par
((Cm)n627 (dn C" — On+1)nGZ)

em que cada C™ é um R-moédulo, cada d* é um morfismo de R-médulos e d*od™®! = 0. Um
complexo de cocadeias serd denotado por (C*,d*) ou C*

Definicao 4. um morfismo entre complexos A®* e B® é uma sequéncia de morfismos de R-
moédulos (f* : A" — B"),ez tais que f"od% = d o f", para todo n € Z. Pictoricamente,
¢ uma sequéncia de morfismos que faz o seguinte diagrama ser comutativo

s An—l A N An \ A?’L+1 \
lfn— 1 lfn lfn-kl
Bnil %_1 . Bn d N Bn+1 \

Com essas defini¢oes estamos em condi¢oes de definir o que é a cohomologia de um
complexo de cocadeias, objeto que sera fundamental na construcao que faremos.

Definigao 5. A n-ésima cohomologia de um complexo de cocadeias C* é definida como o
seguinte grupo abeliano

H*(C*) = ker(d")/ Im(d" ™).
Uma relacao fundamental entre esses objetos é o tépico da seguinte

Proposicao 1. Se A®* e B® sao dois complexos de cocadeias e f® : A* — B®, entdao para
cada inteiro f* induz um morfismo de grupos

H™(f*) : H"(A®*) — H"(B"*),
dado por H"(f*)([za]) = [f"(zn)]

Demonstragio. Precisamos primeiro mostrar que se z, € ker(d’), entao f"(z,) € ker(dp).
De fato, pela defini¢do de morfismo de cocadeia, temos d o f"(2,) = [ o d%(z,) = 0.

Para mostrar que ndo depende da escolha de representante, se [z], [y] € H"(A®) e [z] = [y],
entdo 7,y € ker(d?) e x —y € Im(d'y!). Logo existe a € A"7! tal que z —y = dy *(a).
Aplicando f™ em ambos os lados, obtemos que f"(x) — f*(y) = frod’y '(a) = dy 'o f"(a).
Portanto f*(x) — f*(y) € Im(d;") e o mapa do enunciado estd bem definido. E trivial ver
que ele é um morfismo de grupos abelianos. Il

Agora, partiremos para outra definicao e veremos como ela se relaciona com a proposi¢ao
acima.

Definicao 6. Dois morfismos de complexos f*, ¢® : A®* — B*® sao ditos homotépicos quando
existe uma sequéncia de morfismos s,, : A" — B""! tal que

-1 n
fn_gn:d% 05n+5n+1odA
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Seguem das defini¢oes que
Proposicao 2. Se f*,¢* : A* — B*® sio homotopicos, entao H"(f*) = H"(¢°*)

Agora estamos em condi¢oes de provar uma proposicao importante para a constru¢ao
dos funtores Ext.

Proposicao 3. Se

0 s A — L s pBe Py e s 0

¢ uma sequéncia exata de complexos, entdo ewistem morfismos O : H*(C*) — H"T'(A*®),
chamados de morfismos conectores.

Demonstragio. Se z, € ker d%, entao existe b € B" tal que p™(b) = z,. Note que p" 1 d%(b) =
dp™(b) = d%(z,) = 0, logo d%(b) € ker p"*!. Assim existe um tinico elemento a € A" tal
que " (a) = d%. A ideia é definir o mapa como [z,] — [a].

Vamos entao mostrar o mapa dessa ideia estd bem definido. Primeiramente, se b, be B"
sdo tais que p™(b) = p™(b) = z,, entdo b—b € ker p", logo existe a € A" tal que i "(a) =b— b.
Logo d(b) — dn(b) = dni™(a) = i"td%(a), ou seja, a pré-imagem de d7(b — b) por it}
pertence a Imd. Vamos mostrar agora que a € kerd}™'. De fato, temos i"*2d’\"!(a) =
dittintl(a) = di5dy(b) = 0 e, sendo i"*? injetora, temos que a € ker d’;'. Ou seja, agora
temos que esta bem definido o seguinte mapa

ker dft 3 z, — [a] € kerdy™/Tm d.

E facil de mostrar que é um homomorfismo de grupos. Agora vamos mostrar que
Imd; ! estd contido no kernel desse mapa. De fato, se z, = diy *(c), entdo temos que existe

b e B" ! tal que ¢ = p"~'(b). Ou seja, temos que p"(b) = z, = d% 'p"~'(b) e, portanto,
b—d5(b) € kerp® = Imi". Seja a € A™ tal que b — dl5 *(b) = " ( ). Assim, temos que
A (b) = dpi™(a) + dipd?=1(b) = "'d’(a), com isso, provamos que a pré-imagem de b por

! pertence a Im d%, o que conclui a demonstragao. Il

Por fim, o 1ltimo resultado sobre cohomologia que precisaremos é bem técnico e sua
demonstragao se encontra em [Rot09]. Ele nos diz

Proposicao 4. Se

¢ uma sequéncia exata de complexos, entdo a sequinte sequéncia é exata

. Hn—1<C.) on—1 Hn(A.) H" (%) Hn(B.> H"(p*) Hn(Co) 3"+1 Hn+1<Ao)



2.2 Mobdulos Injetivos

Para continuar a construcao dos funtores Ext vamos falar um pouco sobre um tipo
especifico de R-moédulos: os injetivos. Um R-modulo [ é dito injetivo quando para todo
homomorfismo injetor f : A — B e todo homomorfismo « : A — [ existe um homomorfismo
B :B — I tal que foa = f, em diagramas:

A>L>B

7

e
la //
B

I.

A categoria dos R-médulos "funciona bem” com médulos injetivos, no sentido que todo
R-mo6dulo A pode ser imerso em algum R-médulo injetivo, ou seja, sempre existe um mapa

A " I, para algum [ injetivo. Com esse fato, é facil mostrar que para todo R-médulo
A existe uma sequéncia exata longa

que é chamada de resolucdo injetiva de A. A seguir, veremos dois lemas sobre resolugdes
injetivas.

Lema 4. Se A e B sdo R-maodulos, f: A — B é um homomorfismo de R-maodulos e

sdo resolugoes injetivas de A e B, respectivamente, entao existem f" : I"™ — J" tais que o
sequinte diagrama comuta

0 1
Ar—s J0 d’>[1 d’>
P

0 1
Byty go B,

Além disso, essas funcoes sao unicas a menos de homotopia.

Demonstracao. Provaremos por inducdo em n € N. O caso n = 0 segue da definicao de
injetivos tomando o« = n o f. Suponha construido até n e considere o seguinte diagrama

comutativo
dy

m N In+1

|

cokerd? ' = I"/ker d? = Im d} = ker d}t*.



Assim, pela propriedade universal do cokernel existe um homomorfismo k : ker d7 ™ —
J™H1 tal que o seguinte diagrama comuta

S dn?
1 >y " » ker d} !
i
mn n k
dlof \:r
Jn—i—l

Pela propriedade universal de onbetos injetivos, existe f**! tal que o seguinte diagrama
comuta

ker d} »—— ™!

s

n+1
JM

o que conclui o passo indutivo.
A prova segunda parte é mais técnica e o leitor pode encontra-la em [dCT19] O

Outro resultado importante, cuja demonstragao também pode ser encontrada em [dCT19]
é:

/ g ) A
Lema 5. Se 0 > A » B > C » 0 € uma sequéncia exata curta e

0
d]

1
Ar— J0 s 11 o

~

dj dj

n
C A y Jt

sao resolugoes injetivas para A e C', entdo existe uma resolugdo injetiva para B

¢ e

B»—— KO i

~

Kl

~

tal que existe um diagrama é comutativo

Y
(o)
~
~
o
<
~
~
<

Qb W
o~
=
o
o A

Note que, por cada K™ ser injetivo, as linhas a partir da segunda no diagrama acima
sempre cindem.



2.3 Construcao dos Funtores Ext.

Agora temos todos os resultados e defini¢bes necessarias para continuar com a construgao
dos funtores Ext.
Dados dois R-mo6dulos A e B, tome

n d° dt
E=0 > B S s B

uma resolucdo injetiva para B. Chame de EB a resolucio injetiva deletada de B, ou seja, o
complexo

d° d!
EB: O >EO >E1 S .

Aplicando o funtor exato a esquerda e covariante Hompg(A, —) ao complexo EB obtemos
o seguinte complexo

0 1
Homp(A,EB) = 0 —— Homg(A, E°) &, Homp(A, E') .

Defina agora Ext(A, B)g = H"(Homg(A4,EB)). Se f : B — B’ ¢ um homomorfismo de

modulos, tomando uma resolugao injetiva 0 > B’ > J , o Lema 4 garante, a menos
de homotopia, um morfismo de complexos f*® : Eg — Jg' e, pela Proposicao 2, define-se
Hn(f*)EJ : EXtﬁ(A, B)E — EXt%(A, B/>J.

Com essa construcao, temos que Ext foi definido como o funtor derivado a direita de
Hompg(A,—). Um fato conhecido é que essa definicio ndo depende da resolugao injetiva
tomada. A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [Rot09]. A ideia segue do Lema
B > J , ele
garante morfismos de complexos f* : EB — JB e ¢g* : JA — EA induzidos pela identidade de
B. Devido as composigoes desses morfismos serem homotopicas as respectivas identidades,
eles induzem isomorfismos naturais entre Ext,(A, B)g e Ext},(A, B)y. Assim, a partir de
agora o subescrito da resolucao injetiva sera omitido.

Devido ao carater da construcao, todos os lemas, defini¢gdes e resultados podem ser
adaptados a resolugoes projetivas. Com isso, é possivel definir Ext a partir de resolu-
¢Oes projetivas e utilizando funtores derivados a direita contravariantes utilizando o fun-
tor Homp(—, B). Novamente, no [Rot09] se encontra uma demonstracido de que as coho-
mologias construidas via resolugdes projetivas e resolugoes injetivas sao isomorfas, ou seja,
Ext] (A, B) = Extj (A, B). Além disso, o leitor também encontra no [Wei94] uma de-
monstracio de que Exth(A, B) = E(A, B), entdo essa construcdo generaliza a nocio de
extensao de modulos. Vejamos agora alguns exemplos de calculos de Ext.

4, pois dadas duas resolugoes injetivas 0 > B >E e 0

g

Exemplo 3. Temos os seguintes célculos:

o Ext%(A, B) = Hompg(A, B): pois Hompg(A, —) é exato & esquerda, assim
0
0 —— Hompg(A, B) —“— Hompg(A, E°) BN Hompg(A, E°) —— -
é exata. Logo Ext% (A, B) = ker d? = Hompg(A, B)
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Se
0 > M > N > P > 0,

entao existe uma sequéncia exata longa

0 ——— Hompg(A, M) —— Hompg(A, N) —— Homg(A, P)

Exth(A, M) ¥— Exth(A, N) — Extp(A, P) ——— -+

pois pelo Lema 5 existe uma sequéncia exata de complexos

0 y M y KN s JP

=

de tal modo que a sequéncia
0 —— Homg(A, IM) —— Hompg(A, K¥) —— Homg(A, J¥) —— 0,

¢é exata, logo pela Proposicao 4 essa sequéncia induz uma sequéncia exata nas cohomo-
logias, que sao os Ext.

Se I é injetivo, entdo 0 — [ — I — 0 é uma resolugao injetiva, donde Ext;(A,I) =0
para todo 1 < n

Se A e B sao grupos abelianos, entao, como objetos injetivos e os divisiveis sdo os
mesmos na categoria dos Z-méddulos e quociente de divisivel é divisivel, temos uma
resolucao injetiva

0 > B y 10 e > 0,

assim Ext7 (A, B) = 0 para todo 2 < n

Propriedades Basicas

Agora que temos uma construcdo bem abstrata de funtores Ext} de R-moddulos para

grupos abelianos, vejamos algumas propriedades basicas que esses funtores satisfazem. A
primeira delas diz como calculé-los em somas e produtos.

Teorema 4 (Somas e Produtos). Seja (Ay)*% wma familia de R-mddulos. Entdo, para
qualquer R-mddulo B e qualquer inteiro n 2 0, valem:

o Exth(@rex Ar B) =[x Exth(Ax, B).
° EXﬂ}%(Bv erK Ak) = erK EXtZE(A7 Bk)

11



Demonstracao. Prova do primeiro item: Para cada k € K tome uma apresentacao projetiva
de Ak
0 > Ly, > Py > Ag > 0,

ou seja, nessa sequéncia exata o modulo Py é projetivo. Como soma de projetivos é projetivos,
temos que

0 —— EBkeKLk — EBkeKPk — @keKAk — 0

é uma apresentacao projetiva para wer Ak. Assim, essa sequéncia exata induz uma sequén-
cia exata longa entre os Ext

—— Ext} (B Li, B) —— Ext}(Byex Ak, B)
— Exti(@Pcx Pos B) —— Extih(Bcx Lk, B)

—— Exti™ (Bpeg Ay B) ——— -+

Usaremos essa sequéncia exata longa para provar por induc¢ao em n = 0.
O caso em que n = 0 é trivial pois Ext%(A, B) = Hompg(4, B). Se n = 1, entdo como
cada Py e @,k P sdo projetivos, temos o seguinte diagrama comutativo

Hom(@) P,, B) —— Hom(&P Ly, B) —— Exth(@ Ar, B) — 0

[ la

[]Hom(P,, B) —— [[Hom(Ly, B) —%— [] ExtL(A4,, B) —— 0,

em que 7 e ¢ sao isomorfismos e a primeira linha é um trecho da sequéncia exata longa
acima. B um resultado conhecido que um diagrama comutativo dessa forma permite construir
um isomorfismo na seta hachurada de tal modo que o diagrama estendido seja comutativo.
Portanto, Ext (B Ak, B) = [11e x Extp (A, B).

Suponha que o resultado valha para 1 < n, entdo olhando mais para frente na sequéncia
exata longa, um encontra a primeira linha do seguinte diagrama comutativo

0 = Ext? (@ Py, B) —— Ext’ (@D Ly, B) —— Ext"'( Ay, B) —— 0

J e
0 = [ Ext%(Py, B) — [[Ext(Ly, B) —%— []Ext%™ (A, B) — 0.
Pela hipotese de inducgao existe # um isomorfismo. Portanto existe um isomorfismo para

a seta hachurada tal que o diagrama estendido seja comutativo, a saber essa seta é dfd—*.
Prova do sequndo item: Para cada k € K tome uma apresentacao injetiva de Ay

O—)Ak >[k >Mk >0,

12



ou seja, nessa sequéncia exata o moédulo [, é projetivo. Como produto de injetivos é injetivo,
temos que

0 —— HkGKAk —_— HkEK[k —_— erK Mk — 0

¢ uma apresentagao projetiva para er i Ak Assim, essa sequéncia exata induz uma sequén-
cia exata longa entre os Ext

— Ext} (B, [Tex Mx) —— Ext}(B, [Tk Ar)
SN Ext%(B,erK Iy) —— Ext’}%(B,erK M)

—— Bxt] (B, ey Ar) —————— -

Usaremos essa sequéncia exata longa para provar por induc¢ao em n = 0.
O caso em que n = 0 é trivial pois Ext%(A, B) = Hompg(4, B). Se n = 1, entdo como
cada I e [[,cx Ix sd0 injetivos, temos o seguinte diagrama comutativo

Hom(B, [] 1) —— Hom(B, [] M) —2— ExthL(B, ][ Ax) —— 0

[]Hom(B, I,) —— [[Hom(B, M;) —*— []ExtL(B, A;) — 0,
em que T e o sao isomorfismos e a primeira linha é um trecho da sequéncia exata longa

acima. E um resultado conhecido que um diagrama comutativo dessa forma permite construir
um isomorfismo na seta hachurada de tal modo que o diagrama estendido seja comutativo.
Portanto, Extp(B, [Trex Ar) = [rex Extr(B, Ar).

Suponha que o resultado valha para 1 < n, entdo olhando mais para frente na sequéncia
exata longa, um encontra a primeira linha do seguinte diagrama comutativo

0 = Ext%(B, [] Ir) —— Ext®(B[] M) —— Ext’5™ (B, ][ Ax) —— 0

L

0 = [ Ext}(B, I;) — [[Ext}(B, M},) —4— []Ext% (B, Ay) — 0.

Pela hipotese de inducao existe # um isomorfismo. Portanto existe um isomorfismo para
a seta hachurada tal que o diagrama estendido seja comutativo, a saber essa seta é df6—!. [

Vejamos, agora, como utilizar esse teorema para calcular (alguns) Ext.

Exemplo 4. Considere a seguinte sequéncia exata curta

0 s 7 s 7, s Loy, — 0.

13



Entao o inicio da sequéncia exata dos Ext7, nos da a primeira linha do seguinte diagrama
comutativo

Hom(Z, B) "~ Hom(Z, B) —— Ext}(Z,,, B) — 0

I
l@ 0 |
3

B i » B al » B/mB —— 0.

Como os 6 sao isomorfismos, temos que existe um isomorfismo para a seta hachurada
tal que o diagrama estendido continue comutativo, ou seja, Ext}%(Zm,Z) >~ B/mb. Assim,
quando A é um grupo abeliano finitamente gerado, o teorema dos grupos abelianos finita-
mente gerados nos permite concluir que A é livre se, e somente se, Ext}_-é(A, 7Z)=0

Toda a discussao feita até agora nao impos nenhuma propriedade para o anel R.
Como nosso curso prioriza anéis comutativos, uma pergunta natural de se fazer é o que
ocorre quanto assumimos que R é comutativo. Nesse caso, temos que Hompg(A, B), para
quaisquer R-médulos A e B, é um R-modulo com a agao natural ponto a ponto, ou seja,
(rf)(x) = r(f(z)). Com isso, temos que o Ext} passa a ser quociente de R-médulos e,
portanto, um R-modulo em si. Em outras palavras, eles podem ser pensados como funtores
de R-médulos para R-médulos. Um resultado interessante ocorre quando tentamos localizar
Ext}, por um subconjunto multiplicativo S C R. Para isso, precisaremos do seguinte

Lema 6. Se A ¢ um maodulo finitamente presentado e S C R é um subconjunto multiplicativo,
entio S~ Hompg(A, B) = Homg-1(S™'A, S7'B).

Demonstra¢io. See A = R", entdo S 'Hompg(R",B) = @) ,S 'Homg(R,B) =
@, S 'B= S 'Homg-15(S 'R, S 'B).
No caso geral, existe uma sequéncia exata

R™ > R" » A > 0,
assim, aplicando o funtor Hompg(—, B), temos o seguinte diagrama comutativo

00— S Homp(A, B) — S_ Homg(R", B) — S_, Homp(R™, B)
\:,Qf) \LT J{a
0 — Homg-1 R(S™'A, S™'B) — Homg-1 R(S™'R™, S™'B) — Homg-1 R(S™'R™ S~'B).

Pela primeira parte da demonstracao, podemos tomar 7 e o como isomorfismos, portanto
existe um isomorfismo ¢ tal que o diagrama estendido continue comutativo O

Com esse lema em maos, podemos provar o seguinte resultado sobre localizagao dos
funtores Ext:

Teorema 5. Se A é um mddulo finitamente gerado sobre um anel (comutativo) noetheriano
R, entdo para todo subconjunto S C R multiplicativo, para todo R-mddulo B e para todo
inteiro 0 < n wale

ST Ext}(A, B) 2 Exti_ 1 z(S™'A4,S7'B)

14



Demonstracao. Tome F > A > 0 uma resolugao projetiva de A por R-mddulos
livres finitamente gerados (pois A ¢ finitamente gerado e R é noetheriano). Como S™' é
um funtor exato da categoria de R-mdédulos para a categoria de S™!R-mddulos, temos que

STIF —— S7'A4 —— 0 ¢é uma resolucao projetiva de S™'A por S~'-mddulos livres
finitamente gerados. Assim, temos a seguinte sequéncia de isomorfismos envolvendo as res-
pectivas cohomologias:

S Exth(A, B) = ST'H"(Homg(F, B) = S 'kerd, /imd,,_, =

>~ kerS—'d,/imS'd,_; = H"(S"' Homg(F, B) = H"(Homg-1(S™'F, B) =
>~ Extl1p(ST'A, STIB).

Uma aplicacao desse resultado é o seguinte

Coroldrio 1. Exty(A4, B) =0 <= Extp (A4y, By) =0, Vp € Spec(R).
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