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1. INTRODUGAO

O conceito de feixe forte ferramente matematica que permite de forma geral trabalhar com
conceitos matemdticos mais gerais de forma “localizada”. Podemos pensar em feixes como
um o objeto matemdtico que permite

fazer geometria via algebra

fazer algebra via geometria

A primeira ideia se da via cohomologias. Cohomologias sao invariantes algébricas associ-
adas a um objeto geométrico/topolégico que permite distingui-los a menos de deformagoes.
Existem varios tipos de cohomologias, dentre elas vale citar a cohomologia de De Rham e a
cohomologia singular associada a uma variedade. Feixes primeiro aparaceu como uma cons-
trucao que permite generalizar definigoes/construcoes de cohomologias.

A segunda ideia nasce da ideia que a descrigao de um objeto geométrico se d4 via seu espago
topolégico e suas funcoes admissiveis. O feixe entao codifica a ideia de localidade e “cola de
pedacos” que tais fun¢bes normalmente satisfazem. Em vista de sua grande generalidade
a teoria de feixes (e mais precisamente, a teoria dos esquemas) apareceu naturalmente no
contexto de obter resultados algébricos via conceitos geométricos.

A teoria de feixes teve participagdo de varios matematicos durante os anos, dentre eles vale
citar:
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e Henri Cartan, onde define pela primeira vez, em 1950, o espaco de feixes via o conceito
de talos. Cartan usou entdao o conceito de feixes para dar uma nova prova para o
teorema de De Rham, que diz enuncia um isomorfismo entre a cohomologia de De
Rham e a cohomologia singular;

e Jean-Pierre Serre, que no artigo “Faisceaux algébriques cohérents” introduziu feixes
a geometria algébrica;

e Alexander Grothendieck, que, a partir de 1957, extendeu a teoria de feixes e pré-feixes,
de forma intensamente categoérica, mudando totalmente a forma e estudar geometria
algébrica. Grothendieck intrudusiu diversos conceitos durante seus trabalhos, dentre
eles esquemas, cohomologia local, categoria derivadas e muitos outros.

Nesse trabalho daremos uma introdugéo a feixes e pré-feixes. E mostraremos que eles
formam uma categoria que se comporta de forma similar a categoria dos médulos, isto é: tem
ntcleos e contcleos, e vale teorema do homomorfismo. (Dessa forma, faz sentido considerar
complexos nas categorias de feixes e os célculos de suas (co)homologias).

Como texto referéncia, usamos [Ten75], [Bre97], e principalmente [TB14] e [Vak17]. Nesse
texto vamos assumir que o leitor esteja familiarizado com conceitos de categorias. Sugerimos
a referéncia [Maclb] para teoria das categorias e [Ass97] para categorias abelianas.

1.1. Exemplo Motivacional. Vamos agora construir um exemplo de feixe que permitira
obter uma intuicao para a definicao formal.
Considere um espaco topolégico X. Dado um aberto U C X, defina

OWU)=A{f:U —R| fcontinua}.

Dados V C U C X abertos e f € O(U), podemos considerar a fungao restrita a V', f[,, : V —
R. Definimos entao uma funcao

resyy: O(U) = OWV), f— fly,

para cada par v C U de abertos em X.
Sabemos que a restricao satisfaz a seguinte propriedade: dados W C U C V abertos de X
e uma fungao continua f: V — R, entdo fly, = (fly)]y,- Assim

resy,w O Iesy,y = Iesy .

Tal propriedade nos dara a nocao de pré-feizes em X.

Além disso, sabemos que podemos colar de forma tnica funcgoes continuas compativeis.
Mais especificamente, seja um aberto U de X, com cobertura por abertos {U; }icr, € seja uma
familia {f; € OU, }iei, satisfazendo

fi‘UmUj = fj|UmUj , paratodoi,j €I,
entao a fungao definida em todo U por
f:U—=R,  f(x)=fi(x), para algum i, € Ital que x € U,

estd bem definida e é continua. Além disso, f é a uUnica funcao tal que f |Ui = f;. Tal
propriedade de coldgem tunica equivale a nogao de feizes em X.

Emfim, temos que a nocao de continuidade é local. Assim, para estudar conceitos que re-
metem a continuidade num ponto p € X, como por exemplo convergéncia, apenas precisamos
estudar fungoes definidas/restritas a uma vizinhanga de p. Ou seja, duas fungoes f: U — R
e g: V — R definidas em abertos p € U, V C z tais que f|,, = g|y, para algum aberto
pe W CUNYV, sao “essencialmente iguais” em relagoes a propriedades local em p. Essa
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nocao de “igualdade local” defini uma equivalencia, que motivara a definicao de germe de
uma funcao.
Com essa intuicao sobre feixes e germes, podemos entao comecar a definir formalmente.

2. FEIXES E PRE-FEIXES
2.1. Pré-feixes.

Definigao 2.1 (Categoria dos abertos de X). Seja X um espago topolégico. A categoria dos
abertos de X, denotada por Op(X), é a categoria com objetos

Obj(Op(X)) = {U C X | Uaberto},
e com espagos de morfismos, para U,V € Obj(Op(X)), definido por

{U—=V}, UCYV,

0, caso contrario.

HmnomXxUJa-—{

Definigao 2.2 (Categoria dos Pré-Feixes). Um pré-feize em X com valores em C é um funtor
contravariante F: Op(X) — C. Dado abertos U C V de X, o morfismo F(U — V') é chamado
morfismo restri¢ao e denota-se por resy,: F(V) — F(U).
A categoria de pré-feizes em X com wvalores em C, denotada por PShe¢(X), é a categoria
definida por
Obj(PSh¢ (X)) = {Op(X) — C funtor contravariante},
Hompgp, (x)(F,G) = {¢: F = G tranformacao natural}, VF,G € PShe(X).

Assim, seja F um pré-feixe em X com valores em C. Ao aplicar F no diagrama U — V —
W, obtemos o seguinte diagrama comutativo

resw,v

F(W) F(V).
A
F(U)

Portanto, para qualquer cadeia U C V C W de abertos em X temos que a resy,y o resy,y =
resw,u-

Além disso, um morfismo de pré-feixes ¢: F — G em PSh¢(X) é um conjunto de morfismos
em C

(2.1)

{ev: F(U) = G(U) | U € Op(X)},
tal que para todos V C U abertos de X, o diagrama comuta

I‘GS}_
(2.2) FU)—5Fv) .
¢UJ Jwv
resg
uU,v

GU)——=G(V)

O caso particular em que C é uma categoria com objetos que sdao conjuntos, chamamos
elementos de F(U), para um aberto U C X, de sessao de F em U.

Vamos agora citar varios exemplos de pré-feixes com valores nas categorias: dos conjuntos,
Set; dos anéis, Ring; dos grupos abelianos, Ab; ou dos A-médulos (para alguma algebra A),
A-mod.
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Exemplo 2.3 (Pré-feixe das fungoes diferencidveis com valores reais). Seja X variedade
diferencidvel. Para cada aberto U C X, defina

Ox(U) ={f: U — R diferenciavel}.
Dados V' C U abertos e f € Ox(U), claramente f|;, é uma funcao diferencidvel. Assim,
resy,v: Ox(U) —>Ox(V), f'—) f|V

estd bem definida e claramente satisfaz (2.1). Portanto Ox define um pré-feixe em X com va-
lores em Set. Repare que Ox (U) tem estrutura de grupo abeliano ou anel (com multiplicagao
e soma ponto a ponto). Assim, Ox pode ser visto objeto em PShap(X) e PShring(X).

Note que qualquer funcao continua g: R — R induz um (endo)morfismo de pré-feixes
pg: Ox — Ox, definido por

(pg)u: Ox(U) = Ox(U), frrgof,
para todo U € X aberto.

Exemplo 2.4 (Pré-feixe (localmente) constante). Seja C € {Set, Ab, Ring, A-mod} e seja
C € Obj(C). Definimos o pré-feize (localmente) constante em X com valor constante C' por

C(U) ={f: U — C continuas}, VYU € Op(X),

onde C' é munido com a topologia discreta, e o morfismo restricao é dado pela restricao de
fungoes. Claramente C(U) € C (ao definir a estrutura algébrica ponto a ponto). Assim
C: Op(X) — C é de fato um pré-feixe.

Note que uma funcao f: U — C é continua se, e somente se, f é localmente constante.
Isso justifica a nomenclatura dada para o pré-feixe.

Exemplo 2.5 (Pré-feixe arranha-céu). Sejam C € {Set, Ab,Ring, A-mod} ¢ 0 € Obj(C)
seu objeto final. Sejam p € X e C € Obj(C). Definimos o pré-feize arranha-céu por

C U Id V.
lpC(U) — {0) p ; U’ e l"eSU,V — {0 C, p ; ‘/7
’ b ’ i b ’

para todos abertos V C U de X.

Exemplo 2.6 (Pré-feixe estrutural de um dominio). Seja A um dominio e k = Frac(A) seu
corpo de fragoes. Considere o espago topolégico Spec A com a topologia de Zariski. Definimos
entao

OaU)= )4 Ck, resyv: [ 4= [) 4
peU peU pev
para todos abertos V' C U de Spec A. Assim, O 4 define um pré-feixe em Spec A com valores
em Ring ou A-mod.

Exemplo 2.7 (Pré-feixe produto de objetos). Seja C uma categoria com produtos e para
cada x € X tome um objeto Cy € Obj(C). Entao para cada aberto U C X, estd bem definido

[[O)=1[Cs onde (][] Cu:{petecv) = lim C..
2€U 2€U €
Sejam V C U € X abertos e considere o diagrama

{py=py: [[Co—>CylyevV U}
zelU
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Entao por propriedade universal do produto, existe um tnico morfismo
resyy H C, — H Cy, qzoresyy = pg, Vo €V,
zelU eV

onde ([[,cy Cz,{4s}eev) = limgey Cp. Pela unicidade da propriedade universal do produto,
é facil de mostrar que a restri¢ao satisfaz (2.1). Portanto [] é um pré-feixe em X com valores
em C.

2.2. Feixes. Agora vamos definir a categoria dos feixes. Para isso, primeiro vamos definir
feixes em conjuntos e obter uma motivacao para a definicao geral.

Defini¢ao 2.8 (Feixe em conjunto). Um feize de conjuntos em X é um pré-feixe F em X
com valores em Set satisfazendo o axioma da colagem unica, isto é: Dado um aberto U de X
com cobertura por abertos {U; }ier, e dados

{fl € ]:(Ui)}iel tal que fz’|UimUj = fj|UimU7' , Vi, 5 €1,

entdo existe uma tunica sessao f € F(U) tal que f|; = f;, para todo i € I. Morfismos
de feizes de conjuntos sdo simplismente morfismos de pré-feixes de conjuntos. Denotamos a
categoria de feixes de conjuntos em X por Shget(X).

Seja F um feixe de conjuntos em um espaco topoldgico X. Dado aberto U e uma cobertura
por abertos {U;};cs, considere o diagrama

)
(2.3) FU) ——1Lies F(Ui) o [L jer F(U:NTy),
onde

e(f) = (f|Ui)ieI = (resy,u, (f))ier, vfeFU),

e((Fien) = (Al )ser),_ ) = | TITT vesvvnes | ((Fdien).

1€ . .
i€l jel

o((ien = (o ier) ) = | ITTTresvisiew, | (ren, w(fier < [T 700,
J jeliel iel
Afirmo que (2.3) é um equalizador, ou seja, é satisfeito que poe = 9o € e para qualquer
funcao 6: S — [[;c; F(U;) tal que p 06 = 1) 0§, existe uma tnica funcao ¢6: S — F(U) tal
que § = €4. De fato, lembrando que F é feixe, basta definir 8 (s) € F(U) como a unica sessao

tal que <5(s) Ui)iel =6(s).

Isso motiva uma definicao mais geral de feixe em X com valores em uma categoria com
produtos qualquer C.

Definigao 2.9 (Feixe em X com valores em C). Seja C uma categoria com produtos e seja
F um pré-feixe num espaco topolégico X com valores em C. Dizemos que F é um feize se,
para todo aberto U C X e cobertura {U,};c; por abertos, o diagrama

(2.4) FU) —— 1Lies F(Us) : Hi,je[ FU; N U;),
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com morfismos induzidos pela propriedade universal dos produtos e pelas restrigoes, é um
equalizador em C.
Details: Para visualizar melhor a construcao dos morfismos na definicao de feixes, considere
os diagramas
Jle
FU) = 1Lies F(Ui)

pr

F(U;)

el
o que implica  [[,c; F(Us) . ijer FUiNU;)

m \L

[Tje; 7(U:iNT;)

e finalmente, trocando os indices,

3!(1;

FU)) —= 1L, FU:NUj)  oqueimplica  [[;c; F(Us) LHU@ FU;NUy) .

| o |

F(U:;NUj) [Lie FUiNTj)

resy,,u;nU;

Seja F: C — Set uma funtor covariante fiel e F € PSh¢(X) um pré-feixe em X com
valores em C. Entao o functor contravariante

Fo F: Op(X) — Set

é um pré-feixe de conjuntos em X. Chamamos o pré-feixe FF de pré-feize de subjacente (em
rela¢ao ao funtor F) de F. Uma sessao f de F sobre U significa um elemento s € FF(U).
Temos entao o seguinte lema:

Lema 2.10. Sejam C uma categoria e F: C — Set uma funtor covariante satisfazendo as
sequintes propriedades

(1) F € fiel, isto € injetor nos espagos dos morfismos;
(2) C tem limites (portanto tem produtos) e F comuta com eles;
(3) F reflete isomorfismos.

Seja X um espacgo topologico e seja F um pré-feixe em X com valores em C. Entao
F € feixe <  FF € feixe de conjuntos.

Demonstragdo. Assuma F feixe. Entao, para todo aberto U e cobertura {U;}ier, 0o F(U) é
equalizador do diagrama (2.4). Assim FF(U) é o equalizador do diagrama correspondente em
Set (usando aqui a comutatividade de F com limites e, portanto, com produtos). Portanto
F é um feixe.
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Respectivamente, suponha que FF é um feixe. Tome aberto U e cobertura {U; }icr e seja
E(U) € ObjC o equalizador dos morfismos paralelos do diagrama (2.4). Por definicao de
equalizador, existe um unico morfismo F(U) — E(U) tal que o diagrama comuta

E(U) —— F(U).

I~

F(U)

Aplicando F temos que FF(U) — F(E(U)) é um isomorfismo, ja que F(E(U)) é o equalizador
do diagrama correspondete. Assim, como F reflete isomorfismos, segue que F(U) — E(U)
também é isomofismo. O

As categorias Ab, Ring e A-mod, junto com seus funtores esquecimentos, satisfazem as
propriedades do Lema 2.10. Assim obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.11. Um pré-feize F em X com valores em Ab, Ring ou A-mod € feize, se e
somente se, € feixe de conjuntos em X.

Agora vamos mostrar que os exemplos anteriores de pré-feixes, na verdade sdo exemplos
de feixes:

Exemplo 2.12 (Feixe das fungoes diferencidveis com valores reais). Seja X variedade dife-
rencidvel e seja Ox o pré-feixe em X de fungbes diferencidveis com valores reais. Seja um
aberto U de X e uma cobertura por abertos {U;};cr. Seja uma familia de fungoes diferenci-
aveis {fi: U; — R}er tal que

filvew; = Filv,ow, » Vi3 €1
Entao
[tU=R, oz fi(x) (ie{jel|xeclU}),
estd bem definida e é diferencidvel (ja que diferenciabilidade é uma propriedade local, e cada
fi é diferenciavel). Além disso, por definigao, f |Ui = f;, para todo ¢ € I, e é a tnica funcao
definida em U que satisfaz tal proprieade. Portanto Ox é feixe.

Exemplo 2.13 (Feixe (localmente) constante). Seja C € {Set, Ab, Ring, A-mod} e seja
C € Obj(C). Considere o C o pré-feixe (localmente) constante em X com valor (localmente)
constante C. Tome um aberto U e uma cobertura {U; };cr de U. Seja {f;: U; — C};cr familia
de fungoes localmente constantes tal que fi’UimUj = fj‘UmU]w para todo i,j € I. Defina

[:U—=C, zw fi(z) (ie{jel|lxzel}),

Afirmo que f é localmente constante. De fato, seja x € U, tome i € I tal que z € U;. Como
fi € localmente constante, existe V,, C U; aberto tal que f(V,) = fi(Vy) = fi(x) = f(z). E
portanto f é localmente constante, isto é, f € C'(U). Claramente f é a unica fungao continua
de U em C que satisfaz f\Ui = f;, para todo ¢ € I. Portanto C é um feixe.

Exemplo 2.14 (Feixe arranha-céu). Sejam C € {Set, Ab, Ring, A-mod} com objeto final
0, p € X e C € Obj(C). Considere i,C pré-feixe arranha-céu em X Tome aberto U de X e
cobertura aberta {U;};cr de U.

Seja {c; € i,C(U;) }ier tal que resy, v;nu; (¢i) = resy; vinu; (¢;), para todos 4,5 € I. Entao,
como as restrigoes sao identidade ou 0, obtemos que {¢; € C' | i € I} C {¢,0}, para algum
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¢ € C (nulo ou ndo). Assim tal ¢ é tal que c € C(U) e [y, = ¢; e é o tnico elemento de C
satisfazendo essa condicao. Portanto C' é um feixe.

Exemplo 2.15 (Pré-feixe estrutural de um dominio). Seja A um dominio e seja seu pré-feixe
estrutural
04U) = ﬂ A, C k = Frac(A).
pelU

E facil de observar que O 4 satisfaz o axioma da colagem tnica, j& que seus mapares restricoes
sao inclusoes de conjuntos. Assim Q4 é um feixe.

Mas vale ilustrar que nem todo pré-feixe é feixe. Para isso, considere o pré-feixe das fungoes
limitadas B: Op(R) — Set definido por

B(U) = {f: U — R continuas | IM > 0t.q. f'((—=M, M)) = R},

para todo U aberto de R. Afirmo que B nao é feixe.
De fato, o axioma da colagem unica falha aberto R com cobertura {U, = (—n,n)}men.
Considere a familia de funcgoes continuas

Jn: Un = R, fn(x):$> Vo € U,

para todo n € N. Claramente fuly i = fminfn,m} = fmly, v, Para todo n,m € N.
Porém, a unica funcdo continua que colaria todas f,’s, é Idg, que nao pertence a B(R).
Portanto B é um exemplo de pré-feixe que nao é feixe.

3. CATEGORIAS ABELIANAS

Nessa sessao vamos definir categorias abelianas, que sao, a grosso modo, categorias que
satisfazem as mesmas propriedades das categorias dos médulos.

Ao final, demostraremos que a categoria dos pré-feixes com valores em uma categoria
abeliana, ¢ também uma categoria abeliana.

3.1. Definicao de categoria abelinas. As categorias abelianas, sdo categorias aditivas, ou
seja, categorias com estrutura de grupo abeliano nos espacos de morfismos. Vamos a definigao:

Definigao 3.1 (Categoria aditiva). Uma categoria A é dita aditiva se é Z-linear, ou seja, se
satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Para todo par de objetos A, B em A, o espaco Hom 4(X,Y") é um Z-médulo;
(2) A composigao em 4 é compativel com a estrutura de Z-mddulos nos morfismos, ou
seja:
go(anfi+azf2) =ai(go f2) +az(go fa),

(Brg1 + B2g2) o f = Bi(gro f) + Ba(g2 0 f),

para todos a1, s, 81, B2 € Z e morfismos f, g, f1, f2, 91, g2 com dominio e co-dominio
que fazem sentido para a composicao; e
(3) Toda familia finita de objetos em A tem soma direta (isto é, co-produto).

Observacao 3.2. E possivel de mostrar que numa categoria aditiva, os produtos e co-
produtos finitos coincidem. Veja [nLa20, Prop. 2.1] par a demonstragcao.
O objeto inicial (e também final) é a soma dierta de uma familia vazia de objetos.
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Exemplos de categoria aditiva sdio Group (categoria dos grupo), Ab, A-mod, Ring, Vect
(categoria dos espagos vetoriais).

Vamos agora definir o conceito de nicleo e co-niicleo para morfismos em ma categoria
aditiva.

Definicao 3.3 (Nucleo e conticleo). Seja f: A — B um mosfismo numa categoria aditiva A.
O nicleo (ou kernel) de f é um par (Ker(f), k: Ker(f) — A) em A tal que

N1 fok=0:
N2 Dado qualquer morfismo k’: K’ — A tal que fok’ = 0, entao existe um tinico morfismo
¢: K" — Ker(f) tal que ko ¢ = k.
De forma dual, o conicleo (ou cokernel) de f é um par (Coker(f), ¢: B — Coker(f)) em A
tal que
Cl1l co f=0;
C2 Dado qualquer morfismo ¢’: B — C’ tal que ¢’o f = 0, entao existe um inico morfismo
: Coker(f) — C’" tal que poc=7¢.

Observacao 3.4 (Ker e coker para médulos). A dfinicao faz sentido, isto é, para categoria
dos A-mdédulos, a definicado de nicleo e contcleo categdrica coincide com a definicao usual.
De fato, seja f: M — N um morfismo de A-mddulos e seja k': K’ — M tal que f ok’ = 0.
Entao k'(z) € Ker(f), para todo z € K'. Assim,

¢: K' = Ker(f), zw—k(x) (VxeK'),

¢ a unica funcao tal que a composicao

K S Ker(f)—s M
N
~ Im(/f)

Relembre a definicdo de monomorfismo e epimorfismo. Para uma categoria aditiva A, a
definicao equivalente é:

é igual a k’. Dualmente se mostra que conticleo é Coker(f)

Definicao 3.5 (Monomorfismo e Epimorfismo). Seja f: A — B um morfismo numa categoria
abeliana A. Dizemos que f é monomorfismo (respectivamente, epimorfismo) se satisfaz: para
todo morfismo g: M — A tal que f og = 0, segue entdo g = 0 (respectivamente, para todo
morfismo g: B — N tal que go f = 0, segue entao g = 0).

Temos o seguinte lema

Lema 3.6. Seja f: A — B um morfismo numa categoria abeliana A. Entdo:

e [ € monomorfismo se, e somente se, Ker(f) =0;
e [ € epimorfismo se, e somente se, Coker(f) = 0.

Demonstragao. Segue diretamente da definicao. O

Na verdade, vale também que todo morfismo nicleo k: K — A (respectivamente, morfismo
conucleo ¢: B — (') é um monomorfismo (respec., epimorfismo). De fato um morfismo
v: V — K tal que kv = 0. Temos kv = 0 = kO, e pela unicidade na propriedade universal do
ntcleo temos v = 0 (respectivamente, dado w tal que we = 0 = Oc, segue da unicidade que
w = 0).
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Considere, numa categoria aditiva .4, um morfismo f: A — B que tem nicleo e contcleo.
Defina

(3.1) (Im(f), q) = Ker(B — Coker(f)),
(Coim(f), p) := Coker(Ker(f) — A).

a imagem e coimagem de f, respectivamente.
Agora considera o diagrama comutativo

f

(3.3) Ker(f) A - Y 5 Coker(f)
pJ( o \h\ qT
Coim(f) > Tm(f).

Como cf = 0, por propriedade universal do ntcleo, existe tinico morfismo h: X — Im(f) tal
que gh = f. Em particular ghk = fk = 0, e como ¢ é niicleo (e portanto monomorfismo) segue
hk = 0. Mas por propriedade universal do conticleo, existe um tinico morfismo f: Coim(f) —
Im(f) tal que fp = h. Vamos chamar f do morfismo induzido por f.

Podemos agora definir categoria abeliana. Uma categoria abeliana é “essencialmente” uma
categoria aditiva que possui nicleos e contcleos, e que “vale o teorema do homomorfismo”.
Mais precisamente:

Definicao 3.7. Uma categoria aditiva A é dita abeliana se satisfaz:

(1) Todo morfismo em A adimite nicleo e contcleo; -
(2) Para todo morfismo f: A — B em A, o morfismo induzido f: Coim(f) — Im(f) é
um isomorfismo. Ou seja, Im(f) >~ Coim(f).

3.2. PShy(X) é abeliana. Fixe X um espaco topolégico e A uma categoria abeliana. Vamos
mostrar que a categoria dos pré-feixes em X com valores em A é uma categoria abeliana.
Para isso, precisamos mostrar que PSh 4(X) é aditiva. Isso seguird do fato de A ser aditiva.
Sejam pré-feixes (F), (G) € Obj(PSh4(X)). Temos:
e Hompgy ,(x) ((F), (G)) é grupo abeliano:
Basta, para cada ¢, € Hompgy ,(x) ((F'), (G)) e U € X aberto, definir

(9 +¥)v = v +vu: F(U) = G(U);
e A compatibilidade de o com + segue de A aberto por aberto; e
e A soma direta é definida por (F @ G)(U) == F(U) @ G(U), para todo aberto U de X.

Assim PSh 4(X) ¢é aditiva.
Vamos agora construir agora os pré-feixes niicleo e conticleo. Seja ¢ € Hompgp ,(x) ((F), (G)).
Para cada aberto U de X, defina

(Ker¢)(U), kyr) = Ker(gy) e ((Coker ¢)(U), ky) = Coker(¢y ).

Os morfismos restricoes sao dados pela propriedade universal do ntcleo e conticleo. Isto é,
dado V' € U abertos, entao resge&(ﬁ: Ker(¢y) — Ker(¢y), é definido como o tinico morfismo
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tal que o seguinte diagrama comuta

(3.4) Ker(¢u) ~2— F(U) —2V G(U)

Ker ¢ F g
H'resU v J]resuv resy y,

k
Ker(ov) ~ F(V) 25 6(V).
Details: Temos que ¢y o 19%{"— voky = resgiv o ¢y o ky = 0. Logo existe IPSIL((‘I,O tal que

. Ker ¢ . F L.
kv oresy; v =resyy o ki

Dualmente define-se resg?‘l;er(b: Coker(¢y) — Coker (o).

Para mostrar que Ker ¢ é de fato pré-feixe, basta aplicar a unicidade da propriedade uni-
versal que define nicleos nos seguinte diagrama

Ker(¢y) *> F(U) Ker(¢y) L) F(U)
E'resIU(céd’ lresU v
Jireser ¢ res?;
Ker(qbv) F(V) u.w uw
E!resl‘ﬁe‘ff Jresv w b kw
Ker(¢w) —— F(W).

Ker(qbw) L) F(W

onde W C V C U sao abertos de X.
Details: Temos

K e
Pw o resy; Lﬁo = resy 0 du

= rcs{; w © rosﬁ‘,, o Qu

K
= res{,yy © v o resy; (,;1/()

o Ker ¢ Ker ¢
= Ow Oresy y; Oresyy .

s T,  Ker¢p Ker ¢ Ker ¢
E por unicidade resyy, = I€Syyy OTes;y .

Dualmente para o feixe conticleo.

Observacao 3.8. Repare que do primeiro quadrado do diagrama (3.4) segue-se que {kv }ycop(x)
¢ um morfismo de pre-feixe. Analogamente para {cy }u.

Podemos entao enunciar o seguinte teorema:

Theorem 3.9. Seja X espago topoldgico e A uma categoria abeliana. Entao PSha(X) €
uma categoria abeliana.

Demonstragao. Ja construimos feixes ntcleo e conticleo. Resta mostrar que vale o “teorema
do homomorfismo”. Como A é categoria abeliana segue que Coim(¢y) ~ Im(¢y), para todo
aberto U de X e morfismo de pre-feixes ¢. O

3.3. Propriedades de feixes abelianos. A primeira coisa que nos perguntamos agora é
se a categoria Sh4(X), dos feixes em X com valores numa categoria abeliana A, é também
uma categoria abeliana. Para responder isso, primeiro precisamos responder as seguintes
perguntas:
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Seja ¢: F — G um morfismo em Sha(X), e seja Ker ¢ e Coker ¢ seus pré-feires nicleo
e conticleo, respectivamente. Vale que Ker ¢ e Coker ¢ sdo na verdade feixes?

Veremos a seguir que a resposta para Ker¢ é afirmativa. Porém daremos um contra-
exemplo para Coker ¢.

Antes de prosseguir, vamos dar uma definicao equivalente para feixes com valores numa
categoria abeliana

Lema 3.10. Seja F um pré-feize em X com valores numa categoria abeliana A. Entao F
¢ feize se, e somente se, para todo aberto U de X, com cobertura por abertos {U;}icr, a
sequéncia for exata

€ é
0 F(U) [Lie; F(Ui) — Hz‘,jel F(UiNUy),

onde € = [[resyy, e d = Hz’JE](resUi,UimUj — 7“€8Uj,U,-mUj)~

Demonstracao. Isso sai diretamente da defini¢ao de feixes e do fato de numa categoria abeli-
ana, equalizador de dois morfismos é isomorfo ao nticleo da diferenca. ]

Lema 3.11 (Pré-feixe ntcleo é feixe). Seja ¢: F — G um morfismo de feize em X com
valores numa categoria abeliana A. Entdo o pré-feize Ker ¢ € na verdade um feixe.

Demonstragao. Considera o diagrama comutativo

0 0 0
0 (Ker ) (U) b F(U) i G(U)

EKer 6'7: Eg

[k, [I¢u,
0——— [ (Ker 6)(U:) “ I Fw “T]sw
el el el
§Ker §F 59
[Tkv;nu, [1ov;nu;
0—— [ Kerp)(Ui nU;) —=T[ FWinUy) —=T[9WinUy).
ijel il il

Como as linhas sao exatas e as duas tltimas colunas sao exatas (pois F e G sao feixes), segue
que a primeira linha é exata.
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Details: Isso segue de uma “caca a diagrama” mais geral:

e 0
L

Ker(k) ==+ Kex(f") - - + Ker(g/)

'1

Ker(f) 5 A ;
A J/ f/ J(g/
Ker(g) N Al ; B’

O

Observacao 3.12. Repare que, para provar que Coker ¢ é feixe, nao conseguimos replicar um
argumento andlogo a prova do lema anterior. De faro, numa tentativa de repetir o argumento,
obteriamos um diagrama da forma

0 0 0

° . ° 0
° . ° 0
. . . 0.

onde as primeiras duas colunas e todas as linhas sao exatas. E por caga de diagrama isso nao
implica a exatidao da terceira coluna.

Vamos agora construir um exemplo de pré-feixe cokernel que ndo é kernel. Para isso
considere os feixes O, O* € Shap(C) definido por
O(U) ={f: U — C holomérfica} e
O*(U) = {f: U — C holomérfica | f(z) # 0, Vx € U},

para todo aberto U de C. As estruturas de grupos para O(U) e O*(U) sao dados, respecti-
vamente, pela soma e produto ponto a ponto. Para todo aberto U, considere

expy: OU) = O*(U), fr>expof.

Temos entdo que {expy }reop(c) define um morfismo de feixes ¢: O — O*.
Afirmo agora que o pré-feixe Coker(exp) nao é um feixe. Com efeito, seja U = C\ {0} e
considere a cobertura de U formada pelos conjuntos:

Up=C\{zeRCClz >0} e Uy=C\{zeRCClz <0}

Seja g: z — z fungdo em O*(U). Por andlise complexa, temos que a fungdo g ndo admite
logaritmo, ou seja, ndo é a exponencial de nenhuma funcao em O(U). Portanto [g] # 0 em
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Coker(exp)(U). Mas, toda fun¢ao holomorfa em O*(U;) e O*(Usz) admite logaritmo, ja que
Uy e Uy sdo simplesmente conexos. Assim Coker(exp)(U;) = Coker(exp)(Usz) = 0. Dessa
forma, [g] é uma colagem nao trivial das segoes nulas de Coker(exp) em U; e Us. Portanto
Coker(¢) nao satisfaz o axioma da colagem unica.

4. TALOS, GERMES E FEIXEFICAGAO

Demonstramos na sessao anterior que a categoria dos pré-feixes com valores numa categoria
abeliana, é também abeliana. Mas ao tentar demonstrar o resultado analogo para os feixes,
falhamos em mostrar que o pré-feixe nicleo é feixe.

Para concertar esse esse problema, vamos ter que introduzir nesse sessdo um conceito mais
sofisticado de localidade: germes de um talo. Com esse conceito, sera possivel “transformar”
um pré-feixe em um feixe, através da feizeficacao.

Nessa sessao, apesar de todos os conceitos serem passiveis de generalizar pra qualquer
categoria, vamos admitir qualquer categoria com objetos sendo conjuntos (como Ab, Set,
A-mod, Vect, Ring, etc). Uma forma de “concertar” essa suposigao é exigir que todos os
feixes assumem valores numa categoria C que admite um funtor esquecimento para Set que
reflete limites e colimites pequenos (aqueles indexados por conjuntos).

4.1. Talos e Germes.

Definigao 4.1 (Talo e germe). Seja F um (pré-)feixe em X com valores em C, e seja p € X.
O talo de F em p é o conjunto das classes de equivalencia

Fp=A{(f,U)|peUeOp(X)and feFU)}/ ~,
onde a relagao de equivalencia ~ é definido por
(f,U)~(9,V) < IWeOpX) tq peWcUnVe fly=gly.
Um elemento [f, U] = f, de F, é chamados de germe de F em p.
Observagao 4.2 (Talo como colimite). De forma mais geral, temos que
Fp = colimys, F(U).
De fato, para cada U aberto de X contendo p, defina
gu: FU) = Fp, [ [f,Ul=fp
Afirmo que, para qualquer sequéncia de abertos p € V C U de X, o diagrama

resy,v

FU) —————F(V)
N, A

comuta. De fato, para todo f € F(U), temos [f,U] = [f|y,,V]. Assim, (Fp, {¢v}vsp) é um
co-cone para o diagrama {F(U) | p € U € Op(X)}. Seja agora (A, {vy: F(U) = A}lvusp)
outro co-cone, isto é, um par tal que Vf € F(U) ep € V C U, temos
(4.1) Yu(fly) =dv(f).
Defina

ngp—>Av [f’U]b—)@/)U(f)
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Claramente £ estd bem definida por (4.1), e é a tnica funcao tal que ¥y = £ o ¢y, para todo
aberto U contendo p.

Vamos dar exemplos:

Exemplo 4.3 (Germes de fungoes diferencidveis em p). Seja Ox o feixe das fungoes reais
diferenciaveis na variedade X e seja p € X. O talo de O em p pode ser pensado como

Ox,p = “funcoes diferencidveis em p”.

Exemplo 4.4 (Germes do feixe estrutural de um dominio). Seja A um dominio e O4 seu
feixe estrutural. Seja p € Spec(A). Entao

Oap = colimysy O4(U) = colimppysp Oa(D(h)),

Onde D(h) = {q € Spec(A) | h ¢ q} sao os abertos basicos de Spec(A).
Para qualquer dominio R, vale ﬂpespec r By = R. Assim, seja h € A, segue da bijecao

D(h) - SpeCAfw q= dn,

que
OaDn) = (V4= () (An)g, = A4n,
héq qan ESpec(Ap)
onde a ultima igualdade segue do fato de A ser um dominio.
Portanto

Oa,p = colimppsyp Oa(D(h)) = colimp(p)sp An = Ap,
onde a ultima igualdade segue do fato do colimite de um diagrama dado por inclusoes é a
uniao.
Lema 4.5 (Funcao germe). Seja um feize F: Op(X) — C. Defina, para todo aberto U de
X,
(4.2) gerU:f—>H.7:p, f'_>([f7U]:fp€‘Fp)p€U‘

pelU

Entao gery; € injetor para todo aberto U.
Demonstragao. Sejam f,g € F(U), tal que gery(f) = gery(g). Entao, para ponto p € U,
existe um aberto V}, C U contendo p, tal que f ]Vp = g[vp. Assim, pelo unicidade axioma da
colagem tunica, considerando a {V,,}p € U a cobertura de U, temos que f = g. O

Definicao 4.6. Chamamos de germes compativeis os elementos da imagem de gery;.

Seja agora ¢: F — G morfismo entre pré-feixes em X e seja p € X. Podemos definir

¢p:]:p_)]:qv [va]'_)kbU(f)’U]

Chamamos ¢, de morfismo induzido no talo em p. Além disso, note que a indugao nos talos
induz um funtor

—p: She(X) = Set, F—=F, o9
para todo p € X.

Vamos agora mostrar um importante resultado, que diz que os morfismos sdo unicamente
determinados por morfismos induzidos nos talos.
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Lema 4.7. Seja ¢1,¢2: F — G morfismo de pré-feizes em X. Suponha também que G € um
feixe. Entao

pr=0¢2 & (d1)p=(P2)p, VpeX.

Demonstragao. A ida é trivial. Vamos provar a volta.
Suponha que (¢1)p, = (¢2)p, Vp € X eseja U C X aberto. Temos

gefg((ah)U(f)) = H(¢1)p(fp) = H(¢2)p(fp) = ger%((cbz)v(f)),

peU peU

para todo f € F(U). Porém gerg é injetivo, ja que G é feixe. Logo (¢1)u(f) = (d2)u(f),
para todo f € F(U). Em particular, (¢1)y = (¢2)u, para todo aberto U, e o lema segue. [

Quando o feixe tem valores numa categoria abeliana A, temos que as propriedade mono-
morfismo e epimorfismo também sao unicamente determinados pelos morfismos induzidos nos
talos.

Antes de enunciar o teorema, observe que podemos definir uma estrutura nos talos de tal
forma que sejam objetos de A. Como exemplo, fagamos para A = Ab. Seja F um feixe
abeliano em X e seja p € X. Defina, para todo f € F(V), f/ € F(U),comp e VNU,

[f,V]ﬂ—[f/,U} = [f‘W—i_ f/‘W’W] G‘pr
onde W C V NU é tal que:

[f‘W?W] - [f,V} € [f/‘waw} = [flaU]
Assim F, € Obj(Ab).

Lema 4.8. Seja ¢: F — G morfismo nao nulo de feizes em X com valores numa categoria
abeliana A. Entao ¢ é monomorfismo (respec., epimorfismo) em Sha(X) se, e somente se,
¢p € injetivo (respec., sobrejetor), para todo p € X.

Demonstragao. Vamos provar apenas para o caso monomorfismo e injetivo. O caso epimor-
fismo e sobrejetivo é totalmente dual.

Suponha ¢, ¢ injetivo, para todo p € X, e seja ¢p: H — F tal que ¢p = 0. Entao temos
que 0 = (¢)p, = ¢ptp, para todo p € X. Assim, como ¢, é injetivo, segue que 1, = 0, para
todo p € X. Segue pelo Lema (4.7) que ¢ = 0, e portanto ¢ é monomorfismo.

Suponha agora ¢ um monomorfismo. Afirmo que ¢y : F(U) — G(U) é injetor para todo
aberto U. Com efeito, considera o feixe em X definido por

H(V) = {K = Ker(¢y), V C U;0,caso contrario.

Tome o morfismo de feixe p: H — F, definido por: py : H(V) — F(V) é a inclusdo. Temos
que ¢ = 0. Assim, p = 0 e portanto Ker(¢y) = 0, para todo aberto U.

Finalmente, seja p € X e K, = Ker(¢,). Entao para todo f, € K,, existe um aberto
V C X contendo p tal que f, = [f,V] e ¢y (f) = 0. Logo f = 0. Portanto para todo p € X,
¢p € injetivo. O

Observacao 4.9. Para a prova do caso “sobrejetor implica epimorfismo” no lema anterio,
usamos o feixe arranha-céu na argumentagao.
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4.2. Feixeficagao. Vamos agora aprender como transformar um pré-feixe em feixe. Para
isso primeiro precisamos entender o que é “transformar em feixe”, que serd chamado de
feixeficacao.

Definigao 4.10 (Feixeficacdo). Seja F um pré-feixe em X com valores em C. Um morfismo
sh: F — F de pré-feixes em X é chamado feizeficagdo de F se

o F5P ¢ feixe em X com valores em C; e
e Para todo feixe G € Obj(Sh¢(X)) e morfismo de pré-feixe ¢: F — G, existe tinico
morfismo de feixes ¢*": F" — G tal que ¢ = ¢ o sh.

Primeiramente observe que a definicao de feixeficacao é dada por uma propriedade univer-
sal. Assim, se a feixeficagdo existe, ela € unica a menos de um unico isomorfismo.
Vamos agora mostrar que a feixeficacao existe.

Theorem 4.11. FEziste feizefica¢io para todo préfeire F € PShy(X), onde A é categoria
abeliana.

Demonstragao. Para cada aberto U de X, defina
FYUY={(f, = [f, U] € Fplpev | Yq e U, 3qg € V C U, tal que (fp)pev € Im(gery,)}.
e para cada V C U, defina

resy,v i (fp)per = (fp)pev-

Claramente F*! é feixe.
Definimos o morfismo de pré-feixes sh: F — F! por

shy: F(U) = FMU),  f gery(f),

para todo aberto U.
Para mostrar que sh satisfaz a propriedade universal, considere o diagrama de pré-feixes,
com G um feixe:

F sh j:'sh
S

q{ 15 14

v

I h

G —— G,
sh9

onde ¢ ¢ dada por ngbU((fp)ng) = (¢p(fy))pev, for all (f,)per € FH(U). Basta mostrar que

shg € isomorfismo, e definir ¢ = shglgb.
Para ver que shg é isomorfismo, repare que para cada g € X, temos

(shg)q: Gy — gsh» Jo =1, V] = [(she)v(f), V] = [(fp)pev, V]
é bijetora. Portanto, pelo Lema 4.8, segue que shg é isomorfismo. ]

Observacgao 4.12. No teorema anterior admitimos A abeliana, apenas para aplicarmos o
Lema 4.8, que provamos apenas para feixes com valores em categoria abeliana.

E possivel a demonstragao dese resultado para um caso mais geral. Veja [Sta20, Tag 007X]
para mais detalhes.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/007X
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5. FEIXES ABELIANOS

Sessa sessao vamos finalmente provar nosso resultado principal: a categoria dos feizes
abelianos € abeliana.

Assim, durante a sessao assuma A sendo uma categoria abeliana com objetos em Set, como
por exemplo A-mod e Ab.

Para atingir nosso objetivo, vamos passar o problema para o estudo dos morfismos induzidos
nos talos. Assim:

Proposicao 5.1. Seja ¢: F — G um morfismo entre feizes em X com valores emA. Entao
eziste um isomorfismo natural (Ker ¢), ~ Ker(¢p).

Demonstracdo. Basta observar que

(Ker @), = {[f € Ker(¢v), U 3 pl} ~{[f € F(U),U 3 p| | ¢([f,U]) = 0} = Ker(¢).
U

Vamos agora definir o feixe contcleo. Seja ¢: F — G morfismo em Sh 4(X) e seja Cokerpe ¢
o contcleo de ¢ em PSh 4(X). Definimos

Coker ¢ := (Cokerpre ¢)*

Para provar que Coker ¢ satisfaz a propriedade universal, tome um diagrama comutativo

Flug

||

0——¢&,

e

— Cokerpre ¢ —sh . Coker o |¥

M

Proposicao 5.2. Seja ¢: F — G um morfismo entre fezxes em X com valores em A. Entao
existe um isomorfismo natural (Coker ¢), ~ Coker(¢,).

e considere o diagrama:

Demonstragao. De forma analoga a demonstracao de Prop. 5.1, podemos provar que, para
qualquer p € X, temos Coker(¢,) ~ (Cokerpe ¢), naturalmente. Mas claramente

(Cokerpre ¢)p ~ (Cokerpre ¢)5" = (Coker ¢),.
Logo segue o resultado. O
Finalmente podemos provar o teorema principal:
Theorem 5.3. A categoria Sh(X) € abeliana.

Demonstragao. Das proposicoes 5.1, 5.1, e lemas 4.7 e 4.8, passamos o problema de demons-
trar o “teorema do homomorfismo” para os talos. Como os talos tem uma estrutura algébrica
de tal forma a ser objeto de A, que é categoria abeliana, obtemos o resultado. ]
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