Espectro projetivo de um anel graduado
Lucas Seidy Ogawa

Definicao: Sejam S um anel e [ um monoide. Dizemos que S é [-graduado se para todo
i € I tivermos S; subgrupo do grupo abeliano aditivo de S tal que S = €p,_;S; como
grupos abelinos. Além disso, para todos ¢, 7 € I, devemos ter S;S; C Si4;

Observagoes:

el

1. Dados S anel e I monoide, S é I-graduado de modo trivial: sendo 0 o elemento
neutro de I, basta colocar Sy = S e S; = 0 para todo i € I \ {0}. Entretanto, essa
graduacgao nao € interesante.

2. Se J é um ideal de S, com J = @, ,(J N S;), dizemos que J é um ideal graduado
de S. Isso ocorre quando as componentes homogéneas dos elementos de J estao em
J. Dessa forma, S/J serd um anel I-graduado também, pois:

S| =@, Si) Bic/(JNSi) = P,c; Si/(JNS;) =By, (Si 4 J)/J, pelo segundo
teorema do isomorfismo. Para cada i € I, considere (S/.J);, a parte isomorfa a

(Si+J)/J em S/J.

Perceba que se i,j € I, temos que (S/J);(S/J); C (S/J)i+j, pois se x € (S/J); e
y € (S/J);, entao, se f for o isomorfismo anterior, segue que f(x) € (S; +J)/J
e fly) € (S;+ J)/J. Logo, como S;S; C Sitj, segue que f(zy) = f(x)f(y) €
(Sivj +J)/J, logo xy € (S/ )i+

3. Se I = N ou Z entao Sy é um subanel de S e para todo ¢ € I, S; é um
So-modulo.

Para mostrar todas essas coisas, basta mostrar que Sy é um subanel de S, para isso,
basta mostrar que 1 € .Sp.

Escreva 1 = ), x; com z; nao nulo para um nimero finito de indices i € I. Assim,
para todo j € I, temos:

rj=uz;-1=u;- (Zx,) :Z(:psz)

el el

Como a soma ¢ direta, segue que z; = x, - o para todo j € I Assim:

To=1 29 = <le) ~x0:2(xi-xo):2xi:1

iel icl iel
Assim, 1 = zy € Sp.

Exemplo:

Se A é um anel (comutativo com 1) , o anel S = A[zy, ..., x,] 6 um anel N-graduado, onde S,
é o conjunto dos polinomios homogéneos de grau [.

Observacgao: A partir de agora vamos considerar somente aneis Z-graduados. Se A é
um anel com S = &, ., Sn e A, = 0 para todo n < 0, vamos nos referir a esse anel como
graduado a graus nao-negativos.

Definicgoes:

e Seja S um anel-graduado com decomposicao S = @, ., Sp. Se M é um S-médulo,
dizemos que M é S-moédulo graduado se para todo n € Z existir M,, subgrupo



abeliano de M tal que M = @,,., M,, e para todos i, j € Z, devemos ter S;M; C
M;;. Um submédulo N de M ¢ dito submédulo graduado se N = €, ., (N N M,,).

Se N é um submédulo graduado de um médulo graduado M, entdo M/N é um
modulo graduado: M/N = @, ., M,/ P, c,(N N M,) ~ @, ., Mn/(N N M,) ~
D,.c, (M, + N)/N, pelo segundo teorema do isomorfismo. Para cada n € Z, con-
sidere (M/N),, a parte isomorfa a (M, + N)/N em M/N. Assim, se z € S; e
y € (M/N); e f for o isomorfismo anterior, segue que f(y) € (M; + N)/N. Logo,
como S;M; C M, ;, segue que f(xy) = xf(y) € (M;1;+N)/N,logozy € (M/N);4;.

Perceba que os ideais graduados sao exatamente os submédulos graduados de S.

Além disso, nota-se que um médulo é submddulo graduado se e sé se é gerado
por elementos homogéneos. De fato, se um submédulo N for graduado, considere
E, os elementos homogeéneos de N. Seja x € N, logo decompondo x como soma
de elementos homogeéneos, temos que esses elementos homogéneos sao elementos
de N, portanto, elementos de E. Logo z estd no submoddulo gerado por E. Por
outro lado, se N é gerado por E, um conjunto de elementos homogéneos, entao seja
x um elemento de N. Escreva x como sendo combinacao linear de elementos de
E. z =73 pa.z. Decompondo cada . como soma de elementos homogéneos,
temos que z serd uma soma de elementos de homogéneos de S multiplicados por
elementos de FE, portanto, se x for escrito como soma de elementos homogéneos,
cada componente estarda em N, pois é soma de multiplos de elementos de E.

e Se S é um anel graduado com S = @, ., S, e M é um S-mdédulo graduado com
M = @,y My, temos que se x € M, para algum n € Z, dizemos que x é um
elemento homogéneo de grau n. Em particular, vendo S como S-médulo graduado,
temos que se x € S, ,para algum n € Z, dizemos que x é elemento homogéneo de
S (de grau n).

Além disso,sem € M, m =} _, my,, m, ¢ dita componente homogénea de grau n de m.

Algumas notacgoes:

Seja S um anel graduado a graus nao-negativos. Assim denotamos por S, a soma
direta dos S,, com n > 0 (i.e., os elementos parte homogénea de grau 0 nula).Perceba que
S, éum ideal de S. Se M é um S-moédulo graduado, considere M,,, sua parte homogénea
de grau n.

Para todo d > 0 inteiro, nés detonamos por S@ a soma direta das partes homogéneas
multiplas de d. Pelas propriedades de anel graduado, segue que S@ é um anel graduado
de modo trivial. Assim, sendo k um inteiro com 0 < k < d — 1, vamos denotar por M (%),
a soma direta das partes homogéneas congruentes a k médulo(d), isto é, a soma direta
dos Mpgyr (n € Z). Aqui denotaremos por M@, o médulo M@0,

Proposigao :

Seja ng um inteiro, ng > 0. Considere, para cada n > ng, um subgrupo aditivo p,,
de S,. Existir um ideal primo graduado p de S tal que p N S,, = p,, para todo n > ng
equivale as seguintes condicoes:

1. Smpn C Pman, para todo m >0 e n > ng

2. Sejam m e n inteiros maiores ou iguais a ng e f € S,,, 9 € S,. Assim fg € ppan =
(f € P ou g € pn).

3. pn # S, para pelo menos algum n > ng.



Além disso, o ideal p é o Unico que satisafaz isso.

Demonstracao :

(:>) :

1 ocorre: Se f € S,, e g € p,, comm > 0en > ngy, temos que g € p, C 5,. Logo
fg € Spin. Mas g € p, C p, logo fg € p. Assim, fg € S, N p. Como m > 0, segue
que m +n > n > ng, segue que fg € Pman-

2 ocorre: Sejam m, n >nge f € S,, g € .Sy, tal que fg € ppan. Assim fg € p que é
um ideal primo, logo, f € p ou g € p, isto é f € p,, ou g € p,.

3 ocorre: Como S, ¢ p, entao existe k > 0 tal que S, ¢ p. Considere n > 0 tal que
nk>mnge f €8S com f&p. Assim f" € Sy, mas f* & p, pois p é um ideal primo. Logo
Pk = Snk NP # Spi € nk > ng.

(<) :

Vejamos inicialmente a unicidade. Para isso, como tal ideal primo p ¢é graduado
devemos ter que p = @, .y N Sp. Vamos ver o que devera ser p N Sy, para cada n € N
e p sera unicamente determinado. Primeiramente considere f € S; \ p com d > ngy (tal f
existe pela propriedade 3).

Seja p um ideal primo graduado de S que nao contenha S e que satisfaga as condigoes
1, 2 e 3. Considere para cada n com 0 < n < ng, o conjunto p,, onde dado =z € S,
T € py, s fr € ppig. Perceban+d > d > ng, assim, faz sentido falar de p,,.4. E facil
ver que p N S, = p,. Logo, vale a unicidade.

Vejamos agora que p = Y« py satisfaz as condigdes do enunciado. Perceba que
para m > ng, o conjunto p,, também pode ser definido de maneira analoga ao que foi
feito no caso em que m < ng, pela propriedade 2, isto é, dado = € S,,, ©* € p,, &
fr € pmaq. Vejamos inicialmente que p é um ideal de S. p é fechado por soma pois é a
soma de conjuntos fechados pela soma. Para ver que p é um ideal, vejamos que as partes
homogeéneas dos elementos de p multiplicados por elementos homogéneos estao em p, e o
caso geral segue por indugao. Sejam g € S, € * € p,, assim gz € S,,4,. Perceba que
fr € pgin e que d+n > d > ng. Pela propriedade 1, segue que fgr = frg € pginim, Ou
seja gr € Ppim. Logo p é um ideal de S, portanto ideal graduado de S, pela definicao de
.

Falta ver que p é um ideal primo. Sejam z,y € S tal que zy € p. Suponha que
rEgpey &p Escrevax =3 Tpey=3 Yo Tome j; = min{i > 0: z; & p;}
e jo =min{i > 0 :y; & p;}. Assim a componente homogénea de ordem j; + jo de xy
SeTd ToYj,4+jo + - + Tj1Yj, + oo + Tj+5,Y0 € D, pois p é um ideal graduado, logo, todas
as componentes homogéneas de elementos de p estdao em p. Assim, se k < j;, entao
Tk € pi , 10go Ty +j,—k € p. De modo andlogo, se j1 + jo — k < ja, (isto é j; < k)
temos que xYj, +jo—k € p- LOgo z;,y;, € p. Assim f2z;y;, € p Temos que fx;, € Syyj, €
fYj, € Sayj,. Pela propriedade 2, segue que fxj, € pgyj, ou fy;, € patj,. Mas isso, pela
defini¢ao dos p;, implica que z;, € p;, ou y;, € pj,, uma contradigao. Logo p ¢ primo.

Assim, se S é um anel graduado a graus nao-negativos, definimos que um subconjunto L
de S, é um ideal de S, , se L é um ideal de S e é dito ser um ideal primo graduado se L é a
intersecao de S, com um ideal primo graduado de S que nao contenha S+ com S, (pela
proposigao anterior, tal ideal primo graduado da intersegao sera unico). Assim, se L é um
ideal de S, o radical de L ¢ definido e denotado por: /, L = /L N S;. Denotamos por
Proj(S), o conjunto dos ideais primos graduados de S;. Proj(S) é chamado de espectro
primério homogeéneo de S.

Definimos para um subconjunto F de S, V. (E) o conjunto dos ideais primos graduados



de S que nao contem S, . Assim, temos que V(F) =V (E)N Proj(S). Assim temos:

V. (0) = V(0) N Proj(S) = Spec(S) N Proj(S) = Proj(9);

Vi (S) =V(S)N Proj(S) = 0 N Proj(S) = 0;

V+(U)\GAE)\> = V(UAEAE)\) N PT’Oj(S) = (ﬂ)\eAv<E)\)) N PTO](S) =
Miea (V(EX) N Proj(S)) = (MeaVi(E)) /

V.(EE) =V(EE )N Proj(S) = (V(E)UV(E)) N Proj(S) = (V(E)N Proj(S)) U
(V(E') \ Proj(8)) = Vi (E) Vi (E)

Assim, os conjuntos V(FE) s@o os fechados de uma topologia de Proj(S). Pela
defingao, é facil ver que essa topologia é a topologia induzida de Spec(S).

Defina para cada f € S elemento homogéneo de grau > 0, o subconjunto de Proj(S),
D.(f)=A{p € Proj(S)|f & p}. Assim, esses elementos formam uma base para a topologia
definida em Proj(S), por causa do seguinte lema:

Lema : Seja S um anel graduado a graus nao-negativos, S = €, .y Sn. Assim, temos
que:

1. D, (f) é aberto de Proj(5).

2. Do(ff) = D+(f) N Do(f)

3. Sejag €S, g=>,cn9n, onde g; € S; para todo i € N. Assim D(g) N Proj(S) =
(D(g0) N Proj(S5)) UUi=1 D (g:).

4. Seja go € Sp. Portanto, D(go) = Uses,a>1D+(g0f)-
Demonstragao:
1. Como Dy (f) = D(f) N Proj(S), segue que D, (f) é aberto em Proj(95).

2. De modo anlélogo ao anterior, temos que D, (ff") = D(ff) N Proj(S) = /
(D(f)ND(f))NProj(S) = (D(f)NProj(5))N(D(f )NProj(S)) = D (f)ND4(f).

3. Temos que D(g) N Proj(S) = (UienD(g:)) N Proj(S) = Uien(D(gi) N Proj(S)) =
(D(go) N Proj(5)) UUi=1D(g:) N Proj(S) = (D(go0) N Proj(S)) U Ui>1 D (g:).
A tnica igualdade que temos que verificar dessas todas é a primeira. Seja p um
ideal primo graduado de S. Vejamos que p € D(g) < p € D(g;) para algum ¢ € N.
Se p & D(g), entdo g € p. Como p é homogéneo, segue que todas as componentes
de g estao em p, isso é g; € p para todo i € N.Logo p & D(g;). Por outro lado, se
p & D(g;), para todo i € N, entdo g; € p para todo ¢ € N, assim g = > _gn € D.
Portanto p inD(g).

4. (D): Seja f € Sy, para algum d > 1. Vejamos que D, (gof) C D(go). Seja
p € Di(gof). Logo, p é um ideal primo graduado, e gof & p. Se go € p, entao
gof € p, pois p é um ideal. Portanto, devemos ter que p € D(go) N Proj(5).

(C): Seja p € D(go) N Proj(S). Logo gy ¢ p. Suponha que gof € p para todo
f €S54 comd > 1. Vejamos que S, C p, nesse caso. Mas isso ocorre, pois cada Sy
com d > 1 esta contido em p, dado que p é primo e se f € Sy, entao gof € p, mas
g € p. Contradicao. Logo, existe algum f € Sy, para algum d > 0 tal que gof &€ p.
Portanto, para tal f, teriamos que p € D, (gof).

Vejamos que os conjuntos da forma D, (f) formam uma base de Spec(S). Seja U um
aberto de Spec(S). Logo U = V N Proj(S), onde V é um aberto de Spec(S). Como
os conjuntos da forma D(a) formam uma base de Spec(S), segue que V = U;e;D(a;).



Assim U = V N Proj(S) = (UierD(a;)) N Proj(S) = Uier(D(a;) N Proj(S)). Assim,
basta mostrar que um elemento da forma D(a;) N Proj(S) é uma unido de conjuntos
da forma D (f). Se a € S, escreva a = ) _\ay,, pela parte 3 do lema, temos que
D(a) N Proj(S) = (D(ao) N Proj(S)) UUiz1D(a;) = Usesyaz1 D1 (aof) U Uiz1 D (a:)

Vamos falar brevemente da localizagao de um anel graduado (a graus nao-negativos). Seja
S um anel graduado a graus nao-negativos e seja f € S, um elemento homogéneo de grau
d > 0. Considerando assim, a localizacao de S por f, vamos denota-lo por S. Esse anel
S’ serd Z-graduado , onde S, é o conjunto dos elementos da forma z/f* com 2 € S, 4.
Vejamos isso:

Inicialmente, vejamos que S, é um subgrupo aditivo de S'. Sejam z/f*,y/f* € S..
Assim, vamos supor sem perda de generalidade que x € Syixd € Y € Snik,a- Assim

k2 k1
oy xf+yf .
F + E = W Temos que T f*2 € S,k dihd = S+ (k1+ks)d € de modo andlogo
vf* +yfh

YI* € Snt (ke +ha)a- L0go 7 4y f* € Sy 4ky)a- Logo TR €S,

Em seguida, vejamos que S = Y nez S’ . Dado y/f* € S, onde y € S, escreva y =
> nen Yn- Logo y/f* = (X ,cnyn)/fF = 3 ,en(yn/fF). Portanto, para verificar que
y/f* e > en S! podemos supor que y é homogéneo (de grau m), tome n = m — kd e
temos fik €S, pois Y € Spia-

Vejamos que essa soma ¢é direta. Para isso, basta ver que nao tem como escrever 0 como

/ ~ . ..
soma de elementos de S, que nao seja de forma trivial. Escreva 0 = ) _, x,, com

! . .
T, € S,. Assim escreva z, = onde y, € Spik,a- Considere {n,...,n;} C Z com

ym fk"2+“'+k"t + _|_ yntfknl +~~~+knt,1
fkn1++knt

que ynl fkn2+knt+n++yntfkn1++knt_1+n — fn(ynl fkn2+knt++yntfkn1++knt_1) — O

Sabemos que cada uma das parcelas dessa soma é homogéneo (pois é produto de elementos

homogéneos). Assim, a i-ésima parcela é homogénea de grau n; + k,,d + (k,, + ... +

Fni o + knppr + oo+ kn)d = ny + (kny + ... + ky,)d. Como n; # n; se i # j, segue

que cada uma das parcelas tem grau homogeéneo diferente. Como o anel é graduado e a

soma deu 0 segue que cada uma das parcelas ¢ 0. Assim para todo i € {1,...,t}, temos
y fn+kn1++knl_l+kn
ng

a soma ¢é direta.
Denotaremos por Sf) o subanel dos elementos homogéneos de grau 0.
De modo anélogo, se p é um ideal primo homogéneo, considere 7" o conjunto dos

0=uz,,+...F2,,. Assim0 = . Entao existe n € N tal

i1t thne — 00 Assim, em S, teremos que % =0= f]:” = 0. Logo

elementos homogéneos que nao estao em p. Defina (5,), = {i cfe€Skge SnnTe
g

m+n = k}. Prova-se que esse anel é graduado dessa forma. Vamos denotar S,y = (.Sp)o-

Vamos ver o que é um esquema, e assim, faremos Proj(.S), um esquema, para S um anel
graduado a graus nao-negativos.
Definicoes :

e Pré-feixe: Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe F' de aneis consiste de:

— Para cada aberto U de X, um anel F(U).

— Se U e V sao abertos de X tal que V' C U temos um homomorfismo de aneis

~ F0)=0



— ¢vv = ldpw)
— Se W |V e U sao abertos de X tais que W C V C U, entao: ¢yw = dyw o duv

Observagao: Se s € F(U) e V é um aberto que esté contido em U, denotamos por
s|y o elemento ¢yy(s), pois essas ¢'s tém uma certa semelhanca com restricio de
funcoes.

Feixe : Um feixe de aneis é um pré-feixe de aneis F' no espago topologico X tal que:

— Se U é um aberto com {U;};c; uma cobertura aberta de U e s € F(U) é tal
que s|y, = 0 para todo i € I, entdao s = 0.

— Se U é um aberto com {U, };c; uma cobertura aberta de U. Suponha que para
cada i € I, tenhamos um elemento s; € F(U;). Se para cada par i,j € I,
tivermos s|v,nu; = Sjlu,nu;, entao existe s € F(U) tal que s|y, = s; para todo
1€ 1.

Observe que s obtido na segunda propriedade é inico pela primeira propriedade. De
fato, se existir s’ com a mesma propriedade, teriamos que (s' —3)
paratodoi € I,logos —s=0=s =s.

!
U, =8 Ui_S|Ui =0

Obs.: Se U é um aberto nao-vazio de X, podemos fazer um feixe de aneis em U
com a topologia de subespaco, da seguinte maneira:

Se V' é um aberto de U, entao é um aberto de X, definindo G, como G(V) = F(V)
e as restrigoes iguais a da F. Isso fard de G um feixe de aneis em U.

Limite direto de aneis: Seja < I, <> um conjunto direcionado, (isto é: < é
uma relagao binaria em I que é reflexiva e transitiva tal que dados 2 elementos de
x1,29 € I, existe um elemento y € I tal que 1 < y e 25 < y). Para cada i € I,
considere um anel A;. Para cada par i,j5 € I, com i < j tenhamos um morfismo
fij + Ai = A que satisfazem:

— fii € a identidade para todo i € I.
— Se i < j <k, entao fir = fjr o fi;-

Sendo assim, construimos o limite direto desses aneis. Antes disso, considere L;c A;,
a uniao disjunta dos A;. Nesse conjunto, considere a seguinte relagao de equivaléncia:
se x; € A; e x; € Aj, dizemos que x; ~ x; < existe k € I, 4,5 < k com fi(z;) =

fir(;).

~ ¢ de equivaléncia:

— dado x; € AZ', 1 S i€ fz(xz) = fz(l’z)
— a definicao dada torna a simétrica trivial.

— se x;,, com k = 1,2,3 sao tais que x;, € A;, e tais que x;, ~ x;, € T;, ~ T4,
entao existem jlvj? € I tais que fi1j1 (ZE“) = fi2j1 (ZEm) € fz'2j2 (:L’m) = fi3j2 (xm)
Seja j € I tal que ji, jo < j. Assim f; j(21) = fj,;0 fij (i) = finjo fir (2iy) =
fiog(Tiy) = [Fjaj © finja(Tiy) = [iaj © fisjo(Tiy) = fisj(@iy). Logo @y, ~ wi.

Assim o limite direto serd U;e;A;/ ~, que serda denotado por lim A; Temos além
disso, para cada j € I, as fungoes ¢; : A; — ligAi, que leva cada elemento em
sua classe de equivaléncia. Definimos uma estrutura de anel em ligAi, da seguinte
maneira:



Sejam w1, x5 € UicrA;, 1, € A, k =1,2. Tome j € I uma cota superior de {i1,is}.
Assim, defina a soma e o produto da classe x; com a classe x5 como sendo a classe
da soma e o produto f;,;(x1)+ fi,;(x2) € fi,j(x1) - fi,j(x2). Perceba que ndo importa
a cota superior j que escolhemos. Além disso, verifique que a soma independe dos
representantes das classes. Perceba que isso torna liﬂAi um anel e as funcoes ¢,
sao homomorfismos (verifique).

Espiga : Se F' é um pré-feixe de aneis do espago topoldgico X e x € X, definimos
a espiga F, de X em x como sendo o limite direto dos aneis F(U) com U aberto
contendo z, através dos ¢'s. (Perceba que aqui temos todas as condigoes para fazer
o limite direto).

Espacgo (localmente) anelado: Um espago anelado é um par (X, Ox), onde Ox
é um feixe de aneis sobre o espaco topolégico X. Um espaco localmente anelado é
um espago anelado (X, Ox), onde para todo p ponto de X, a espiga Ox , ¢ um anel
local.

Morfismo de espacgos anelados: Sejam (X, Ox) e (Y, Oy) dois espagos anelados.
Um morfismo entre (X, Ox) e (Y, Oy) consiste de:

— uma funcao continua f: X — Y

— uma cole¢ao de homomorfismos de aneis ¢y : Oy (U) — Ox(f~1(U)) para cada
aberto U de Y que comuta com as restricoes.

— se os espacos forem localmente anelados, para termos um morfismo de espacos
localmente anelados, pedimos também mais uma coisa:

Para cada z € X, as ¢ induzem um morfismo dos aneis f : Ox,;, — Oy, ()

Assim, a coisa a mais que devemos ter é que a pré-imagem do ideal maximal
de Oy, (p) deverd ser o ideal maximal de Ox .

Dois espacos anelados sao isomorfos se existir um morfismo inverso, isto é se f for
um homeomorfismo e se os morfismos ¢y forem isomorfismos para todo V' aberto

de Y.

Esquema afim: Se A é um anel, podemos definir um feixe de aneis em que o espaco
topoldgico é Spec(A) com a topologia de Zariski. Se p € Spec(A), denotamos por
A, a localizacdo de A por p. Assim, para cada aberto U de Spec(A) defina o anel
O(U) como sendo o conjunto das fungoes s : U — L,epA,, onde s(p) € p, para todo
p € U. Definimos a soma e o produto de dois elemento§ s1, So da seguinte maneira :
(s1+ s2)(p) = s1(p) + s2(p) e (s182)(p) = s1(p)s2(p). E de facil verificagao que isso
torna esse conjunto um anel. (Obs. : Se U = (), entdao poderiamos simplesmente
considerar o anel nulo associado a ele, ou perceber que dado um conjunto como
contra-dominio, existe uma tunica funcao que tenha como dominio o vazio e contra-
dominio esse conjunto escolhido, fazendo assim viavel a construgao.)

Sejam agora U,V abertos de Spec(A) tal que V' C U. O mapa restri¢ao

O(V) — O(U) serd a restrigao, isso é dado s : U — UpepA, sua restrigao serd
sly 1 V= Upev A4, onde s|y(p) = s(p) para todo p € p. Isso estd bem definido, pois
para cada p € U, s(p) € A,, assim, se p € V, entdo s|y(p) € 4,. Além disso, é um
homomorfismo de aneis.

Vejamos que dessa forma, temos um feixe de aneis definido em Spec(A). E facil
verificar que pelo menos, temos um pré-feixe em Spec(A). Vejamos que trata-se na



verdade de um feixe. Seja U um aberto de Spec(A) e {U; }ie; uma cobertura aberta
de U. Vejamos que vale duas coisas:

— Seja s € O(U) tal que s|y, = 0 para todo i € I. Dado p € U, vejamos que
s(p) =0 € A,. Como p € U, segue que existe j € I tal que p € U;. Assim,
5(p) = slu;(p) = 0 € A, portanto s = 0 € O(U).

— Considere para cada i € I um elemento s; € O(U;) tal que se i,j € I, entao
silvinu, = 8jlu,nu;. Vamos achar um s € O(U) tal que s|y, = s; para todo
1 € I. Para isso, para cada p € U, exite k € I tal que p € Uy. Assim, defina
s(p) = sk(p). Pela condigao dos s;, segue que essa definigao independe do k
escolhido, e é de facil verificacao que esse s satisfaz as propriedades desejadas.

Em [1], terd uma demonstragao de que esse espago é localmente anelado. Definimos
como esquema afim, um espaco localmente anelado que é isomorfo como espaco
anelado localmente anelado ao espectro de algum anel com a estrutura de espacgo
localmente anelado definido acima.

e Esquema: Um esquema é um feixe de aneis (X, F) tal que existe uma cobertura
aberta {X;};cr de X onde cada X; é um esquema afim através das restrigoes de X
como espaco anelado, como foi visto na descricao de feixes.

Vejamos que Proj(S) é o espago topoldgico associado a um esquema quando S é um
anel graduado a graus nao-negativos. Ja sabemos que Proj(S) é um espago topoldgico.
Vamos definir um feixe de aneis nele. Para cada p € Proj(S), relembre que Sy é o
subanel de S, dos elementos homogéneos de grau 0. Para cada aberto U C Proj(S),
defina o anel O(U) como sendo o conjunto das funcées s : U — UyepSp).-

Assim feito, a verificagdo de que isso é um feixe é anédlogo ao feito em Spec(R). Além
disso, a verificagdo de que Proj(S) é um esquema pode ser encontrada em [1].

Espaco projetivo:

De acordo com a geometria sintética,um espacgo projetivo é uma terna (P, L, I), onde
P ¢é o conjunto dos pontos L, conjunto das linhas e I é a relagao de incidéncia, isto é, diz
se um ponto pertence a uma reta ou nao (denotamos por Plg ou por gIP, caso P seja
um ponto de g). Além disso, deve satisfazer os seguintes axiomas:

e Dados A e B pontos distintos de P, existe uma unica reta de L incidente a ambas.
(denotaremos essa reta por AB).

e Sejam A, B, C e D pontos distintos 2 a 2 de P tal que as retas AB e C'D se
intersectam. Logo, as retas AC' e BD também se intersectam.

e Qualquer reta é incidente a pelo menos 3 pontos.

Se além disso tudo, L possuir pelo menos 2 elementos, dizemos que o plano projetivo é
nao-degenerado.

Exemplo :

Seja k um corpo e k"1, com n > 1 espaco vetorial. Defina P como sendo o conjunto
dos subespagos de dimensao 1 e L, como sendo os subespagos de dimensao 2, e I, como
glQ se @ C g. Assim a terna (P, L,I) é um espago projetivo. Se n > 2, entao é nao-
degenerado:

e Sejam A, B € P. Logo existem v; € A e vy € B geradores. Assim, sendo g =
< vy,v9 >, temos que gIA e gIB. Além disso, se h € L tal que hIA e hIB, entao
v,y € h, logo g C h. Como ambos possuem dimensao 2, segue que h = g.



e Vamos considerar que os pontos @), 1, P e P, sejam dois a dois distintos e as retas
QP e Py(): se intersectam em P;. Vejamos que as retas Q@1 e Py P, se intersectam.

Chame g = PyP; e go = PyP,. Se g1 = g2, entao, sendo g = g1, temos que glF,
glP;, gIP,. Além disso PyQ.IP,, PyQ11F,, logo, pela unicidade que foi provada no
item anterior, temos que FPy(Q; = g. De modo andlogo, QP = g. Assim, temos que

glQ) e gl();. Portanto qualquer um dos pontos dentre os 5 estd na intersecao de
QQ, com FyP,, dado que QQ1 = g = PyPs.

Suponha entdao que ¢g; # go. Escolha vetores vy, vy, vy tal que v; gera P;, com
i =0,1,2. Considere V' =< vy, vy, v9 >. Vejamos que {vo, v1,v2} é LI. Suponha que
nao seja. Sabemos que {vg, va} é LI, pois Py # P,. Assim, teriamos que dim V' = 2.
Logo Py, P,,P, C h = hIP,,hIP;, hIP,, e isso implicaria que g; = g¢go. Assim
{vg,v1,v2} é LI e base de V'. Considere w € Q,w; € Q; geradores. Assim, temos
que wy €< vy, v, >C V'. De modo anélogo, temos que w € V'. Assim QQ; é um
subespaco de dimensao 2 de V'. Assim ¢, +QQ; C V', pois ambos os subespagos sao
subespacos de V'. Mas go # QQ1, logo dim go + QQ; > min{dim go, dim QQ,} = 2.
Logo, vale que < go, QQ1 >= V', pois dim V' = 3. Logo, temos que dim(g,NQQ1) =
dim g5 + dim QQ1 — dim(ga + QQ1) = 2+ 2 — 3 = 1. Assim g = FyP, intersecta
Q1 em um espaco de dimensao 1. Esse espaco é um ponto que € incidente as duas
retas.

e Se < vy, vy > é uma reta, entao ela é incidente aos seguintes pontos: < v; >, < vy >
, < v1 + v >. Perceba que esses 3 pontos incidentes a reta sao de fato distintos.

e Suponha que a dimensao de V seja maior do que 2. Considere 3 vetores LI vy, v; e
vy. Assim temos as seguintes retas distintas < vy, v; > e < vg, vy >.

Entretanto, definimos o espago n-projetivo sobre um anel A, como sendo Proj(A[xg, ..., T,]).
Nao necessariamente temos que esse espaco ¢ um espaco projetivo de acordo com a ge-
ometria sintética. Entretanto quando k é um corpo algébricamente fechado, pelo Null-
stellensatz temos uma certa correspondéncia.

Espago projetivo complexo : Se considerarmos em C"™'\ {0}, a agdo do grupo mul-
tiplicativo C*, como sendo a multiplicagao por escalar, isto é, dado z € C* e (yo, ..., yn) €
C" 1\ {0}, a acdo faz - (yo, ---yn) = (TYo, ---, TYn ). Perceba que a agao estd bem definida,
isto é, x - (yo, ..., yn) € C*\ {0}. Em particular, isso define uma relacao de equivaléncia
em C"*1\ {0}, onde 2 elementos sao equivalentes se e s6 se estao na mesma drbita. In-
tuitivamente, dois elementos estao na mesma érbita se um é multiplo escalar do outro.
Denotamos o conjunto das érbitas por CIP", e ele é chamado de espago projetivo complexo
de dimensao n.

Para facilitar a nossa compreensao do espago projetivo complexo, vamos ver quem sao
elementos de CP". Seja (v, ..., yn) € C"1\ {0}. Assim, considere m o menor inteiro 0
en com Y, # 0. Assim, (yo,...,yn) estd na orbita de <.1j/_i’ o 1, 3—;) = (0,...,1,..., =,
Fazendo essa identificacao, dois elementos estao na mesma Orbita se e s6 se elas possuem
a mesma identificacio. Perceba que, assim temos uma certa identificacio CP"*! 7 =
7 CP"™ U C™*'. De fato, pois em CP"™, se usarmos a classificacdo anterior, temos dois
casos para um certo elemento dele:

Primeiro caso: m = 0. Nesse caso (1, —z;, ey yzzl) serd, visto como (—Z(l), cery _er) e C™.

Segundo caso: m > 0. Nesse caso (0 1,..., &2tl) serd visto como 0,....1,... Intl
PR IR Rk I A

m m

elemento de CPP", retirando o 0 inicial.
Exemplo:



A esfera de Riemann ¢é o plano complexo com um ponto no infinito, isto ¢ CU{cc}. Na
esfera de Riemann, conseguimos estender um pouco a soma e a multiplicacao definindo:
z 4+ 00 = oo para todo z € CU {oo} e z- 00 = 00, para todo z # 0. Entretanto, néo

z
estd definido 0 - oco. Além disso, é usual definir 0= oo e — = 0. Definir as operagoes
00

dessa forma faz com que a esfera de Riemann com essas operagoes possua propriedades
boas como associatividade da soma, comutatividade da soma, etc...

A esfera de Riemann pode ser vista como o espago projetivo de dimensao 1. De fato,
se utilizarmos a identificacdo, chegariamos que CP' é o conjunto dos elementos da forma
(1,2) com z € C (esse sera o conjunto C) e o (0,1) (que serd o ponto no infinito).

Podemos definir a topologia de Zariski no espaco projetivo complexo. Para isso, considere
o anel de polinémios Clzy, ..., z,]. Perceba que é bem definido se um certo x € CP"
¢ solucao de um polindbmio homogéneo, isto é independe do representante. De fato, se
p € Clz, ..., 2,] 6 um polindmio homogéneo de grau k e (g, ..., z,) € C*™\ {0} e A € C*,
temos: p(A - (2g, ..., Tn)) = p(ATo, ..., \x,) = Nep(axg, ..., 2,). Assim p(\ - (zg,...,2,)) =
0 < p(zo, ..., zn) = 0. Assim, dado um ideal de homogéneo I de C|z, ..., z,] e S C CP",
definimos:

Vepr (I) = {x € CP" : f(x) = 0 para todo f € I} e Icpn(S) = {f € (Clzo, ..., 2n]) +
f(z) =0 para todo = € S}.

Denotaremos por (ag : ... : a,) a classe de equivaléncia de (ay, ...a,).

Essa ideia pode ser generalizada para um corpo arbitrario, isto é, podemos trocar C
por um corpo k e obter assim um outro espaco projetivo. Denotaremos por P}, o espago
projetivo de dimensao n, sobre o corpo k.

Nullstelensatz projetivo: Seja k um corpo algebricamente fechado. Temos assim que
Ipn(Vpr (1)) = /I, para todo ideal I homogéneo de k[zo, ..., x,] com I C (k[zo, ..., ¥n])+,
pelo Nullstelensatz ja conhecido.

Assim, existe uma correposdéncia biunivoca entre os ideais radicais de Proj(k[zo, ..., x,])
e os subconjuntos de P! da forma Vpr(I), dado por Vpn, pois Ven e Ipn sao um o inverso
do outro, visto que a outra composicao dar a identidade é valida sempre.
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