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Resumo

O proposito deste trabalho é ampliar o dicionério entre Algebra e Geometria ja estabele-
cido através do Teorema Nullstellensatz de Hilbert. Para tal, construimos o espaco projetivo como
forma de extensdo ao espaco afim e nele estudamos as condicdes necessarias para que obtenha-
mos correspondéncias biunivocas entre ideais e variedades projetivas.

1. Precedentes

A construcdo do espaco projetivo surge como uma extensdo a ideia do espaco afim. Recordemos que,
fixados um corpo k e um inteiro n > 0, definimos o espaco afim de dimensao n sobre k da seguinte
forma:

Ay :={a=(ai,....an) |q; €kVi=1,...,n}. (1)
A partir deste, dado S C k[x1,...,X,], temos a variedade afim definida por S:
Vu(S):={ac Al | f(a)=0V f €S} 2)
Se temos X C Az uma variedade afim, podemos construir um ideal de k[x1, ..., X,], o0 qual chama-
remos de ideal de X :
I,(X):={f ek[x1,....,xx] | f(a) =0V a e X} 3)

Podemos, entdo, estudar uma determinada variedade afim X C A} através da passagem para o
respectivo ideal I;(X). Reciprocamente, dado um ideal I C k[x1,...,X,], definimos o conjunto

Vo(I):={acAl| f(a)=0VY fel}. (4)

Em [Dav15|] §2.5 temos a garantia de que V(I) é, de fato, uma variedade afim. Para tal, fazemos o
uso do Teorema da Base de Hilbert, o qual também est4 enunciado no capitulo.

Dessa forma, conseguimos encontrar correspondéncias entre variedades afim e ideais, X — 1,(X),
e entre ideais e variedades afim, I — V4 (I). Apesar de um primeiro passo, ainda contamos com
uma série de percalcos — veremos a seguir alguns deles.

O mapaV, ndo é injetor: em k[x], os ideais (x) e (x2), apesar de diferentes, sio mapeados na mesma
variedade V4 (x) = V4 (x?) = {0}. O mapa I, ndo é nem injetor nem sobrejetor: em A}(, temos que
1,(Z) =14(A}) = (0) e o ideal (x?) ¢ ImI,,.

Podemos, no entanto, contornar tais adversidades restringindo-nos a certos subconjuntos de ideais e
de variedades afins. Com tais restri¢des, conseguimos que V, e I; se tornem mutualmente bijetivos.



Teorema 1.1. (Nullstellensatz de Hilbert). Se k é algebricamente fechado, entdo valem:
(1) Todo ideal maximal m C k[x1,...,X,] tema formam = (x; — a1,...,x, — ap) = I;(a) para
algum pontoa = (ai, ..., ay) € A
) SeJ C k[x1,...,x,] éumideal préprio, entdo V,(J) # @.

(3) Paratodol] C k[x,...,x,] ideal, temos que I,(V4(J)) = VJ.

Demonstracao.
)

Primeiramente, mostremos que todo ideal da forma (x; —ay, ..., X, —ay) paraa = (ay,...,an) € A}
¢ maximal. Para isso, consideremos o seguinte mapa:

k[x1,...,xn] — k
fr— f(a)

O niticleo desse mapa € justamente o conjunto dos polindmios que se anulam em a, i.e. que sdo
divisiveis por x; — @; para algum i. Como o mapa ¢é sobrejetor, temos o isomorfismo

k[x1,...,%n] ~ K
(xl - al""axn _an)
Por outro lado, seja m C k[x,...,X,] um ideal maximal. Assim, k[x,...,Xx,]/m é corpo. Além
disso, k[x1,...,x,]/m é uma k-4lgebra finita, com geradores x; + m, i = 1,...,n. O Teorema de

Normalizagdo de Noether ([Kla03|] §1.1 e [Yur0O1]] §1.4) nos garante que k[x1, ..., x,]/m é algébrico
sobre o corpo k. Como inicialmente tomamos k algebricamente fechado, temos o seguinte isomor-
fismo:

¢k k[x1,...,%n] — k[x1,...,%,]/m

Assim, se paracadai = 1,...,n definirmos a; := ¢~!(x; + m), entdo x; — a; € Ker 7 = m. Dessa
forma, (x; — a1,...,%X, — ay) € m. Javimos que (x; — ay,..., X, — a,) € um ideal maximal, o que
nos permite concluir que (x; — ap,..., Xy — ay) = 0.

@)

SejaJ C k[x1,...,X,]. Como k[x1,...,X,] é um anel noetheriano, entdo existe m ideal maximal
comJ C m ([YurO1] §1.3). De acordo com o item anterior, existe a € A} satisfazendo m = I,(a).
Com isso, {a} = Vy(Iz(a)) CV,(J) = Vy(J) # @.

3

O passo a passo descrito na demonstracdo deste item é denominado Lema de Rabinovich ([Kla03]]
§1.1 e [YurOll| §1.3). Sejam J C k[xi,...,Xx,] um ideal e f € I,(V,(J)). Definiremos o ideal
Jri=(, fxns1 — 1) Ck[x1,...,Xn, Xp41]. Assim,

Va(Jy) ={(a,an+1) € AZH la€eVy()), f(a)an =1}



A projecdo nas n primeiras coordenadas mapeia V,(Jy) ao subconjunto de V,(J) cujos elementos
a satisfazem f(a) # 0. Como f € 1,(V,(J)), entdo V,(Jr) = @. De acordo com o item anterior, J; =
k[x1,...,Xn, Xns1], 0 que nos implica que 1 € Jy e, portanto, que existem g; € k[x1,...,Xp, Xn11] €
fieJcomi=1,...,rtaisque

,
1= Zgl Jilxt, s X, Xna1) + Gnar (f Xnar = (X1, -0, X, Xna1) € K[X1,0. 0, X, Xnaa ]
i=1

Por termos uma igualdade polinomial, podemos substituir qualquer varidvel x; por um elemento de
qualquer k-algebra - aqui, substituiremos x;,.; por 1.

Seja d o maior grau de X, que aparece nos polindmios gi, . . . , gn+1. Ao multiplicarmos a igualdade
anterior por f¢ obtemos, para g; := f¢g;,

,
F4= "G il X 1) + Gt (f Xnea = D(X1 0, X 1),
i=1

Ao tomarmos o quociente pelo ideal (f x,+1 — 1), teremos a seguinte relacio satisfeita:

,
f= ) G hG X 1) (mod (f Xns1 — 1).
i=1
Escrevendo h;(x1,...,X,) :=9i(X1,...,%Xn, 1),

deZhif,-(xl,...,xn) (mod (f xp41 — 1).
i-1

Por fim, sabemos que o seguinte mapa € injetor:

k[x17 R ’xn’ er—].]

(f Xn+1 — 1) ’

k[x1,...,xn] —

0 que nos garante que

fi= Zhifi(xl,...,xn) c k[x1,...,%n]
i=1

e, portanto, f? € J. O
Corolario 1.2. Se k é algebricamente fechado, os mapas V, e 1, induzem as seguintes bijecoes:

{ideais radicais em k[x1, ..., Xx,]} 2L, {variedades em A}}

1:1
{ideais maximais em k[x,,...,x,]} «<— {pontosem A}’}



2. O Plano Projetivo

Como continuagdo ao nosso diciondrio entre algebra e geometria, aumentaremos o espago afim A}
adicionando o que chamaremos de pontos no infinito. Assim, teremos o denominado espaco projetivo
n-dimensional sobre k, I]J”k’. Partiremos, no entanto, de um exemplo mais simples e concreto para,
depois, generalizarmos os conceitos estudados. Por enquanto, tomaremos o corpo k =R en = 2.

Notemos que em R2, duas retas interceptam-se em um ponto, exceto se forem paralelas. Uma pos-
sivel alternativa a essa excecdo é considerar que duas retas paralelas se encontram em algum ponto
do infinito.

€2
Encontram-se em algum
ponto do infinito.

€1

Encontram-se em algum
ponto do infinito.

Figura 1: Representacdo esquemética do plano R? com pares
de retas paralelas. Segundo nossa constru¢do, cada par deve se
encontrar em algum ponto no infinito.

Intuitivamente, podemos vizualizar essa ideia ao olharmos dois trilhos paralelos e retilineos de uma
estrada de ferro plana. Temos a impressdo visual de que os trilhos se aproximam e, eventualmente,
se encontram em um lugar no horizonte, o qual chamamos de ponto de fuga. Constatamos, também,
que trilhos de vias férreas nao-paralelas encontram-se em diferentes pontos de fuga. Isso nos induz
a considerar diferentes pontos no infinito, a depender da direcdo das retas.

Ponto de Ponto de

Fuga FUg  Linha do

Horizonte

Figura 2: Exemplo esquemadtico da constru¢do proposta com
enfoque nos diferentes pontos de fuga sobre a linha do hori-
zonte.



Para uma melhor formulacéo, consideraremos a seguinte relacdo de equivaléncia: dadas r; e r, retas
do plano R?, diremos que r; ~ r, se forem paralelas. Denotaremos por [r] a classe de equivaléncia
de todas as retas paralelas ar.

Assim, introduziremos um ponto no infinito para cada classe de equivaléncia [r], o qual denotare-
mos por [r]w, € definiremos o plano projetivo P%, ainda que de maneira informal, como a unido do
plano R? com o conjunto de todos os pontos no infinito. Cabe, aqui, uma observagdo importante: de
acordo com a Figura|2] percebemos que as retas paralelas ao horizonte ndo possuem um ponto no
infinito correspondente.

Agora que contamos com uma visdo mais concreta e intuitiva acerca do plano projetivo, podemos
dar um passo a frente em relacdo a formalizacdo matemética do conceito. Migraremos para o espago
R3 - 0 porqué ficar4 claro com as interpretacdes que daremos para as consideracdes seguintes.

Dados dois pontos a = (a;,az,a3), b = (by, ba, b3) € R3\ {(0,0,0)}, estabeleceremos a seguinte
relacdo de equivaléncia: a ~ b se existe A € R \ {0} tal que a = 1b.

Definicdo 2.1. Chamamos de plano projetivo, denotado por P%, o conjunto das classes de equiva-
léncia sob ~ descrita anteriormente:

PR := (R*\ {(0,0,0)})/~ . (5)

Dado um ponto a = (a1, a;,0a3) € R3\ (0,0,0), denotaremos sua classe de equivaléncia a € IP’%R por
a = (a; : ay : a3) echamaremos (a; : a, : az) de coordenadas homogéneas de a.

Definicdo 2.2. Dados a, 3,y € R ndo todos nulos, diremos que o conjunto
{a e I]J’@zR | a = (a1, az,a3) comaa; +Pa; +yaz =0} (6)
é uma reta projetiva em [P’é{.

Observemos que se a equacgdo aa; +3a+y as = 0vale para um determinado conjunto de coordenadas
homogéneas (a; : a, : as) de a € P2, entdo ela vale para todas as coordenadas homogéneas de a:
dadas (b; : by : b3) outras coordenadas homogéneas de a, existe A € R \ {0} tal que (b; : by : b3) =
Alay @ ay @ az). Assim, aby + 8by + ybs = ala; + fAa, + yAaz = A(aay + Baz +yaz) = 0.

Precisamos agora mostrar que essas nossas definicdes mais precisas coincidem, de fato, com o con-
ceito intuitivo que estabelecemos anteriormente. Para isso, consideraremos o seguinte mapa:

i3 : R? — P%

(a1, @) — (a1 1 az: 1)

(7

Proposicio 2.3. O mapa i3 é injetor e o complemento de sua imagem é a reta projetiva Hy, : = {a €
P2 la=(a:a;:0)}

Demonstracdo.

i3(a1,a) = i3(b1,b2) = (a1:a2:1)=(b1:by:1)
= dieR\{0}talque (b;:by:1)=A(a;:az: 1)
= A1=1

= bi=aieby=a = (a1,az) = (b1,b2)



Sejaa = (a1 : az : a3) € Pﬂé. Se a3 = 0, entdo a estd na reta projetiva determinada por a; = 0.
Seas # 0, (a1 : a3 : a3) = (ma;! @ axa3’ 1 1) = iz(a1a3?, aza3?). Pela propria construgo de is,
notamos que Imiz N Hy, = . m|

Com a Proposicio podemos fazer a identificacdo [P’%R = R? U H, a qual vai ao encontro da
descricao informal que haviamos feito anteriormente.

Cabe aqui uma interpretacdo geométrica dos pontos no plano projetivo pois, de inicio, ndo parece
muito direta a relacdo do espago R3 com o dito plano projetivo.

Dadoum pontoa = (a; : a3 : a3) € [P’HZQ, todas as outras coordenadas homogéneas possiveis para a
tém a forma A(q; : ay : a3), A € R\ {0}. Olhando em R3, isso corresponde aos pontos com a forma
Alay, az, az), 0s quais pertencem todos a uma mesma reta que passa pela origem.

Reciprocamente, dada uma reta r em R3 que passa pela origem, qualquer ponto a = (aj, a,as) €
r \ {(0,0,0)} nos fornece um ponto a = (a; : a; : a3) € [FD%R unicamente determinado - qualquer
outro ponto em r \ {(0,0,0)} é multiplo de a, o que corresponde 2 mesma classe de equivaléncia a.

Assim, temos uma correspondéncia biunivoca entre os pontos em [P’ﬁ e as retas em R3 que passam
pela origem.

Planoas; =1

Figura 3: Representacio esquemaética do espaco R3 e o plano

as = 1. Notamos, aqui, a correspondéncia entre as retas que
. . . 2

passam pela origem e os pontos no plano projetivo P, .

Todo ponto (a;, a,) € R? pode ser identificado com o ponto a = (ay, az, 1) no plano az = 1; este, por
sua vez, determina unicamente uma reta que passa pela origem e um ponto a = (a; : a; : 1) € P2,
o qual estd na imagem do mapa i3 definido em (7). Como vimos na Proposi¢ao[2.3] tal mapa ndo ¢
sobrejetor: as retas contidas no plano e; e; ndo imprimem pontos no plano a; = 1; os pontos de tais
retas sdo justamente os que tém coordenada a; = 0 e, portanto, correspondem a reta projetiva H,.

3. O Espaco Projetivo

Munidos de uma visio concreta, podemos partir para a construcio do espaco projetivo, o qual con-
siste, essencialmente, na generalizacdo do plano projetivo. A partir de agora, consideraremos fixados
k um corpo qualqueren > 1.



Dados a = (ag,...,ay),b = (bo,...,b,) € k™!, diremos que a ~ b se existir 4 € k \ {0} tal que
b = Aa. Verifica-se que ~ &, de fato, uma relagio de equivaléncia em k"*!.

Definicdo 3.1. Chamamos de espaco projetivo n-dimensional sobre o corpo k, e denotamos por P,
o conjunto das classes de equivaléncia sob ~ descrita acima em k"' \ {0}:

Pr o= (K" \ {0})/~ (®)
Dado a = (ay, ..., a,) € k" \ {0}, denotamos sua classe de equivaléncia a € Py por(ap:...:an)e
diremos que (ao : ... : a,) sdo as coordenadas homogéneas de a.

Assim como 0 no caso particular anterior, o espago projetivo P}’ pode ser decomposto em uma parte
afim e em outra parte projetiva. Para isso, consideremos os seguintes subconjuntos de P}’:

U :={a=(ap:...:ap) € P} | a, # 0} ©)
H :={a=(ap:...:ay) € P} |a,=0}

Proposicao 3.2. H, pode ser identificado com P""!(k) e U, pode ser identificado com Ay. Assim,

Py =AU P 1(k).

Demonstracgdo.
Consideremos o seguinte mapa:

i : Ay — Uy

(10)
a,...,ap)— (@ :...:aq¢-1:1:ar:...:0ap)

Analogamente 4 demonstracdo da Proposiciao verificamos que i, € injetor. Com isso, temos a
correspondéncia U, = A}.

Ainda sob a luz da Propesicio 2.3} notamos que i, ndo ¢é sobrejetor e que o complementar de sua
imagem ¢ o conjunto H,. Este, por sua vez, pode ser identificado com P"~1(k) ao desconsiderarmos
a r-ésima componente de seus pontos. O

Fixado r, € comum denominarmos U, como a parte afim de P} e H, como hiperplano no infinito.
Os pontos em H, sdo chamados de pontos no infinito e consistem na generalizacdo em dimensodes
maiores para os pontos de fuga propostos na Figura 2}

4. Variedades Projetivas

Nosso proximo passo na extensao do espaco afim para o projetivo sera considerarmos variedades em
P- Em (2) vimos que qualquer subconjunto S C k[x1,...,x,] define uma variedade afim V,4(S).
Jaem [P’z, veremos que nao desfrutamos de tal liberdade.

Consideremos o polindémio f(x1,x;) = xf — 2x; € R[x1,x3]. Observamos que o ponto a =
(a@p:ay:a)=(1:2:2)€ [P’UZQ satisfaz a equacdo f(aj, a;) = 0. Substituindo, temos 22 — 2 - 2 = 0.
No entanto, os pontos de IP’%R sdo classes de equivaléncia, de forma que (2:4:4) = (1:2:2), mas
42-2.4=8=+0.

Para contornarmos tal adversidade, faremos uma restri¢do ao conjunto dos polindmios com os quais
trabalharemos.



Definicdo 4.1. Um polindémio f(xo,...,Xn) = 2; Ci xg‘) .. .xﬁ" € k[xo,...,x,] édito homogéneo de
grau total d se todos os seus monomios tém o mesmo graud = do + ...+ dy.

Proposicao 4.2. Seja f € k[xy,...,Xx,] um polinomio homogéneo. Se f se anula em algum conjunto
de coordenadas homogéneas de a = (ao : ... : ay) € Py, entdo f se anula em todos os conjuntos de
coordenadas homogéneas de a.

Demonstragdo.

Suponhamos que f(ay,...,a,) = 0 e consideremos a = (ap : ... : ay) = (dag : ... : 1a,) conjuntos
de coordenadas homogéneas de a € P}.

Se f ¢ homogéneo de grau total d, entdo todos os termos de f tém a forma c; xg° . .x,‘f", com

d=dy+...+d,.
Substituindo x; por Aq;, temos que

Ci xg° ...x,‘f” =ci(Aap)® ... (Aay)®
=c; A% ag° L A% a,‘f”

= ¢; Adot-+dn ago ...a%

_ 2d . do d
=Acay ... a"

Dessa forma, A4 aparece em todos os termos de f e pode ser colocado em evidéncia. Com isso,
f(lag, ..., ay) =A% f(ag,...,a,) =0. O

Definicdo 4.3. Dado um subconjunto de polinémios homogéneos T C k[xy,...,Xx,]|, chamamos de
variedade projetiva definida por T o subconjunto de P}

V(T):={a=(ap:...:a,) € P} | f(ao,...,an) =0V f €T}. (11)

5. Versio Projetiva do Dicionario entre Algebra e Geometria

Nosso intuito nesta secdo sera estudar a versdo projetiva das correspondéncias obtidas no Corolario
J4a vimos que foi preciso cuidado na hora de se definir variedades projetivas: tivemos que nos
limitar a polindmios homogéneos para defini-las. Veremos que também certa prudéncia devera ser
tomada para o caso de ideais.

Dados dois polindmios homogéneos fi, f> € k[xo,...,X,], se os graus totais de f; e f, forem di-
ferentes, a soma f; + f, ndo mais serd um polindmio homogéneo. No entanto, temos observacoes
importantes a fazer.

Proposicao 5.1. Sejam f1,..., fr € k[xo,...,Xxn] polinbmios homogéneos. Todo elemento do ideal
I = (f1,...,fr) se anula em todas as coordenadas homogéneas de cada ponto da variedade X =
V(fi,. ... fr)



Demonstragao.

Um elemento f € I temaforma f = )7, g; fiparag; € k[xo,...,x,] Vi=1,...,1.
Dadoa=1(aq:...:an) € X, temos que fi(ag,...,a,) =0Vi=1,...,r.

= f(ao,...,an) = Xi 9i(ao,...,an) fi(ao,...,a,) =0.

A Proposiciao 4.2/ nos garante o mesmo resultado para qualquer conjunto de coordenadas homo-
géneas de a. O

Definicdo 5.2. Um ideal I C k[x,...,x,] é dito homogéneo se para cada g € I, as componentes
homogéneas g; de g pertencem a I.

Teorema 5.3. Sejal C k[Xy,...,Xx,]. Sdo equivalentes:
() I éum ideal homogéneo.

@ I=(f,...,fr)para fi,..., fr polindmios homogéneos.

Demonstracdo.
1) = (2

Seja I um ideal homogéneo. O Teorema da Base de Hilbert ([Dav15] §2.5) nos garante que existem
gi,---,gr € k[xo,...,%x,], ndo necessariamente homogéneos, tais que I = (g1, ..., g,). Assim como
proposto anteriormente, podemos expandir cada g; na soma de suas componentes homogéneas:

gi = 2?21 gij-

ChamemosJ = (g11,---,91d>---»9r1»- - - » gra)- COomo cada g; é a soma de geradores de J, temos que
I C J. Por outro lado, I homogéneo = todos os g;j estdo em I. Assim, todas as componentes de
g; pertencem a I paracadai=1,...,r. Comisso, g; € I eJ C I. Dessa forma, I =J.

(2 = Q)

Suponhal = (fi,..., f;) para fi,..., fr homogéneos. Todo f € I tem a forma f = }_, g; fi e cada
gi pode ser escrito como a soma de suas componentes homogéneas g; = Z}izl gij.- Juntando tudo,

temos que f = Y[, Z‘f:l gij fi-

Cada um dos termos g;; f; ¢ homogéneoel ¢ umideal = g;; f; € I, 0 que coincide com a definicdo
de I ideal homogéneo. o

Definicao 5.4. Seja I C k[xo, ..., x,] um ideal homogéneo. Definimos o subconjunto de PP}

V() :={aePy| f(a)=0V f elI}. (12)
A caracterizacdo de ideais homogéneos apresentada no Teorema 5.3 nos assegura que V(I) é uma
variedade projetivae,se I = (fi,..., f;) para fi,..., fr homogéneos, entio V(I) = V(fi,..., fr)-

No sentido contrario da definicdo anterior, estabeleceremos agora um mapa correspondendo varie-
dades projetivas a ideais:



Proposicio 5.5. Sejam X C P} e

IX):={f e k[x0,...,xn] | f(Qo,...,an) =0V (ap:...:a,) € X} (13)
Se k é infinito, entdo I1(X) é um ideal homogéneo em k[Xxo, . .., Xy].
Demonstracao.
Dados dois polindémios f, g € I(X), paratodopontoa = (ap : ... : a,) € X, temos que f(ao,...,an) =
g(ao,...,a,) =0. Comisso, (f+g)(ao,...,a,) = 0. Se tomarmos outro polindbmio h € k[xo, ..., X,],
ainda assim teremos que (h - f)(ay,...,a,) = 0. Dessa forma, I(X) é um ideal de k[xo, .. ., X,].

Precisamos, agora, mostrar que I(X) ¢ homogéneo. Ja vimos no Teorema|5.3|que podemos escrever
f como soma de suas componentes homogéneas f = Z‘}zl fj- Em uma argumentacdo andloga a
feita na Proposicao qualquer outro conjunto de coordenadas homogéneas para a tem a forma
(Aag : ... : day) para A € k \ {0}. Substituindo, temos

d
f(Aao,...,Aay) = ij(/lao, o Aay)

j=1
d .
= > Mfja, ..., an).
j=1

Como, por hipétese, f se anula em a (para todas as coordenadas homogéneas possiveis) entdo cada
fj também se anula em a e, portanto, pertence a I(X). Dessa forma, I(X) é um ideal homogéneo. O

Por vim, voltamos nossas atengdes para a versdo projetiva do Teoremall.1|(Nullstellensatz de Hilbert)
- mais uma vez, é preciso cuidado na passagem do afim para o projetivo. No caso afim, a contraposi-
tiva do item (3) nos garantia que, para k algebricamente fechado, dado I C k[x,..., x,] um ideal,
se Vo(J) =@, entdoJ = k[x1,...,X,].

Observemos, no entanto, o seguinte exemplo para k = C. Ao tomarmos o ideal I = (xg,...,X,) C
Clxo, .., xn], avariedade afim V(I) c P{ € definida pelo conjunto de equacdes
Xo=...=Xp =0. 14)

No entanto, os pontos de P ndo podem ter coordenadas homogéneas todas nulas, resultando que
V() = .

A fim de fazermos as devidas alteracdes na versdo projetiva do nosso dicionario, precisaremos da
seguinte projecdo

7 A {0} — P

(15)
(X05...,Xp) — (X0 :...:Xp)

Defini¢do 5.6. Dada X C P} variedade projetiva, definimos o cone afim de X
Ca(X) :=m71(X) U {0} (16)

Proposicdo 5.7. DadoI C k[xy,...,Xxy,] ideal homogéneo, C,(V(I)) = V,(I).

Demonstragdo.
acCy(V(I) = f(a)=0V fel — acVy,(I)

]
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Teorema 5.8. (Nullstellensatz Projetivo) Se k é algebricamente fechado eJ C k([xo,...,X,] é um
ideal homogéneo, entdo valem:

D VJ)=0 = (Xo,...,x,) C VJ.

@ V() #2 = I(VJ)) = VJ.

Demonstragao.
(1)
V) =0 < 7 (V(J)) =02

— Cy(V({J)) =@ ou{0}

— Cy(V())) c {0}

— V,(J) c{0}

= (Xo,... axn) = Ia({o}) - Ia(Va(J)) = \/j
2

Suponhamos V(J) # @.

fel(V())) & fel(Ca(V())
& dr>1talque f' eJ
= fe\/f.

Na tiltima implicacao, aplicamos a versio afim do Teoremal[L.1|(Nullstellensatz de Hilbert), seguindo
o esquema proposto por [Kla03]| §2.2 e [Rux] §1.1. ]

Corolario 5.9. Se k é algebricamente fechado, os mapasJ — V(J) e X + I(X) nos ddo a seguinte
bijecdo:
ideais radicais homogéneos 11 variedades projetivas
{ J C k[xg,...,x] } { X cPy }
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