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Resumo

O propósito deste trabalho é ampliar o dicionário entre Álgebra e Geometria já estabele-
cido através do Teorema Nullstellensatz de Hilbert. Para tal, construímos o espaço projetivo como
forma de extensão ao espaço a�m e nele estudamos as condições necessárias para que obtenha-
mos correspondências biunívocas entre ideais e variedades projetivas.

1. Precedentes

A construção do espaço projetivo surge como uma extensão à ideia do espaço a�m. Recordemos que,
�xados um corpo j e um inteiro m > 0, de�nimos o espaço a�m de dimensão m sobre j da seguinte
forma:

Èm
j := {a = (a1, . . . , am) | ah ∈ j ∀ h = 1, . . . ,m}. (1)

A partir deste, dado S ⊆ j[w1, . . . ,wm], temos a variedade a�m de�nida por S:

Va (S) := {a ∈ Èm
j | f(a) = 0 ∀ f ∈ S}. (2)

Se temos X ⊆ Èm
j
uma variedade a�m, podemos construir um ideal de j[w1, . . . ,wm], o qual chama-

remos de ideal de X:
Ia (X) := {f ∈ j[w1, . . . ,wm] | f(a) = 0 ∀ a ∈ X}. (3)

Podemos, então, estudar uma determinada variedade a�m X ⊆ Èm
j
através da passagem para o

respectivo ideal Ia (X). Reciprocamente, dado um ideal I ⊆ j[w1, . . . ,wm], de�nimos o conjunto

Va (I) := {a ∈ Èm
j | f(a) = 0 ∀ f ∈ I}. (4)

Em [Dav15] §2.5 temos a garantia de que V(I) é, de fato, uma variedade a�m. Para tal, fazemos o
uso do Teorema da Base de Hilbert, o qual também está enunciado no capítulo.

Dessa forma, conseguimos encontrar correspondências entre variedades a�m e ideais,X −→ Ia (X),
e entre ideais e variedades a�m, I −→ Va (I). Apesar de um primeiro passo, ainda contamos com
uma série de percalços – veremos a seguir alguns deles.

OmapaVa não é injetor: em j[w], os ideais (w) e (w2), apesar de diferentes, sãomapeados namesma
variedade Va (w) = Va (w2) = {0}. O mapa Ia não é nem injetor nem sobrejetor: em È1

j
, temos que

Ia (ℤ) = Ia (È1
j
) = (0) e o ideal (w2) ∉ Im Ia .

Podemos, no entanto, contornar tais adversidades restringindo-nos a certos subconjuntos de ideais e
de variedades a�ns. Com tais restrições, conseguimos queVa e Ia se tornemmutualmente bijetivos.
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Teorema 1.1. (Nullstellensatz de Hilbert). Se j é algebricamente fechado, então valem:

(1) Todo ideal maximal¹ ⊂ j[w1, . . . ,wm] tem a forma¹ = (w1 − a1, . . . ,wm − am) = Ia (a) para
algum ponto a = (a1, . . . , am) ∈ Èm

j
.

(2) Se J ( j[w1, . . . ,wm] é um ideal próprio, então Va (J) ≠ ∅.

(3) Para todo J ⊂ j[w1, . . . ,wm] ideal, temos que Ia (Va (J)) =
√
J.

Demonstração.

(1)

Primeiramente, mostremos que todo ideal da forma (w1−a1, . . . ,wm−am) para a = (a1, . . . , am) ∈ Èm
j

é maximal. Para isso, consideremos o seguinte mapa:

j[w1, . . . ,wm] −→ j

f ↦−→ f(a)

O núcleo desse mapa é justamente o conjunto dos polinômios que se anulam em a, i.e. que são
divisíveis por wh − ah para algum h. Como o mapa é sobrejetor, temos o isomor�smo

j[w1, . . . ,wm]
(w1 − a1, . . . ,wm − am)

' j.

Por outro lado, seja ¹ ⊂ j[w1, . . . ,wm] um ideal maximal. Assim, j[w1, . . . ,wm]/¹ é corpo. Além
disso, j[w1, . . . ,wm]/¹ é uma j-álgebra �nita, com geradores wh + ¹, h = 1, . . . ,m. O Teorema de
Normalização de Noether ([Kla03] §1.1 e [Yur01] §1.4) nos garante que j[w1, . . . ,wm]/¹ é algébrico
sobre o corpo j. Como inicialmente tomamos j algebricamente fechado, temos o seguinte isomor-
�smo:

- : j ↩−→ j[w1, . . . ,wm]
�−→ j[w1, . . . ,wm]/¹

Assim, se para cada h = 1, . . . ,m de�nirmos ah := -−1(wh +¹), então wh − ah ∈ Ker � = ¹. Dessa
forma, (w1 − a1, . . . ,wm − am) ⊆ ¹. Já vimos que (w1 − a1, . . . ,wm − am) é um ideal maximal, o que
nos permite concluir que (w1 − a1, . . . ,wm − am) = ¹.

(2)

Seja J ( j[w1, . . . ,wm]. Como j[w1, . . . ,wm] é um anel noetheriano, então existe ¹ ideal maximal
com J ⊂ ¹ ([Yur01] §1.3). De acordo com o item anterior, existe a ∈ Èm

j
satisfazendo¹ = Ia (a).

Com isso, {a} = Va (Ia (a)) ⊆ Va (J) =⇒ Va (J) ≠ ∅.

(3)

O passo a passo descrito na demonstração deste item é denominado Lema de Rabinovich ([Kla03]
§1.1 e [Yur01] §1.3). Sejam J ⊂ j[w1, . . . ,wm] um ideal e f ∈ Ia (Va (J)). De�niremos o ideal
Jf := (J,f wm+1 − 1) ⊂ j[w1, . . . ,wm,wm+1]. Assim,

Va (Jf) = {(a, am+1) ∈ Èm+1
j | a ∈ Va (J), f(a) am+1 = 1}.
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A projeção nas m primeiras coordenadas mapeia Va (Jf) ao subconjunto de Va (J) cujos elementos
a satisfazem f(a) ≠ 0. Como f ∈ Ia (Va (J)), então Va (Jf) = ∅. De acordo com o item anterior, Jf =

j[w1, . . . ,wm,wm+1], o que nos implica que 1 ∈ Jf e, portanto, que existem gh ∈ j[w1, . . . ,wm,wm+1] e
fh ∈ J com h = 1, . . . , q tais que

1 =
q∑
h=1

g1 fh (w1, . . . ,wm,wm+1) + gm+1 (f wm+1 − 1) (w1, . . . ,wm,wm+1) ∈ j[w1, . . . ,wm,wm+1].

Por termos uma igualdade polinomial, podemos substituir qualquer variável wh por um elemento de
qualquer j-álgebra – aqui, substituiremos wm+1 por 1.

Seja d omaior grau de wm+1 que aparece nos polinômios g1, . . . , gm+1. Aomultiplicarmos a igualdade
anterior por fd obtemos, para gh := fd gh,

fd =

q∑
h=1

gh fh (w1, . . . ,wm, 1) + gm+1(f wm+1 − 1) (w1, . . . ,wm, 1).

Ao tomarmos o quociente pelo ideal (f wm+1 − 1), teremos a seguinte relação satisfeita:

fd ≡
q∑
h=1

gh fh (w1, . . . ,wm, 1) (mod (f wm+1 − 1).

Escrevendo ℎh (w1, . . . ,wm) := gh (w1, . . . ,wm, 1),

fd ≡
q∑
h=1

ℎh fh (w1, . . . ,wm) (mod (f wm+1 − 1).

Por �m, sabemos que o seguinte mapa é injetor:

j[w1, . . . ,wm] ↩−→
j[w1, . . . ,wm,wm+1]
(f wm+1 − 1)

,

o que nos garante que

fd =

q∑
h=1

ℎh fh (w1, . . . ,wm) ⊂ j[w1, . . . ,wm]

e, portanto, fd ∈ J. �

Corolário 1.2. Se j é algebricamente fechado, os mapas Va e Ia induzem as seguintes bijeções:

{ideais radicais em j[w1, . . . ,wm]}
1:1←→ {variedades emÈm

j}

{ideais maximais em j[w1, . . . ,wm]}
1:1←→ {pontos emÈm

j}
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2. O Plano Projetivo

Como continuação ao nosso dicionário entre álgebra e geometria, aumentaremos o espaço a�mÈm
j

adicionando o que chamaremos de pontos no in�nito. Assim, teremos o denominado espaço projetivo
m-dimensional sobre j, ℙm

j
. Partiremos, no entanto, de um exemplo mais simples e concreto para,

depois, generalizarmos os conceitos estudados. Por enquanto, tomaremos o corpo j = ℝ e m = 2.

Notemos que em ℝ2, duas retas interceptam-se em um ponto, exceto se forem paralelas. Uma pos-
sível alternativa a essa exceção é considerar que duas retas paralelas se encontram em algum ponto
do in�nito.

e1

e2

Encontram-se em algum
ponto do in�nito.

Encontram-se em algum
ponto do in�nito.

Figura 1: Representação esquemática do plano ℝ2 com pares
de retas paralelas. Segundo nossa construção, cada par deve se
encontrar em algum ponto no in�nito.

Intuitivamente, podemos vizualizar essa ideia ao olharmos dois trilhos paralelos e retilíneos de uma
estrada de ferro plana. Temos a impressão visual de que os trilhos se aproximam e, eventualmente,
se encontram emum lugar no horizonte, o qual chamamos de ponto de fuga. Constatamos, também,
que trilhos de vias férreas não-paralelas encontram-se em diferentes pontos de fuga. Isso nos induz
a considerar diferentes pontos no in�nito, a depender da direção das retas.

Linha do
Horizonte

Ponto de
Fuga

Ponto de
Fuga

Figura 2: Exemplo esquemático da construção proposta com
enfoque nos diferentes pontos de fuga sobre a linha do hori-
zonte.
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Para umamelhor formulação, consideraremos a seguinte relação de equivalência: dadas q1 e q2 retas
do plano ℝ2, diremos que q1 ∼ q2 se forem paralelas. Denotaremos por [q] a classe de equivalência
de todas as retas paralelas a q.

Assim, introduziremos um ponto no in�nito para cada classe de equivalência [q], o qual denotare-
mos por [q]∞, e de�niremos o plano projetivo ℙ2

ℝ, ainda que de maneira informal, como a união do
planoℝ2 com o conjunto de todos os pontos no in�nito. Cabe, aqui, uma observação importante: de
acordo com a Figura 2, percebemos que as retas paralelas ao horizonte não possuem um ponto no
in�nito correspondente.

Agora que contamos com uma visão mais concreta e intuitiva acerca do plano projetivo, podemos
dar um passo a frente em relação à formalizaçãomatemática do conceito. Migraremos para o espaço
ℝ3 – o porquê �cará claro com as interpretações que daremos para as considerações seguintes.

Dados dois pontos a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) ∈ ℝ3 \ {(0, 0, 0)}, estabeleceremos a seguinte
relação de equivalência: a ∼ b se existe � ∈ ℝ \ {0} tal que a = �b.

De�nição 2.1. Chamamos de plano projetivo, denotado por ℙ2
ℝ, o conjunto das classes de equiva-

lência sob ∼ descrita anteriormente:

ℙ2
ℝ : = (ℝ3 \ {(0, 0, 0)})/∼ . (5)

Dado um ponto a = (a1, a2, a3) ∈ ℝ3 \ (0, 0, 0), denotaremos sua classe de equivalência a ∈ ℙ2
ℝ por

a = (a1 : a2 : a3) e chamaremos (a1 : a2 : a3) de coordenadas homogêneas de a .

De�nição 2.2. Dados �, �, � ∈ ℝ não todos nulos, diremos que o conjunto

{a ∈ ℙ2
ℝ | a = (a1, a2, a3) com �a1 + �a2 + �a3 = 0} (6)

é uma reta projetiva em ℙ2
ℝ.

Observemos que se a equação�a1+�a2+�a3 = 0 vale para umdeterminado conjunto de coordenadas
homogêneas (a1 : a2 : a3) de a ∈ ℙ2

ℝ, então ela vale para todas as coordenadas homogêneas de a :
dadas (b1 : b2 : b3) outras coordenadas homogêneas de a , existe � ∈ ℝ \ {0} tal que (b1 : b2 : b3) =
�(a1 : a2 : a3). Assim, �b1 + �b2 + �b3 = ��a1 + ��a2 + ��a3 = �(�a1 + �a2 + �a3) = 0.

Precisamos agora mostrar que essas nossas de�nições mais precisas coincidem, de fato, com o con-
ceito intuitivo que estabelecemos anteriormente. Para isso, consideraremos o seguinte mapa:

h3 : ℝ2 −→ ℙ2
ℝ

(a1, a2) ↦−→ (a1 : a2 : 1)
(7)

Proposição 2.3. O mapa h3 é injetor e o complemento de sua imagem é a reta projetiva H∞ : = {a ∈
ℙ2
ℝ | a = (a1 : a2 : 0)}.

Demonstração.

h3(a1, a2) = h3(b1, b2) =⇒ (a1 : a2 : 1) = (b1 : b2 : 1)
=⇒ ∃ � ∈ ℝ \ {0} tal que (b1 : b2 : 1) = �(a1 : a2 : 1)
=⇒ � = 1
=⇒ b1 = a1 e b2 = a2 =⇒ (a1, a2) = (b1, b2)
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Seja a = (a1 : a2 : a3) ∈ ℙ2
ℝ. Se a3 = 0, então a está na reta projetiva determinada por a3 = 0.

Se a3 ≠ 0, (a1 : a2 : a3) = (a1a−13 : a2a−13 : 1) = h3(a1a−13 , a2a
−1
3 ). Pela própria construção de h3,

notamos que Im h3 ∩H∞ = ∅. �

Com a Proposição 2.3, podemos fazer a identi�cação ℙ2
ℝ = ℝ2 t H∞, a qual vai ao encontro da

descrição informal que havíamos feito anteriormente.

Cabe aqui uma interpretação geométrica dos pontos no plano projetivo pois, de início, não parece
muito direta a relação do espaço ℝ3 com o dito plano projetivo.

Dado um ponto a = (a1 : a2 : a3) ∈ ℙ2
ℝ, todas as outras coordenadas homogêneas possíveis para a

têm a forma �(a1 : a2 : a3), � ∈ ℝ \ {0}. Olhando em ℝ3, isso corresponde aos pontos com a forma
�(a1, a2, a3), os quais pertencem todos a uma mesma reta que passa pela origem.

Reciprocamente, dada uma reta q em ℝ3 que passa pela origem, qualquer ponto a = (a1, a2, a3) ∈
q \ {(0, 0, 0)} nos fornece um ponto a = (a1 : a2 : a3) ∈ ℙ2

ℝ unicamente determinado – qualquer
outro ponto em q \ {(0, 0, 0)} é múltiplo de a, o que corresponde à mesma classe de equivalência a .

Assim, temos uma correspondência biunívoca entre os pontos em ℙ2
ℝ e as retas em ℝ3 que passam

pela origem.

e1

e2

e3

Plano a3 = 1

Figura 3: Representação esquemática do espaço ℝ3 e o plano
a3 = 1. Notamos, aqui, a correspondência entre as retas que
passam pela origem e os pontos no plano projetivo ℙ2

ℝ.

Todo ponto (a1, a2) ∈ ℝ2 pode ser identi�cado com o ponto a = (a1, a2, 1) no plano a3 = 1; este, por
sua vez, determina unicamente uma reta que passa pela origem e um ponto a = (a1 : a2 : 1) ∈ ℙ2

ℝ,
o qual está na imagem do mapa h3 de�nido em (7). Como vimos na Proposição 2.3, tal mapa não é
sobrejetor: as retas contidas no plano e1 e2 não imprimem pontos no plano a3 = 1; os pontos de tais
retas são justamente os que têm coordenada a3 = 0 e, portanto, correspondem à reta projetivaH∞.

3. O Espaço Projetivo

Munidos de uma visão concreta, podemos partir para a construção do espaço projetivo, o qual con-
siste, essencialmente, na generalização do plano projetivo. A partir de agora, consideraremos �xados
j um corpo qualquer e m ≥ 1.
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Dados a = (a0, . . . , am),b = (b0, . . . , bm) ∈ jm+1, diremos que a ∼ b se existir � ∈ j \ {0} tal que
b = �a. Veri�ca-se que ∼ é, de fato, uma relação de equivalência em jm+1.

De�nição 3.1. Chamamos de espaço projetivo m-dimensional sobre o corpo j, e denotamos por ℙm
j
,

o conjunto das classes de equivalência sob ∼ descrita acima em jm+1 \ {0}:

ℙm
j : = (j

m+1 \ {0})/∼ (8)

Dado a = (a0, . . . , am) ∈ jm+1 \ {0}, denotamos sua classe de equivalência a ∈ ℙm
j
por (a0 : . . . : am) e

diremos que (a0 : . . . : am) são as coordenadas homogêneas de a .

Assim como o no caso particular anterior, o espaço projetivo ℙm
j
pode ser decomposto em uma parte

a�m e em outra parte projetiva. Para isso, consideremos os seguintes subconjuntos de ℙm
j
:

Uq : = {a = (a0 : . . . : am) ∈ ℙm
j | aq ≠ 0}

Hq : = {a = (a0 : . . . : am) ∈ ℙm
j | aq = 0}

(9)

Proposição 3.2. Hq pode ser identi�cado com ℙm−1(j) e Uq pode ser identi�cado com Èm
j
. Assim,

ℙm
j
' Èm

j
t ℙm−1(j).

Demonstração.
Consideremos o seguinte mapa:

hq : Èm
j −→ Uq

(a1, . . . , am) ↦−→ (a1 : . . . : aq−1 : 1 : aq : . . . : am)
(10)

Analogamente à demonstração da Proposição 2.3, veri�camos que hq é injetor. Com isso, temos a
correspondência Uq ' Èm

j
.

Ainda sob a luz da Proposição 2.3, notamos que hq não é sobrejetor e que o complementar de sua
imagem é o conjuntoHq. Este, por sua vez, pode ser identi�cado comℙm−1(j) ao desconsiderarmos
a q-ésima componente de seus pontos. �

Fixado q, é comum denominarmos Uq como a parte a�m de ℙm
j
e Hq como hiperplano no in�nito.

Os pontos em Hq são chamados de pontos no in�nito e consistem na generalização em dimensões
maiores para os pontos de fuga propostos na Figura 2.

4. Variedades Projetivas

Nosso próximo passo na extensão do espaço a�m para o projetivo será considerarmos variedades em
ℙm
j
. Em (2) vimos que qualquer subconjunto S ⊆ j[w1, . . . ,wm] de�ne uma variedade a�m Va (S).

Já em ℙm
j
, veremos que não desfrutamos de tal liberdade.

Consideremos o polinômio f(w1,w2) = w21 − 2w2 ∈ ℝ[w1,w2]. Observamos que o ponto a =

(a0 : a1 : a2) = (1 : 2 : 2) ∈ ℙ2
ℝ satisfaz a equação f(a1, a2) = 0. Substituindo, temos 22 − 2 · 2 = 0.

No entanto, os pontos de ℙ2
ℝ são classes de equivalência, de forma que (2 : 4 : 4) = (1 : 2 : 2), mas

42 − 2 · 4 = 8 ≠ 0.

Para contornarmos tal adversidade, faremos uma restrição ao conjunto dos polinômios com os quais
trabalharemos.
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De�nição 4.1. Um polinômio f(w0, . . . ,wm) =
∑

h ch w
d0
0 . . .wdmm ∈ j[w0, . . . ,wm] é dito homogêneo de

grau total d se todos os seus monômios têm o mesmo grau d = d0 + . . . + dm.

Proposição 4.2. Seja f ∈ j[w0, . . . ,wm] um polinômio homogêneo. Se f se anula em algum conjunto
de coordenadas homogêneas de a = (a0 : . . . : am) ∈ ℙm

j
, então f se anula em todos os conjuntos de

coordenadas homogêneas de a .

Demonstração.

Suponhamos que f(a0, . . . , am) = 0 e consideremos a = (a0 : . . . : am) = (�a0 : . . . : �am) conjuntos
de coordenadas homogêneas de a ∈ ℙm

j
.

Se f é homogêneo de grau total d, então todos os termos de f têm a forma ch w
d0
0 . . .wdmm , com

d = d0 + . . . + dm.

Substituindo wh por �ah, temos que

ch w
d0
0 . . .wdmm = ch (� a0)d0 . . . (� am)dm

= ch �
d0 ad00 . . . �dm admm

= ch �
d0+...+dm ad00 . . . admm

= �d ch a
d0
0 . . . admm

Dessa forma, �d aparece em todos os termos de f e pode ser colocado em evidência. Com isso,
f(� a0, . . . , � am) = �d f(a0, . . . , am) = 0. �

De�nição 4.3. Dado um subconjunto de polinômios homogêneos T ⊂ j[w0, . . . ,wm], chamamos de
variedade projetiva de�nida por T o subconjunto de ℙm

j

V(T ) : = {a = (a0 : . . . : am) ∈ ℙm
j | f(a0, . . . , am) = 0 ∀ f ∈ T }. (11)

5. Versão Projetiva do Dicionário entre Álgebra e Geometria

Nosso intuito nesta seção será estudar a versão projetiva das correspondências obtidas noCorolário
1.2. Já vimos que foi preciso cuidado na hora de se de�nir variedades projetivas: tivemos que nos
limitar a polinômios homogêneos para de�ni-las. Veremos que também certa prudência deverá ser
tomada para o caso de ideais.

Dados dois polinômios homogêneos f1,f2 ∈ j[w0, . . . ,wm], se os graus totais de f1 e f2 forem di-
ferentes, a soma f1 + f2 não mais será um polinômio homogêneo. No entanto, temos observações
importantes a fazer.

Proposição 5.1. Sejam f1, . . . ,fq ∈ j[w0, . . . ,wm] polinômios homogêneos. Todo elemento do ideal
I = (f1, . . . ,fq) se anula em todas as coordenadas homogêneas de cada ponto da variedade X =

V(f1, . . . ,fq).
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Demonstração.

Um elemento f ∈ I tem a forma f =
∑q

h=1 gh fh para gh ∈ j[w0, . . . ,wm] ∀ h = 1, . . . , q.

Dado a = (a0 : . . . : am) ∈ X, temos que fh (a0, . . . , am) = 0 ∀ h = 1, . . . , q.

=⇒ f(a0, . . . , am) =
∑q

h=1 gh (a0, . . . , am) fh (a0, . . . , am) = 0.

A Proposição 4.2 nos garante o mesmo resultado para qualquer conjunto de coordenadas homo-
gêneas de a . �

De�nição 5.2. Um ideal I ⊂ j[w0, . . . ,wm] é dito homogêneo se para cada g ∈ I, as componentes
homogêneas gh de g pertencem a I.

Teorema 5.3. Seja I ⊆ j[w0, . . . ,wm]. São equivalentes:
(1) I é um ideal homogêneo.

(2) I = (f1, . . . ,fq) para f1, . . . ,fq polinômios homogêneos.

Demonstração.

(1) =⇒ (2)

Seja I um ideal homogêneo. O Teorema da Base de Hilbert ([Dav15] §2.5) nos garante que existem
g1, . . . , gq ∈ j[w0, . . . ,wm], não necessariamente homogêneos, tais que I = (g1, . . . , gq). Assim como
proposto anteriormente, podemos expandir cada gh na soma de suas componentes homogêneas:
gh =

∑d
i=1 ghi .

Chamemos J = (g11, . . . , g1d, . . . , gq1, . . . , gqd). Como cada gh é a soma de geradores de J, temos que
I ⊆ J. Por outro lado, I homogêneo =⇒ todos os ghi estão em I. Assim, todas as componentes de
gh pertencem a I para cada h = 1, . . . , q. Com isso, gh ∈ I e J ⊆ I. Dessa forma, I = J.

(2) =⇒ (1)

Suponha I = (f1, . . . ,fq) para f1, . . . ,fq homogêneos. Todo f ∈ I tem a forma f =
∑q

h=1 gh fh e cada
gh pode ser escrito como a soma de suas componentes homogêneas gh =

∑d
i=1 ghi . Juntando tudo,

temos que f =
∑q

h=1
∑d

i=1 ghi fh.

Cada umdos termos ghi fh é homogêneo e I é um ideal =⇒ ghi fh ∈ I, o que coincide com a de�nição
de I ideal homogêneo. �

De�nição 5.4. Seja I ⊂ j[w0, . . . ,wm] um ideal homogêneo. De�nimos o subconjunto de ℙm
j

V(I) := {a ∈ ℙm
j | f(a) = 0 ∀ f ∈ I}. (12)

A caracterização de ideais homogêneos apresentada no Teorema 5.3 nos assegura que V(I) é uma
variedade projetiva e, se I = (f1, . . . ,fq) para f1, . . . ,fq homogêneos, então V(I) = V(f1, . . . ,fq).

No sentido contrário da de�nição anterior, estabeleceremos agora ummapa correspondendo varie-
dades projetivas a ideais:
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Proposição 5.5. Sejam X ⊆ ℙm
j
e

I(X) := {f ∈ j[w0, . . . ,wm] | f(an, . . . , am) = 0 ∀ (a0 : . . . : am) ∈ X}. (13)

Se j é in�nito, então I(X) é um ideal homogêneo em j[w0, . . . ,wm].

Demonstração.

Dados dois polinômiosf, g ∈ I(X), para todo ponto a = (a0 : . . . : am) ∈ X, temos quef(a0, . . . , am) =
g(a0, . . . , am) = 0. Com isso, (f+g) (a0, . . . , am) = 0. Se tomarmos outro polinômioℎ ∈ j[w0, . . . ,wm],
ainda assim teremos que (ℎ · f) (a0, . . . , am) = 0. Dessa forma, I(X) é um ideal de j[w0, . . . ,wm].

Precisamos, agora, mostrar que I(X) é homogêneo. Já vimos noTeorema 5.3 que podemos escrever
f como soma de suas componentes homogêneas f =

∑d
i=1 fi . Em uma argumentação análoga à

feita na Proposição 4.2, qualquer outro conjunto de coordenadas homogêneas para a tem a forma
(�a0 : . . . : �am) para � ∈ j \ {0}. Substituindo, temos

f(�a0, . . . , �am) =
d∑
i=1

fi (�a0, . . . , �am)

=

d∑
i=1

�ifi (a0, . . . , am).

Como, por hipótese, f se anula em a (para todas as coordenadas homogêneas possíveis) então cada
fi também se anula em a e, portanto, pertence a I(X). Dessa forma, I(X) é um ideal homogêneo. �

Por vim, voltamos nossas atenções para a versão projetiva doTeorema1.1 (Nullstellensatz deHilbert)
–mais uma vez, é preciso cuidado na passagem do a�m para o projetivo. No caso a�m, a contraposi-
tiva do item (3) nos garantia que, para j algebricamente fechado, dado I ⊆ j[w1, . . . ,wm] um ideal,
se Va (J) = ∅, então J = j[w1, . . . ,wm].

Observemos, no entanto, o seguinte exemplo para j = ℂ. Ao tomarmos o ideal I = (w0, . . . ,wm) (
ℂ[w0, . . . ,wm], a variedade a�m V(I) ⊂ ℙm

ℂ é de�nida pelo conjunto de equações

w0 = . . . = wm = 0. (14)

No entanto, os pontos de ℙm
ℂ não podem ter coordenadas homogêneas todas nulas, resultando que

V(I) = ∅.

A �m de fazermos as devidas alterações na versão projetiva do nosso dicionário, precisaremos da
seguinte projeção

� : Èm+1
j \ {0} −→ ℙm

j

(w0, . . . ,wm) ↦−→ (w0 : . . . : wm)
(15)

De�nição 5.6. Dada X ⊆ ℙm
j
variedade projetiva, de�nimos o cone a�m de X

Ca (X) := �−1(X) ∪ {0} (16)

Proposição 5.7. Dado I ⊂ j[w0, . . . ,wm] ideal homogêneo, Ca (V(I)) = Va (I).

Demonstração.
a ∈ Ca (V(I)) ⇐⇒ f(a) = 0 ∀ f ∈ I ⇐⇒ a ∈ Va (I)

�
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Teorema 5.8. (Nullstellensatz Projetivo) Se j é algebricamente fechado e J ⊂ j[w0, . . . ,wm] é um
ideal homogêneo, então valem:

(1) V(J) = ∅ ⇐⇒ (w0, . . . ,wm) ⊂
√
J.

(2) V(J) ≠ ∅ =⇒ I(V(J)) =
√
J.

Demonstração.

(1)

V(J) = ∅ ⇐⇒ �−1(V(J)) = ∅
⇐⇒ Ca (V(J)) = ∅ ou {0}
⇐⇒ Ca (V(J)) ⊆ {0}
⇐⇒ Va (J) ⊆ {0}
⇐⇒ (w0, . . . ,wm) = Ia ({0}) ⊆ Ia (Va (J)) =

√
J

(2)

Suponhamos V(J) ≠ ∅.

f ∈ I(V(J)) ⇐⇒ f ∈ I(Ca (V(J))
⇐⇒ ∃ q ≥ 1 tal que fq ∈ J
⇐⇒ f ∈

√
J.

Naúltima implicação, aplicamos a versão a�mdoTeorema1.1 (Nullstellensatz deHilbert), seguindo
o esquema proposto por [Kla03] §2.2 e [Rux] §1.1. �

Corolário 5.9. Se j é algebricamente fechado, os mapas J ↦−→ V(J) e X ↦−→ I(X) nos dão a seguinte
bijeção: {

ideais radicais homogêneos
J ( j[w0, . . . ,wm]

}
1:1←→

{
variedades projetivas

X ⊂ ℙm
j

}
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