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Introducao

A teoria das éalgebras de Banach é uma teoria matematica abstrata que sintetiza de
muitos casos especificos de diferentes areas da matematica.

Algebras de Banach tém suas rafzes no inicio do século XX, quando conceitos e estru-
turas abstratos foram introduzidos, transformando tanto a linguagem matematica quanto
a pratica. Na década de 1930, a topologia geral foi bastante desenvolvida. O teorema
do limite uniforme, o teorema do grafico fechado e o teorema do mapeamento aberto,
todos eles sao teoremas de Banach de 1932, cujo livro, “ Théorie des opérations linéaires”,
influenciou profundamente a analise matematica de sua era.

Antes de Gelfand, que é o fundador da teoria de algebras de Banach, houve alguns
trabalhos que tratavam do estudo de uma multiplicacao adicional em um espaco de Banach
sem desenvolver uma teoria geral. Em sua tese de dissertagao (1939), Gelfand reconheceu
o papel central dos ideais maximais e, usando suas propriedades, criou a moderna teoria de
algebras de Banach. Em 1943, Gelfand e Naimark provaram os dois principais teoremas de
representacao, que formam o corpo principal da teoria de algebras de Banach. O teorema

de Mazur de 1938 foi uma contribuicao importante para a teoria de Gelfand.

Algebras de Banach

Sera estudado o conceito de dlgebra de Banach e algumas de suas propriedades, para

isso deve-se iniciar com o conceito de algebra:

DEFINICAO. Seja A um espago vetorial sobre um corpo K, entao A é uma algebra se
possui uma operagao - : A x A — A, que associa o par (a,b) ao elemento a - b, satisfazendo

as seguintes propriedades:

a-(b+c)=a-b+a-b
(b+c)-a=b-a+c-a
Ma-b) = (Xa)-b=a-(\b)
Para todo a,b € A, e para todo \ € K.
Sera denotado ab ao invés de a - b. Diz-se que uma algebra A possui unidade e, se

para todo a € A, satisfaz ae = ea = a, e neste caso denota-se e = 1. Em uma algebra A
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com unidade, diz-se que um elemento a € A tem inverso b € A, se ab = ba = 1, e b sera
denotado por a~!. O conjunto dos elementos inversiveis de A é representado por U(A).

Um caso particular de algebra, ¢ a algebra complexa:

DEFINICAO. Uma algebra A é dita complexa se é uma algebra sobre o corpo C dos

nimeros complexos, e também satisfaz a associatividade:

a-(b-c)=(a-b)-c
Para todo a,b,c € C.

DEFINICAO. Seja A um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma em A é uma
aplicacao || - || : A — R tal que:
(1) [|z]] > 0,Vx € A. E ||z]]| =0 < x = 0;
2) || Ax|| = |A| - ||z]|,Vz e Ae V€ K;
(3) (Desigualdade Triangular) ||z + y|| < ||z|| + |ly||,Vz,y € A;

Se A é uma &lgebra e || - || uma norma que satisfaz ||zy|| < ||z| - ||y||,Vz,y € A, entao

|| - || € uma norma na algebra A, e (A, ] - ||) é dita uma algebra normada.

EXEMPLO. Seja C[z] dlgebra dos polindmios com coeficientes complexos. E seja p(z) €

Clz] , entdo p(z) = » Aa', com ; € C. Defina |[p(z)|l; = Y _|A\i|. Portanto Cla]
= =0

=0
juntamente com || - [|; forma uma &algebra normada.

Pode-se ainda definir outras normas sobre a mesma algebra. Seja ||p(x)|l2 = sup {|p(x)|}.
z€[0,1]
E entao Clz] com a norma || - [|; forma outra algebra normada.

EXEMPLO. Seja agora X um espago topologico e C(X) o conjunto das fungoes f :
X — C continuas e limitadas . Entdao C'(X) com a operacao (f - g)(z) = f(z) - g(z),
f,9 € C(X), é uma &lgebra complexa. E mais ainda, definindo || f|| = sup |f(z)|, C(X)

reX
se torna uma algebra normada:

Se f € C(X), entao f ¢é limitada, logo |f(x)| € [0,+00), assim ||f|| > 0. Se ||f]| =
Oesup|f(x)|=0«<|f(x)|=0,Vz e X & f=0.
zeX

Observe que

M@l =1 @) < sup|f(2)] = Al - (1]
Portanto |A| - || f|| é cota superior de {|Af(z)| : x € X}, entao sup |Af(z)| < |A|-||f]],
reX
assim [|[Af]| < |A|- || f]. Porem, quando A # 0, tem-se

[f(@)] = NI (@) = I A @) < AT A

Tomando o supremo na desigualdade, encontra-se

LA < AT NI = AL LA < AL
Portanto [[Af[| = [A] - [/l
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Agora, se x € X, e f,g € C(X), tem-se

£(&) + 9(a)| < £(2)] + lo(w)] < sup | £(x)]| + supla(@)] = 1£]+ )

Tomando mais uma vez o supremo na desigualdade:

1f + gl < 1If1 + llgll
Sejam f,g € C

If - gll = sup | f(z)g(z)| = sup [f(z)] - |g(z)| < sup |f(z)|-sup|g(z) = [ f] - [l4]
zeX zeX zeX zeX

Conclui-se que C(X) é uma algebra normada.

Agora para continuar o estudo e definir espagos de Banach, deve-se entender o que

sao sequéncias de Cauchy.

DEFINIGAO. Seja X um conjunto nao vazio, e seja d : X x X — [0, +00) uma aplicacao
que satisfaz, para todo z,y, 2z € X:
(1) d(z,y) >0, ed(z,y) =0 < x = 0;
(2) d(z,y) = d(y, z);
(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Entao d é uma métrica e (X, d) é um espago métrico.
Agora pode-se definir bolas, conjuntos abertos e fechado.

DEFINIGAO. Seja X um espago métrico. E sejam r > 0, x € X, e V C X.
(1) B(xz,r) ={y € X |d(z,y) < r} é chamado bola aberta de centro x e raio r;
(2) V é dito aberto se para todo x € V, existe r > 0 tal que B(x,r) C V;

(3) V & dito fechado se o complementar de V' é aberto.

OBSERVACAO. E facil verificar que o fecho de V, V, é fechado, e que V & fechado se,

e somente se, V = V.

DEFINIGAO. Seja (x,)neny uma sequéncia em um espago métrico X. Entao tal sequén-

cia é dita de Cauchy, se para todo € > 0, existe ng € N tal que d(x,, x,,) < &,Yn, m > ny.
OBSERVAGAO. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Se X é um conjunto com norma || - ||, entdo X é um espago normado. Mas também
X é um espago métrico, com a métrica induzida pela norma: d(x,y) = ||z — y||. Entao

faz sentido em dizer que (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy em um espago normado.

DEFINIGAO. Seja X um espaco normado. Diz-se que X é um espaco de Banach se

toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X.

EXEMPLO. Pelos conhecimentos de Analise Real, sabe-se que no espaco real R, com
a norma usual, toda sequéncia de Cauchy é convergente. Portanto o espago normado R é

um espago de Banach.



Seja RP, com a norma euclidiana [|z|| = /23 +--- 4+ 22. Seja (2,)nen uma sequéncia

de Cauchy em RP?, entdo z, = (xgn), . ,x;f,n)) € RP. Como (z,)nen € de Cauchy, para

todo € > 0, entao existe Ny € N tal que sempre que m,n > Ny tem-se:

= ll = /@ = 2l (o) — ) <
Particularmente, para todo ¢+ = 1,...,p tem-se |x£n) - a:l(m)| < g, quando m,n > Nj.

Logo cada (xgn))neN é uma sequéncia de Cauchy em R, entao converge para todo i =

1,...,p. Assim (x,),en converge em RP. Portanto RP é um espago de Banach.

EXEMPLO. Considere C(X) = {f : X — C | f é continua e limitada} com a norma
definida anteriormente. Seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em C'(X), ou seja, para

todo € > 0, existe Ny € N tal que sempre que m,n > Ny, tem-se:

| fon = fmll = sup | fu(z) = fun(2)] <&

Pelo exemplo anterior, cada sequéncia (f,,(z))nen, com x fixo em X, é uma sequéncia
de Cauchy em C = R%. Logo, para cada x € X, (f,(z))nen converge em C = R? para um
a,. Sejag: X — C, g(x) = a,. Entdo se x € X, e m,n > Ny, tem-se:

(@) = g(@)| = [fn(2) = fm(2) + fin(2) — g(2)| < [fol(2) = fm(@)] + [frm(2) — g(2)] <
< fu(@) = fm(@)I] + [fm(2) = g(2)] < &+ [fm(z) — g(2)]

Fazendo m — oo, entdo |f,(x) — g(x)| — 0. Assim |f,(x) — g(z)| < &, e portanto
sup | fn(z) — g(x)| < e. Agora basta mostra que g € C(X).
reX

Seja zp € X, e seja g = —. Como provado anteriormente, |f,(x) — g(z)| < &9, para

£
3
todo z € X. Como f, € C(X), entao existe um aberto U., 3 zq tal que |f,(z) — fu(z0)| <
o,V € U,,. Logo

l9(z) = g(zo)| = lg(x) = fulx) + fulz) = fulzo) + fnlzo) — g(z0)| <
< lg(@) = ful0)] + [fn(x) = fu(@o)| + [fn(20) — g(20)] < €0+ €0 +e0=¢
Portanto g é continua.
Como |f,(x) — g(x)| < e, seja n fixado e ¢ = 1, entdo |f,(x) — g(x)] < 1,Vz € X.

Assim

9(@)[ = [g(x) = fulz) + ful@)] <lg(z) = ful@)| + [fu(@)] < T+ | fu(2)]]
Entao ¢ ¢ limitada, e portanto g € C(X). Conclui-se que C(X) é um espago de

Banach.

PrROPOSICAO 0.0.1. Sejam X um espago de Banach, e S subespaco fechado de X.
Entao S também é espago de Banach. FE reciprocamente, todo subespaco de Banach de

um espago normado € fechado.
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DEMONSTRAGAO. Seja (z,), uma sequéncia de Cauchy em S, portanto (x,), ¢ de
Cauchy em X, e X & espaco de Banach, entdo (z,), converge para v € X. Logo = € S,
mas S é fechado, isto implica que z € S, e portanto S é espaco de Banach.

Seja agora S espaco de Banach contido em X, um espaco normado. Seja z € S, entdo
existe uma sequéncia (z,), C S que converge em x. Toda sequéncia convergente é de
Cauchy, entao (z,), é de Cauchy, e como S é espago de Banach, (z,), converge em S,
logo x € S e S =9, portanto S é fechado. O

EXEMPLO. Seja agora X um espago topologico e Cy(X) C C(X) o conjunto das
fungoes continuas e limitadas f : X — C que se anulam no infinito, ou seja, para todo
e > 0, existe um conjunto compacto K C X tal que |f(x)| <&,V & K.

Se f é a fungao identicamente nula, entdo f € Cy(x). Sejam f € Co(X) e X # 0
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um escalar, seja € > 0 e considere |T > 0. Como f € C(X), existe K compacto tal

que |f(z)] < e,Vx & K, entao |A| - |f(z)] < |A|- & = [Af(z)| < &,Vx € K, e portanto
Af € Co(X). Sejam f,g € Cy(X), e e > 0. Entao existem K;, Ky compactos tais que
If(z)] < e Vo & Ky, elg(z)| < g,Va: ¢ K. Considere K = K; N Ky compacto, entao
|+ 9)@)] = [f(x) + 9(@)] < |f(@)| + [g(x)] <&V & K, entao f+g € Co(X). Assim
Co(X) & subespago de C(X).

Agora sejam f € Co(X) e e > 0, entdo existe uma sequéncia (f,,), em Co(X) conver-

£
gente a f, ou seja, |[f(z) — fu(2)|| < 7 Assim para todo n, existe também K, todos

€
compactos, tais que |f,(z)| < Q,Va: ¢ K. Seja K = ﬂ K,, compacto. Para todo = ¢ K
neN

3

[f(@)] = 1f (@) = ful@) + fu(@)| < |f(2) = ful@)| + [ful@)] < fn=Fll+ 1 n(@)] < %+ 5

Logo f € Cy(X), e portanto Cy(X) é fechado, e pela proposicao anterior, Co(X) é

=&

subespago fechado de C(X) que é de Banach, entao Cy(X) ¢ espago de Banach.

DEFINIGAO. Sejam A uma algebra complexa, e || - || uma norma sobre A. Se a élgebra
normada (A4, ] - ||) ¢ um espago de Banach como espago vetorial, diz-se que (A4, ] - ||) é

uma algebra de Banach

EXEMPLO. Os conjuntos C'(X) e Cy(X) sdo algebras de Banach com a norma || f|| =
sup | f (x)].
reX

EXEMPLO. Sejam A um espago de Banach com unidade, e x € A nao nulo tal que
|z|] < 1. Entao 1 — x é inversivel em A.

Seja y, = 1+z+a24- - -+2". Entdo (1—x)-y, = 1—2" ™ e y,-(1—2) = 1—2™ para

"1 = 0. Considerando a sequéncia (4, (nen em A,

todo n. Como ||z| < 1, entdo lim x
n—oo
que é uma sequéncia de Cauchy, conclui-se que (y,(,en converge para y € A. Calculando

o limite de

Im(1—2)-yo=01—-2)-y=1—-2)-y=1

n—oo

limy, - 1—2z)=y-(1—-2)=y-(1—2)=1

n—oo



Portanto 1 — z é inversivel quando ||z|| < 1.

PROPOSICAO 0.0.2. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entao
U(A) € conjunto aberto.

DEMONSTRAGAO. Seja x € U(A), e considere a bola B(0, M) Seja a € B(0, M)
Entao [la|| < m = llaz7| < ||la]| - ||z7Y| < 1, logo 1 — ax™! ¢ inversivel. Assim x — a
¢ inversivel, e portanto B(z, M) C U(A). Concluindo que U(A) é aberto. O

DEFINIGAO. Sejam A e B duas élgebras complexas, e seja ¢ : A — B uma funcao.
Entao ¢ é um homomorfismo complexo se
(1) ¢z +y) = (x) + ¢(y), Vo, y € 4;
(2) p(Ax) = Ap(x),Vo € A, VA € C;
(3) ¢l@-y) = p(x) - ¢(y), Ve, y € A.

OBSERVACAO. Se A € C e 1 ¢é a unidade de A, entdao \-1 € A, e sera denotado apenas
por .

DEFINICAO. Se A é uma algebra complexa comutativa com unidade, entao J C A,
J # 0, & dito ideal de A, se J- A C J. E J ¢ ideal proprio se J # A e J # 0. E também

J ¢é ideal maximal se nao existir nenhum ideal préprio entre J e A.

OBSERVAGAO (1). Se I é ideal proprio de A, entao I nao possui elementos inversiveis.

Caso contrario, se a € I é inversivel, entdao a 'a =1 € I, e portanto I = A.
OBSERVAGAO (2). Se M ¢ ideal maximal de A, entao A/M ¢é corpo.

DEFINICAO. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. Denota-se por:

i) A, conjunto do todos os homomorfismos complexos ¢ : A — C nao nulos;

ii) M, conjuntos de todos os ideais maximais de A.

TEOREMA 0.0.3. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entao todo

ideal mazimal de A € fechado.

DEMONSTRACAO. Seja M um ideal maximal de A. Sejam z,y € M e a € A, entdo
existem sequéncias (z,), € (yn), em M, nas quais convergem para x e y respectivamente.
Logo (z, + Yn)n € uma sequéncia em M que converge para x + y. E (ax,), é outra
sequéncia em M convergente para ax. Portanto M é ideal de A.

Como visto anteriormente, M ¢é ideal, entao nao possui elementos inversiveis, assim
M NU(A) = (. Sendo U(A) aberto, tem-se U(A) e M disjuntos, e portanto M & A, e
¢ ideal que contém M. Assim M C M ¢ A, sendo M maximal, conclui-se M = M, e
portanto fechado. O

TEOREMA 0.0.4. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. FEntao
J: A — M, definida como J(h) = ker h, é um homomorfismo bijetivo.

DEMONSTRAGAO. Seja h € A. Ja é sabido que ker h é ideal de A, falta mostrar que
¢ ideal maximal. Suponha kerh & My G A, com M, ideal de A. Seja x € My tal que
x ¢ ker h.
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h(h(z) -1 — ) = h(h(z) - 1) — h(z) = h(z) - h(1) — h(z - 1) = h(z) - h(1) — h(z) - A(1) = 0

Entéo h(z)-1—2 € ker h C My, como z € M, tem-se h(x)-1 € My. Como x & ker h,
entao h(x) # 0, logo conclui-se que 1 € My, assim My = A, uma contradigao. Portanto
ker i € maximal. Assim J est4 bem definida.

Como M é ideal maximal, entao A/M é corpo. Seja ¢ : A/M — C, definida como
o(a+ M) = ¢(a) = A\g, onde Az — a nao ¢ inversivel. Entao ¢ estd bem definida, pois se
vz = @(a) = Az, entdo vz — a e Az — a nao sao inversiveis, ou seja, 1z —a=0= A\ —a =
Az = 7Yg. Portanto ¢(a+ M) = Az, onde Az é 0 tnico escalar tal que Az —a nao é inversivel,
e ¢ facil ver que ¢ ¢é isomorfismo. Seja agora m: A — A/M,m(a) = a+ M = @ a projegao
de a em A/M. Defina h: A — C, como h =pom. Logo h € A. Como kerm =M, e pé
bijecao, tem-se ker h = M. Portanto J é sobrejetora.

Sejam f,g € A, tais que J(f) =J(g) = ker f =kerg. Entaose a € A, f(a)-1—a €
ker f =kerg = g(f(a) -1 —a) =0= f(a) = g(a),Va € A. Logo f = g, e portanto J é

injetiva. U

Transformadas de Gelfand

DEFINIGAO. Sejam A uma &lgebra de Banach comutativa com unidade, e a € A.

Define-se a funcao a : A — C, a(¢) = ¢(a), como a transformada de Gelfand em a.

Seja (@)qea uma familia de fungoes de A em C. Considere T a topologia mais grossa

tal que cada func¢do da sequéncia (@)qec4 ¢ continua.
DEFINIGAO. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. A funcao
[':A—C(A)
a—a
¢ chamada Transformada de Gelfand.

TEOREMA 0.0.5. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entdo a
transformada de Gelfand T' : A — C(A) é homomorfismo complexo continuo, e além
disso, ||I'|| = 1.

DEMONSTRACAO. Sejam a,be Ae e C

T(a + Ab)() = a+ Ab() = p(a+ Ab) = p(a) + Ap(b) =
= () + Ab(g) = (@+ Ab)(p) = (T(a) + AL (b)) ()

D(a-b) () = a-b(p) = pla-b) = p(a) - p(b) = ale) - b(y) = T(a)(g) - L) ()

Portanto I" ¢ homomorfismo complexo.

Se a € A tem-se



IT(a)]| = [[all = sup [a(p)| = sup |p(a)] < al]
peEA peEA
Portanto I' é continua. Como [|I'(1)|| = 1, entéo ||I']| =1 O

Para prosseguir o estudo de transformadas de Gelfand, deve entender um pouco sobre

C*-algebras.

DEFINIGCAO. Seja A uma algebra complexa. Define-se a funcao x : A — A, que associa
cada a em a*, satisfazendo as seguintes propriedades
(1) (a + Ab)* = a* 4+ A\b*,Va,b € A e YA € C, onde X é o conjugado do niimero
complexo \;
(2) (a-b)* =0b"-a*,Va,b e A;
(3) (a*)* =a,Va € A.
Entao A é dita uma &algebra com involucao. Se a € A satisfaz
(1) a* = a, entdo a é dito auto-adjunto;
(2) a*-a =a-a*, entdo a ¢é dito normal,

(3) a*-a=a-a* =1, entdo a ¢ dito unitario.

DEFINIGAO. Seja A uma éalgebra de Banach com involu¢ao. Entao A é dita C*-algebra
se para todo a € A

la - a*|| = [lall®

PROPRIEDADES. Sejam A uma C*-algebra.

(1) [la*[[ = [lall, va € A;
(2) Os elementos 1,a + a*,i(a — a*) e a - a* sdo elementos auto-adjuntos;

(3) a é inversivel se, e somente se, a* é inversivel, e neste caso, (a™')* = (a*)~!.
DEMONSTRAGAO. (1) Seja a € A, entao
lall* = lla - a*[| < flall - la*[| = [la]| < [la”]]

Entao ||(a")[| < [(a”)"[| = [la]-
Logo ||a]| = [|a”]]
(2)1-1"=1-(1-1)*=1-(1"-1*) = (1-1*) - 1*, entdo 1* é elemento identidade em

A, como a identidade é unica, entao 1* = 1.

(3) Se a é inversivel, entdao a* - (a™')* = (a-a™')* = 1* = 1, entdo a* é inversivel.
Se a* & inversivel, entdao 1 = 1* = [a* - (a*)7!]* = (a*)* - ((a*))* = a- ((a*)7})",
entao a ¢é inversivel.

O



TRANSFORMADAS DE GELFAND 9

EXEMPLO. Seja M, (C) o conjunto de todas as matrizes n x n sobre C. Entao M, (C) é
uma algebra complexa com a operagao usual de multiplicacao de matrizes. Existem muitas
normas que fazem com que M, (C) seja uma algebra normada. Uma norma importante

de se considerar é

||A|| = sup ||AU||Euc

veEC™ e H’UHEucgl
Sendo || - || gue @ norma euclidiana conhecida.
Portanto M,,(C) com a norma acima e involu¢do * sendo a operacao conjugado, ou

seja, A* = a;;* = a;; = A, ¢ uma C*-algebra.

EXEMPLO. Seja a algebra de Banach Cy(X), e considere a involugao de conjugacao

ponto a ponto, ou seja, f*(z) = f(z). Entao Cy(X) com esta involugao é uma C*-élgebra.

OBSERVACAO. Se A é uma algebra complexa com involugao, e se a € A, entao a pode
ser escrito, de maneira tunica, da forma a = u + iv, onde u,v € A sdo auto-adjuntos.
Como u e v sao auto-adjuntos, tem-se a* = u — iv. Sim encontra-se
a+ a* a—a*

u = V=

2 2
Portanto se v e v sao dnicos que representam a, entao eles possuem a forma acima.

Como visto anteriormente, fica facil ver que u e v dados pelas féormulas acima, sao auto-

adjuntos, e portanto representam a na forma u + 7v.

PROPOSIGAO 0.0.6. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, a € A e seja o(a) = {\ €

C | A —a nao € inversivel}. Se a € auto-adjunto, entio o(a) C R.

DEMONSTRAGAO. Seja x € A auto-adjunto. Suponha que z +i(= x + i - 1) nao
seja inversivel. Se multiplicar por um escalar, continua nao inversivel, entao —i(zx + i) =
i(—z —1) nao é inversivel. Para todo & >0, (§+1) 14— (§-1a+ix) = 14— iz = i(—x —1)

que nao ¢ inversivel, entdo £ + 1 € o(§ - 14 +ix). Entao

€+ 17 < 1€ 1a +ix]* = (€ - 1a i) (€ La+iz)|| = [[(€ - 1a)” + 2®|| < € + |||

Logo, para todo £ > 0, 26+1 < ||z||?, que ¢ um absurdo. Portanto se z ¢ auto-adjunto,
x + 1 é inversivel.

Agora, seja a € A auto-adjunto, e seja A € o(a). Entao A € C, logo existem «a, f € R
tais que A = a + 1. Suponha ( # 0, entao

1A=
)\'1,4—&205'1A—iﬁ'1A—a:ﬂ(%+i*lA>

. a-ly—a a-ly—a
E facil ver que -4 T auto-adjunto, entao, como provado acima, /3 (+ +12-1 A)

¢ inversivel, mas A\ - 14 — a, por hipdtese, nao ¢ inversivel, que leva a uma contradi¢ao, ou

seja, = 0. Conclui-se que o(a) C R, se a é auto-adjunto. O
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TEOREMA 0.0.7. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entdo para
todo a € A tem-se o(a) = {p(a) : p € A}.

DEMONSTRAGAO. Seja A € o(a) e considere o conjunto Jy = (A —a)A :={(A —a)b:
b e A}.Como A é comutativa, entdao Jy é um ideal de A. Sendo que A\ —a nao é inversivel,
entao 1 ¢ Jy de onde Jy. Usando o lema de Zorn, tome um ideal maximal préprio J
contendo Jy, logo J também contém A\ — a.

Como J é maximal, pelo Teorema 0.0.3, J é fechado. Seja B = A/.J, isto é, o quociente
de A por J. Colocando em B a norma quociente, ou seja, ||la + J|| = :};relg lla + x||, entao
B é uma algebra de Banach comutativa.

Seja b € B, e seja u € o(b), ou seja, p — b nao é inversivel. Como J é maximal, entao
B é corpo, logo todo elemento nao nulo ¢é inversivel, logo b = = p-1. Portanto B = C-1.

Assim, como B = C, a proje¢do 7 : A — A/J = C é um homomorfismo complexo,

ou seja, um elemento de A. Tendo A —a € J = ker7 tem-se que w(a) = A. Segue que
o(a) ={p(a): p € A}. O

TEOREMA 0.0.8. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, e seja ¢ : A — C um homo-

morfismo complexo. Entao, para todo a € A

p(a”) = p(a)

DEMOSTRACAO. Supondo primeiro que a é elemento auto-adjunto, pelos Teoremas
0.0.7 € 0.0.6, (a) € o(a) entdo ¢(a) € R. Logo p(a*) = ¢(a) = ¢(a).
Generalizando, pela observagao anterior, existem unicos u,v € A auto-adjuntos tais

que a = u + v, entao

p(a®) = p((u+iv)") = p(u —iv) = p(u) —ip(v) = p(u) +ip(v) = p(a)
0

TEOREMA 0.0.9. Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade. Entao a transfor-
mada de Gelfand T' : A — C(A) preserva involugao e norma, ou seja, valem as igualdades
I'(a*) = T(a)" e |T(a)[| = [lal| para todo a € A.

DEMONSTRAGAO. Seja a € A auto-adjunto. Observando a demonstragao do Teorema
0.0.8, p(a) € R, para todo ¢ € A, logo a fun¢do a assume apenas valores reais, ou seja,
a* =@, ou melhor I'(a*) = I'(a), assim a ¢ elemento auto-adjunto em C'(A).

Generalizando, se a € A, entao existem u,v € A auto-adjuntos tais que a = u + v,

entao

Fa) =T(u+w)" =T(w*—il'(v) =T(u) — ') =T(u—1w)=T(u"—iw*)=T(a")

Portanto I' preserva involugao.
Seja a € A. Como A é comutativo, encontra-se pelo Teorema 0.0.14 (ver Apéndice),

que flal) = sup |A
A€o (a)
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IT(a)|| = l[all = sup |p(a)| = sup |A| = all
pEA A€o (a)
Logo I' preserva norma. 0

TEOREMA 0.0.10 (Gelfand-Naimark). Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade.

Entao a transformada de Gelfand T' : A — C(A) € um isomorfismo isométrico.

DEMONSTRAGAO. Seja a € A, pelo Teorema 0.0.9, I' preserva norma, entao I' é
isométrico. Sejam a,b € A, tal que [(a) = T(b) = @ = b = a(p) = b(y),Vp € A =
o(a) = o),V € A = a =0, logo I é injetora.

Agora observe que I'(A) é subalgebra de C'(A) e é fechada para a involugao, também
pelo Teorema 0.0.9 com unidade igual a 1.

Sejam @, € A distintos. Portanto existe a € A tal que p(a) # ¥(a), ou seja,
a(p) # Y(a), e assim I'(A) preserva pontos. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass (ver
Apéndice), tem-se que I'(A) é denso em C'(A), ou seja, I'(A) = C(A).

Conclui-se que atransformada de Gelfand I" é um isomorfismo isométrico. O
Apéndice

TEOREMA 0.0.11. Se a € A € inversivel e ||la — b|| < |la™||7!, entdo b também é

inversivel e

o0

b= (a7 (a—b)"a!

n=0
DEMONSTRAGAO. Seja x = a~'(a — b) e observe que b = a(1 — z). Para provar que b

é inversivel, basta provar que 1 — = é inversivel. Observando que por hipotese

< lla™ - fla = bl < fla™"] - la™ [ =1
o

tem-se que a série infinita Z x" é absolutamente convergente (e portanto convergente
n=0
pois A é espaco de Banach). Seja y a sua soma. Entao

N
— = — 1 = 1i _ N =
(1—2)y=(1—2) (]\P—Igo _0> ]\}1_{1;01 x 1

ja que |2V < ||| — 0, quando N — oo. Verificando por meios similares que

também y(1 — x) = 1, conclui-se que y é o inverso de 1 — x como desejado. Segue-se que

bl=01-2)"at=ya'= Zx"a’l = Z(a’l(a —b))"a™!
U

TEOREMA 0.0.12. Sex € A e A € C € tal que |\ > ||z|| entdo \ — = € inversivel e

oo

AN—z)t= Z AT

n=0
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DEMONSTRACAO. Pondo a = A e b = X\ — x, note que

la = bl = [lz]l < Al = A7
O resultado segue imediatamente o Teorema 0.0.11. U

TEOREMA 0.0.13. Dado a € A, sejar(a) = sup |A|. Entdo
A€o (a)

Y TR S nyt
r(a) = lim [ja"|> = inf fa"(|»

DEMONSTRAGAO. Seja A € o(a). Dado n € N, entao

N'—a" = (A—a)( NN 2at - AAa" 2 ") = (AT A2 - e ") (A —a)

e portanto A" —a™ néo é inversivel (se o fosse A —a também seria). Segue portanto que
A" € o(a™) de onde |A"] < [|a”|| pelo Teorema 0.0.12 ou, equivalentemente, |A| < ||a”||x.
Tomando o supremo para A € o(a) e o infimo para n € N conclui-se que r(a) <

1

inf ||a™||™.

neN
e.)

Dado A com |A| > r(a), é facil ver que Z A~ "a" converge e, em particular, lim A\™"a" =
n—oo

n=0
0. Portanto existe nyg € N tal que para n > ny tem-se [|[A\""a"|| < 1, ou seja

1
[la™ || < |A]

Tomando o limite superior em n e o infimo para ||A| > r(a), conclui-se que

lim sup ||a"||% < r(a)
n—oo

Resultando em

lim sup Ha"||% <r(a) < inf < lim inf
n—o00 neN n—o0 n€N

Concluindo o resultado. O

TEOREMA 0.0.14. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade e a € A um elemento auto-

adjunto. Entdo r(a) = ||al.

DEMONSTRAGAO. Note que ||a||? = ||a*a|| = ||a?|| de onde, por indugao finita, encontra-

se ||la|*® = ||a®"||. Pelo Teorema 0.0.13, segue que

. 1
r(a) = Jim [|a®"| 77 = [|a]
[

TEOREMA 0.0.15 (Stone-Weierstrass). Seja X um espago compacto de Hausdorff, seja
ainda A C C(X) uma subdlgebra fechada com a topologia da norma, tal que A seja fechado
para involugao, isto €, f* € A sempre que f € A, e que possua a unidade, ou seja, 1 € A.
Se A separa pontos, isto é, para todos x,y € X distintos, existe f € A tal que f(x) # f(y),

entio A é um subconjunto denso em C(X) na topologia da norma.
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A demonstracao deste Teorema pode ser encontrada na referéncia [8].
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