Epimorfismos de Anéis

Thiago Landim

“As regras, a linguagem figurada e a gramdtica do Jogo constituem uma
espécie de linguagem oculta e altamente evoluida de que participam vdrias
ciéncias e artes, especialmente a matemdtica e a misica (ou seja, a
musicologia). Tal linguagem tem a possibilidade de expor o conteido e os
resultados de quase todas as ciéncias e de relaciond-las entre si.”

H. Hesse, O Jogo das Contas de Vidro

1 Introducao

Tentando descrever algumas relagoes entre a Algebra e a Topologia Algébrica, Samuel
Eilenberg e Saunders MacLane [I] criaram a Teoria das Categorias. Abandonando a
énfase conjuntista dada pela relacao de pertencimento e os elementos de um conjunto,
a Teoria das Categorias dd uma énfase as fungoes (que agora serdo chamadas de
morfismos) entre os objetos possuindo uma mesma estrutura (grupos, anéis, espagos
topoldgicos, etc.).

Nao havendo mais a noc¢ao de elemento de um objeto, é necessario traduzir con-
ceitos antigos de uma forma funcional. Para tanto, temos os seguintes resultados.

Proposicao 1. Seja f: A — B uma funcao. Entao sio equivalentes:
(a) A funcgao f € injetiva, ou seja,

fla) = f(d) = a=d.

(b) Para qualquer par de fungdes ay, as: C'— A, vale que:

fOOéIZfOOéQ — a1 = Q9.

(c) Existe uma fun¢ao g: B — A tal que go f = 14.

Note que as duas propriedades abaixo nao fazem referéncia alguma a elemen-
tos de um conjunto, logo podem ser naturalmente generalizadas para uma categoria
qualquer.



Definigao 2. Sejam C uma categoria e A, B € C dois objetos.

e Dizemos que um morfismo f: A — B é um monomorfismo se para qualquer
par de morfismos paralelos ay, as: C' — A, vale que

foar=foa = a3 = as.
e Dizemos que um monomorfismo f: A — B é uma segao (ou que ele cinde) se
existe g: B — A tal que go f = 14.
Analogamente, temos o seguinte resultado.
Proposicgao 3. Seja f: A — B uma fungdo. Entdo sdo equivalented!
(a) A funcgdo f € sobrejetiva, ou seja,

para todo b € B, existe a € A tal que b= f(a).

(b) Para qualquer par de funcoes 1, Ba: B — C, vale que:
Brof=p0aof = b= [

(¢) Eziste uma func¢do g: B — A tal que fog=1p.
Novamente, as duas propriedades abaixo nos dao novas defini¢oes frutiferas.

Definigao 4. Sejam C uma categoria e A, B € C dois objetos.

e Dizemos que um morfismo f: A — B é um epimorﬁsm(ﬂ se, para qualquer
par de morfismos paralelos 3, f2: B — (', vale que

prof=pof = Bi=po.

e Dizemos que um epimorfismo f: A — B é uma retragao (ou que ele cinde) se
existe g: B — A tal que fog=135.

Embora as defini¢oes sejam naturais, caracterizar esses morfismos pode ser com-
plicado. Antes de explicar essa dificuldade com mais detalhes, vejamos mais algumas
propriedades e definigoes.

Proposicao 5. Em uma categoria C, as afirmacgoes a sequir sao verdadeiras.

1. Sef: A— B eg: B— C sao monomorfismos, entio gof: A — C é monomor-
fismo.

!Para a equivaléncia com (c), é necessario utilizar o Axioma da Escolha.
20k, isso é épico!



2. Sef: A— Beg: B— C sdo epimorfismos, entao gof: A — C € epimorfismo.

Demonstracdo. Iremos apenas provar a primeira afirmagao. Se ay, as: D — A sdo
dois morfismo paralelos, entao, pela associatividade,

(gofloar=(gofloay = foa=foam = a1 =ay,
como desejavamos. [
Também recuperar um monomorfismo ou um epimorfismo de uma composicao.

Proposigcao 6. Seja C uma categoria e f: A — B e g: B — C dois morfismos.
Entao:

1. Sego f: A— C € um monomorfismo, entao f é um monomorfismo.
2. Sego f: A— C éum epimorfismo, entdio g é um epimorfismo.

Demonstracao. Novamente, iremos apenas provar a primeira afirmativa. Se oy, as: D —
A sao dois morfismo paralelos, entao, pela associatividade,

fOOél :fOCYQ — (gof)o&lz(gof)0a2 = a; = o,
como desejavamos. [ |

A maioria das categorias que vemos no dia-a-dia sdo conjuntos com algumas
estruturas adicionais (grupos, anéis, espagos topoldgicos, conjuntos ordenados), e
fungdes que preservam essas estruturas (homomorfismos de grupos e de anéis, fungoes
continuas e crescentes). Embora isso nao seja verdade, de modo geral, essa pro-
priedade é importante o bastante para merecer um nome especial!

Definigao 7. Chamaremos de categoria concreta um par (C,U), onde C é uma cat-
egoria e U: C = Set é um funtor fiel (chamado de Funtor EsquecimentoED.

Exemplo 8.

e Obviamente, a categoria de todos os conjuntos Set é concreta através do funtor
identidade.

e Se Grp denota a categoria dos grupos, entao ela é concreta através do funtor
que associa a cada grupo seu conjunto subjacente e a cada funcao, ela mesma.

e Se Ring e CRing denotam a categoria dos anéis com unidade e anéis comutativos
com unidade, entao o mesmo funtor também nos diz que essas categorias sao
concretas.

3 A notacao U vem de Underlying set, e o funtor também pode ser chamado de Funtor Subjacente.



e Se R é um anel comutativo, entao a categoria R-Mod dos R-mddulos e também
uma categoria concreta.

e Se Top e Haus denotam a categoria dos espacos topologicos e dos espacos Haus-
dorff, respectivamente, entao temos mais duas categorias concretas.

e Scja hTop denota a categoria dos espacos topoldgicos, mas cujos morfismos sao
classes de homotopia de fungées continuas. Peter Freyd [3] mostrou que hTop
nao ¢ concretizavel.

Por simplicidade, se (C,U) e A € C é uma categoria concreta, entao iremos denotar
U(A) por A e U(f) por f, quando nao for haver confusao.

A proposicao abaixo nos diz que monomorfismos e epimorfismos nao sao hipéteses
mais fortes que injetividade e sobrejetividade.

Proposicao 9. Seja (C,U) uma categoria concreta e f: A — B um morfismo em C.
Vale que:

1. Se U(f) € injetiva, entao f € monomorfismo.
2. Se U(f) € sobrejetiva, entdo f é epimorfismo.

Demonstracao. Provaremos a contrapositiva. Se f: A — B nao é um monomorfismo,
entdao existem aq,ap: C — A tais que foa; = f oy, mas a; # as. Usando a
funtorialidade e a fidelidade de U, nds temos que

U(f)oU(ay) =U(f)oU(az), mas U(ay) # Ul(as).

Portanto U( f) nao é injetiva, pela Proposi¢ao 1. A demonstracao da segunda afirmacao
¢é totalmente andloga. [ |

E possivel formalizar a intuicao que temos a respeito de que monomorfismos e
epimorfismos sao “conceitos analogos”. De fato, eles sao conceitos duais, isto é, se
invertemos todas as setas da categoria ou dos diagramas, nés vamos de um conceito
ao outro.

Apesar dessa dualidade, a complexidade dos conceitos é diferente. Em geral,
monomorfismos sao faceis de descrever. Isso nem sempre é verdade para epimorfismos,
COMO veremos.

Para descrever essa diferenca, iremos introduzir um novo conceito.

Definigao 10. Seja (C,U) uma categoria concreta. Chamaremos de objeto livre
um par (L,a), onde L € C e a € U(L) tais que, para todo objeto B € C e todo
b € U(B), existe um tunico morfismo f: L — B tal que Uf(a) = b. Na linguagem
categorica, dizemos que (L, a) é uma representagao do funtor U.

Objetos livres abundam na matematica, como podemos ver com os exemplos a
seguir.



Exemplo 11.
e Em Set, o par ({0},0) é um objeto livre.

e Em Grp, o par (Z, 1) é um objeto livre.

Em Ring e em CRing, o par (Z[z], z) é um objeto livre.

Em Top e em Haus, o par ({p},p) é um objeto livre.
e Em R-Mod, o par (R, 1g) é um objeto livre.

O lema abaixo é aplicavel a todos os exemplos acima. Em particular, para a
categoria dos anéis comutativos com unidade, o qual estamos estudando.

Lema 12. Seja (C,U) uma categoria concreta com um objeto livre (L, a). Entdo todo
monomorfismo de C é uma injecao.

Demonstracao. Seja f: B — C um morfismo que nao é injetivo. Entao existem
by, by € B tais que f(by) = f(b2). Sejam ay, ay: L — B dados pela propriedade
universal de L tais que aj(a) = by e as(a) = by. Entao foay e foay sdo dois
morfismos de L em C' tais que

foai(a) = foay(a).

Pela unicidade dada pela definicao de objeto livre, segue que foa; = foas, logo
f nao é monomorfismo. [ |

Assim, monomorfismos em categorias concretas nao sao particularmente interes-
santes. Por outro lado, nem sempre todo epimorfismo é uma sobrejecao.

Exemplo 13.

e Em Grp, todo epimorfismo é sobrejetivo. A demonstragao usual desse resultado
é nao trivial e usa amalgamagaof]

e Em R-Mod, todo epimorfismo é sobrejetivo. Esse resultado é mais facil, e segue
do fato que essa categoria possui contcleos.

e Em Haus, um morfismo é epimorfismo se e somente se sua imagem for densa.
Assim, existem epimorfismos nao sobrejetivos.

e Em CRing, também temos exemplos nao sobrejetivos de epimorfismos. A in-
clusao ¢: Z — Q é um epimorfismo nao sobrejetivo.

O 1ltimo exemplo acima é generalizado pelo seguinte lema.

4Para uma demonstracdo elementar, veja C. E. Linderholm, A Group Epimorphism is Surjective.
The American Mathematical Monthly, 77(2), pp. 176-177.



Lema 14. Se R é um anel comutativo com unidade e S um conjunto multiplicativo,
entdo a localizagdo f: R — S™'R é um epimorfismo.

Demonstragdo. Se f, g: ST'R — R’ sao morfismos tais que f(r) = g(r) para todo
r € R, entdo, em particular, f(s) = g(s) para todo s € S. Portanto

ay _ fla) _gla) _ (o
f(;) _m_ g(s) _g<s>’
e as funcoes sao ideénticas. [ |

Pelo Teorema do Isomorfismo, toda imagem sobrejetiva de um anel R é um quo-
ciente R/I. Assim, mapas de localizagao e projegoes nos dao exemplos canonicos de
epimorfismos. Mais ainda, podemos compor essas fungoes e obter novos exemplos.
Se k(p) denota o corpo residual de R,, entdo A — k(p) se fatora por

A — A, — k(p),

que é a composicao de um mapa de localizacao com uma projecao. Infelizmente, nem
todo epimorfismo é dessa forma.

Exemplo 15.

e Se k é um corpo qualquer, a inclusao ¢: klx, vy, zy* —y] = klx,y] é um epimor-
fismo que nao é uma localizagdo (e nao pode ser projegao, pois é injetiva). De
fato, note que, se f, g: k[z,y] — R sao iguais no anel anterior, entao

flay?) = f(@y) f(y) = 9(zy) fy) = 9()g(x) f(y)
=g)f(x)f(y) = 9(y) f(zy) = g(xy?),

de onde segue que f(y) = g(y). Como, por hipédtese f(x) = g(x), segue que
f = g. Por outro lado, as unidades em ambos os anéis sao as mesmas, logo a
inclusao nao é uma localizagao.

e Se R é um anel qualquer e a € R, entao podemos formar o morfismo f: R —
R, ® R/(a), que veremos mais tarde que é epimorfismo.

Agora que ja vimos diversas propriedades gerais e exemplos em diversas categorias,
vamos nos voltar para o caso dos anéis comutativos com unidade.

2 Caracterizacoes Naturais

Primeiramente, note que para estudar um epimorfismo f: R — S, podemos supor
que R C S. De fato, temos a fatoracao

R—imR < S.



A primeira funcao, sendo sobrejecao, é sempre um epimorfismo, de onde segue que f
¢é epimorfismo se e somente se ¢ é epimorfismo.
Assim, inspirados na topologia, usaremos seguinte defini¢ao.

Definicao 16. Seja S um anel. Dizemos que um subanel R é denso em S se, para
todo anel T' e todo par de funcoes f, g: S — T, vale que

VreR f(r)=g(r) = f=g

Para explorar a densidade de anéis, precisamos encontrar pares de morfismos
saindo de S e dois morfismos naturais sao i1,75: S — S ®g S definidos por

i1(s)=s®1 e iys)=1®s.

Como i1 (r) = iy(r) para todo r € R, segue que i1 = ig, isto é, s ® 1 = 1 ® s para
todo s € S.

Reciprocamente, suponha que s®1 = 1® s para todo s € S, esejam f, g: S = T
pares de morfismos tais que f(r) = g(r) para todo r € R. Entdo f e ¢g induzem a
mesma estrutura de R-médulo em 7T'. Assim, a fungao (s, s") — f(s)g(s’) é R-bilinear,
e induz um morfismo p: s®s’ — f(s)g(s’). Portanto f(s) = p(s®1) = p(1®s) = g(s),
logo R é denso.

A discussao acima nao foi coincidéncia, o produto tensorial nos permite dar varias
descrigoes de um epimorfismo.

Lema 17. Seja S um anel e R um subanel de S. Sao equivalentes:
i) R € denso em S.
ii) Para todo s €S, s®@1=1®s em S®gS.

iii) A operacao de multiplicagao m: S ®r S — S definida por s ® s’ +— s-5 €
injetiva (logo um isomorfismo de R-dlgebras).

iv) As inclusoes iy,i5: S — S ®g S sdo sobrejetivas (logo isomorfismos de R-
dlgebras).

Demonstragao. Ja vimos acima que i) <= 7).
i1) <= 14ii): Vejamos que o nucleo da multiplicacdo é o ideal I gerado pelos
elementos da forma s ® 1 — 1 ® s, de onde seguira o resultado. E facil de ver que I
estd no nucleo de da multiplicagao, logo podemos descer o morfismo para o quociente
m: (S®rS)/I —S.
Note que m o1, = 1g € a identidade. Por outro lado,

(i1omM)(s®s)—s0s =81 -5 =(s21)E®1-1®s)=0

7



em I, de onde concluimos a rela¢do (S ®g S)/I = S através de m.

i11) <= 1v): A argumentacdo com i; e com i é completamente analoga, portanto
faremos s6 com a primeira. Note que m oi; = 1g. Assim, se m possui inversa, ela
deve ser igual a i1, logo 7; é isomorfismo. Reciprocamente, se i; possui inversa, ela
deve ser igual a m, de onde segue que m é isomorfismo. [

O lema acima generaliza algumas propriedades cldssicas de Q®7Q, e cuja demon-
stragao, em geral, se utiliza propriedades da localizagao. A proposicao a seguir
também generaliza alguns resultados da inclusao Z — Q.

Proposigao 18. Seja S um anel e R um subanel de S. Sao equivalentes:
(a) R é denso em S.
(b) A dlgebra tensorial Tr(S)Y] é comutativa.
(¢) S®rS/R =0.
Demonstracao.
(a) <= (b) Se R é denso em S, entao
st=(s®1)-(1®t)=(1®s)-(t®1)=t®s,

e isso implica a comutatividade da algebra tensorial.

Reciprocamente, suponha Tg(.S) é comutativo, entdao, em particular s® 1 =1® s
para todo s € S.

(a) <= (c) Note que a projegao m: S — S/R induz uma sobrejecao

T=ider: S®rS = S®rS/R.
Por um argumento analogo ao feito na demonstracao do Lema 3, é possivel mostrar
que o nicleo desse mapa é o médulo gerado pelos elementos da forma s ® r (ou seja,

os elementos da forma s ® 1). Assim, vemos que S ®p S/R = 0 se e somente se iy é
sobrejetivo, de onde segue a equivaléncia desejada. [

Agora ja temos as ferramentas necessarias para finalizar o ultimo exemplo da
primeira secao.

Exemplo 19. Vejamos que R — R, ® R/(a) é um epimorfismo. Com efeito, observe
que

R, ®r R/(a) =0,

R, ®r R, = R, e

R/(a) @k R/(a) = R/(a).
Assim, usando a distributividade,

(Re ® R/(a)) ®r (Ra ® R/(a)) =2 R, ® R/(a).

°Se M é um R-médulo, definimos a dlgebra tensorial Tr(M) de M sobre R como sendo Tr(M) =
, onde = R, =M, = ®Rr e assim por diante.
n>o T (M de T°(M R, TY(M M, T?>(M M M i di

8



Intuitivamente, um epimorfismo é uma nocao categorica para a sobrejecao. De
que maneira epimorfismos e sobrejecoes se relacionam? E isso que nés respondemos
abaixo. Mas antes disso, vejamos uma nova definicao.

Definicao 20. Dizemos que um morfismo de anéis f: R — S é finito se S é finita-
mente gerado como um R-mdédulo.

Note que a inclusao Z < Q nao é finita (ou seja, Q nao é finitamente gerado como
um grupo abeliano). Mais geralmente, todo mapa de localizagdo de um dominio nao
¢ finito.

Antes disso, precisamos de uma propriedade de médulos finitamente gerados.

Proposigao 21. Seja R um anel e M um R-mddulo finitamente gerado. Entao existe
uma filtracao de R-maodulos

0=MyC M S C M, =M
tal que cada quociente M;/M;_1 € isomorfo a R/I; para algum ideal I; < R.

Demonstracdao. Seja n a cardinalidade do menor conjunto de geradores de M. Fare-
mos indugao em n. Se n = 1, entdo M = R/I para algum ideal I de R. Para o
caso geral, seja mq, ..., m, um conjunto de geradores de M. Entao Rm; = R/I para
algum ideal I de R. Além disso, M/Rm; é gerado pelos outros n — 1 elementos, logo
pela hipotese indutiva, é possivel encontrar a filtracao, e o resultado segue do Terceiro
Teorema do Isomorfismo. [ |

Lema 22. Sejam R e S dois anéis e f: R — S um morfismo de anéis. Entdo sao
equivalentes:

1) f € epimorfismo e finito.
2) f € sobrejecao.

Demonstracao.

(2) = (1) J& vimos que toda sobrejegdo é um epimorfismo e é imediato que é
finito.

(1) = (2) Suponha que S ¢ finitamente gerado como um R-médulo, mas que
R # S. Entao podemos estender 0 C R C S para uma filtragado como acima

0=S,C-CSp1C8S,=S5.

Por construgao, existe um ideal I tal que S/S,—1 = R/I. Note, entdo, que R
estd contido no nicleo da projegao m: S — S/S,,_1, portanto existe uma sobreje¢ao
7 S/R — S/S,_-1 = R/I. Por fim, note que, se f: R — S é epimorfismo, entao
S ®gr S/R =0, de onde segue que S/R ®p S/R =0. Como R — R/I é sobrejecao,
entdo R/I ®@p R/I = R/I. Assim, temos a sobreje¢ao

0=S/R®rS/R™=5 R/I® R/I #0,

9



o que é um absurdo! Portanto S = R, como desejévamosﬁ. |

Por fim, veremos que ser epimorfismo é uma propriedade local, portanto podemos
sempre assumir que nosso anel é local. Antes disso, vejamos uma outra relagao entre
epimorfismos de produto tensorial que utilizaremos na demonstracao.

Proposigao 23. Seja R — S um epimorfismo de anéis e R — R’ um morfismo
qualquer. Entao R' — S ®r R’ € epimorfismo de anéis.

S " SosR

X
T
12
I

R—— R

Demonstracao. A demonstracao é um exercicio de perseguir diagramas.

Suponha que f, g: S ®g R' — T sdo morfismos de anéis tais que f oiy = g o is.
Podemos compor com R — R’ para trazer o dominio para R, e usar a comutatividade
do diagrama e o fato que R — S é um epimorfismo para concluir que f oiy = g oi.
Por fim, pela propriedade universal do produto tensorial, segue que existe um tinico
morfismo f = g¢g: S®g R’ — T que é o produto de f oi; com f o1is. |

foir=goiy

foiag=goia

R—— R

Assim, temos todas as ferramentas para provar a localidade dos epimorfismos.
Teorema 24. Ser epimorfismo é uma propriedade local, ou seja, sao equivalentes:

1) f: R— S € epimorfismo.

2) for Ry — Sy € epimorfismo para todo ideal primo p < R.

3) fm: Rm — Sw € epimorfismo para todo ideal mazimal m < R.

Demonstracao.
1) = 2) Pela proposicao anterior, se R — S é epimorfismo e R — R, é o mapa
de localizagao, entao R, — S ®@r R, = S, ¢ epimorfismo.

6Como R — S/R é o morfismo nulo, ndo podemos garantir que ele é epimorfismo e concluir que
S/R®gr S/R = S/R. Assim, precisamos usar a finitude de S e descer para o anel R.

10



2) = 3) Como todo ideal maximal é primo, o resultado é imediato.

3) = 1) Sejam «, f: S — T morfismos de anéis tais que v o f = o f. Entdo
ambas as funcoes induzem a mesma estrutura em 7' de R-modulo, e podemos ver « e
[ como morfismos de R-mddulos. Localizando, vemos que oy, © fyy = B © fu, portanto
Qm = fm. Como para todo R-médulo M, vale que M C [], My, temos o seguinte

diagrama comutativo.
o \
R ¢S
B

Hm O‘m:Hm 5"‘
IL, B —— [, Sm

m

Assim, a = f e f é um epimorfismo. |

3 Caracterizacao por Geradores

Primeiramente, precisamos do seguinte lema.

Lema 25. Sejam R um anel, M e N dois R-mddulos, {m;},c; uma familia de ger-
adores de M e {x;};c; uma familia de geradores de N. Para uma familia {n;},c; de
suporte finito de elementos de N sao equivalentes:

(a) > c;mi®@n;=0em M &g N.

(b) Eziste uma familia {a; ;}icjes de suporte finito de elementos de R tal que

para todo i € I, n; = Zaz}jxj
jeJ
para todo j € J, Z a; jm; = 0.

el

E interessante pensar a configuracao acima como sendo dada por uma matriz.
Se I ={1,2,...;k} e J ={1,2,....0}, T = (x1,...,2¢), T = (N1,...,ng) € M =
(ma,...,my), entdo A = [a; ;] é uma matriz k x ¢ tal que

i=A7 e 0=A"m.
Demonstracao.
(b) = (a): Segue imediatamente da bilinearidade do produto tensorial.

(a) = (b): Como os m; sdo geradores, existe uma sobrejecao p: AT — M
definida por p(e;) = m;. Assim, temos a sequéncia exata

kergp—>€BA%M—>O.

el
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Como o produto tensorial é exato a direita, nés conseguimos uma nova sequéncia
exata
kero®@r N -+ N — M @z N — 0.
iel
Assim, se )., m; ® n; = 0, entao (n;) estd no nicleo do mapa acima, logo na
imagem da inclusao ker o @ N < N!. Como {z,} sao geradores de N, existem
(a;;)ier € ker ¢ tal que
> (aig) @ x5 = (ny).
jeJ
Olhando coordenada a coordenada e usando a correspondéncia natural, isso sig-

nifica que
E A T3 = Ty
jeJ
Além disso, como cada (a; j)ier € ker ¢, entdo
E Qg 51 = 0,
iel
como desejavamos. [ |

Com o resultado a seguir, podemos finalmente fazer conta com epimorfismos. Por
simplicidade, usaremos a notagao matricial.

Lema 26 (Lema Zigzag de Isbell). Sejam R — S um morfismo de anéis e s € S.
Entao sao equivalentes:

() s®1=1®s em SXgS.

(b) Existemn > 1, C € Mix,(S), D € M,(R) e E € M,x1(S) tais que CD e DE
tém coeficientes em R e s = CDE.

Note que, para uma localizacao, nao é dificil achar as matrizes do lema. De fato,

podemos tomar n=1,C =a/s, D =se E =s"'.

Demonstracao.

(a) = (b): Note que a igualdade acima significa que s®1+(—1)®s = 0. Assim,
considere um conjunto de geradores {s;};cr tal que s =1 e s; = s. Concluimos, pela
lema anterior, que existem a;; € R tais que

S = ZCL(),]'S]',
jel
—1= ZCLL]‘S]',
jel
0= Zaiﬁjsj para todo i # 0, 1 em 1,
jel
0= Z sia;;  para todo j em I.

icl
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Multiplicando a dltima equacao por s; e somando sobre todos os j € I, ficamos com

a equacao
E SiQ5 S5 = 0.
ijel

Isolando a 0-ésima linha, vemos que

S+ E SiQi iS5 = 0.
i£0
jel
Como precisamos de uma matriz com mesma quantidade de linhas e colunas, pre-
cisamos tirar alguma coluna do somatério. Assim, ficamos com

S+ E 8iQ;,5S; = Q0.
1,j7#0

Por fim, note que », ; sia; ;s; estd escrito como em (b) (isto ¢, na forma CDE)
e app também. Como os elementos que podem ser escritos dessa maneira formam
uma algebra, segue que s também pode ser escrito dessa maneira.

(b) = (a): Basta usar a R-bilinearidade do produto tensorial. De fato, se

s=CDE = ZZJ':1 c;d; je;, entao
S 1= (Z <Z Cidi,j> €j> & 1
j=1 \i=1
~>ee (e )
j=1 i=1
-3 (L) o
i=1 \j=1
= Z 1® <Z cidmej>
i=1 j=1
=1®s,
finalizando nossa demonstracad| [

Corolario 27. A inclusao R — S € um epimorfismo de anéis se e somente se, para
todo s € S, existemn > 1, C € Mix,(S), D € M,(R) e E € M,x1(S) tais que CD
e DE tém coeficientes em R e s = CDE.

Vejamos agora duas aplicagoes desse nosso lema.

7Agora vocé vé por que o lema se chama zigzag?
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Teorema 28. Seja R — S um epimorfismo de anéis e M, N dois S-mddulos. Se
f: M — N ¢ um morfismo R-linear, entao ele também ¢é S-linear, isto €,

homg_poq(M, N) = hompg_poq(M, N).
Assim, o funtor (esquecimento) restrigio de escalar
U: S-Mod — R-Mod
¢ fielmente pleno (visto que € sempre fiel).

Primeira demonstracao. Novamente, usaremos o truque zigzag. Seja m € M fixado,
s € S es=CDF sua decomposicao dada pelo lema. Entao

f(sm) = f (Z cidivjejm)

,J

=f <Z (Z Cidi,j> ejm> pois ch‘di’j =[CD]; € R

J 7

= Z > cdi i f(em)

i

= Zczf (Z di,jejm> pOiS Zdi’jej = [DE]Z c R
= (Z Cidi,jej> f(m)

= sf(m),

portanto f é S-linear. |

Segunda demonstra¢ao. Note que, fixado m € M, (s,s') — s- f(s'm) é uma trans-
formagdo R-bilinear, logo induz um morfismo definido por ¢: s ® s’ — sf(s'm).
Assim,

flsm) =p(1@s) =p(s@1)=s-f(m),

de onde segue que f é S-linear. [ |

Corolario 29. Se R — S é um epimorfismo e M, N sao dois S-mddulos, entao

M®sN=MG®grN.

14



Demonstracao. Primeiramente, observe que (sm)®n = m® (sn). Com efeito, usando
a notacao matricial por simplicidade

Portanto podemos induzir uma estrutura de S-médulo em M ®z N dada por s(m &
n) = (sm) ®n =m ® (sn). Desse modo, a funcao

MxN— M®rN
(m,n) > m®n

¢ uma transformagao S-bilinear pelo teorema acima, e existe um tnico morfismo
S-linear

M®s N —>MrN
meni—mn.

Reciprocamente, sempre temos um morfismo de M ®@r N — M ®g N definido dessa
forma. Assim, uma funcao é a inversa da outra, e os dois modulos sao isomorfos. W

Teorema 30. Se R — S ¢é um epimorfismo de anéis, entao |S| < |R|, onde |X| € a
cardinalidade do conjunto X.

Demonstracdo. Assuma que R tem cardinalidade infinita, caso contrario R serd Ar-
tiniano, e o epimorfismo sera uma sobrejecao, como provaremos na proxima se¢ao.

Note que a cada s € S, podemos associar uma tripla (C'D, D, DE) de matrizes
com coeficientes em R. Além disso, ndo podemos ter dois elementos distintos com
mesma tripla. De fato, se s = CDE, s = C'D'E' e (CD,D,DE) = (C'D', D', D'E"),
entao

s=CDE=C'D'E=C'DE=C'D'E' =5

Portanto, a cardinalidade de S é limitada pelo tamanho de todas as triplas dessa
forma, que tem cardinalidade sup, |R|™. Como R é infinito, esse valor é igual a |R],
de onde segue o resultado. [

4 Algumas propriedades de epimorfismos

Como epimorfismos estao intimamente ligados com produto tensorial, é natural ele
se relacionar com a planaridade.
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Definicao 31.
e Dizemos que um morfismo R — S ¢é plano se o funtor (—) ®g S é exato.
e Dizemos que R — S é fielmente plano quando
N1 — Ny — N3 éexato <= N1 ®r S = Na®r S — N3 ®pg S é exato
para quaisquer R-modulos Ny, Ny e Nj.
Lema 32. Se R — S é um epimorfismo fielmente plano, entao é um isomorfismo.

Demonstracao. Se R — S é epimorfismo, entao i1: S — S ®g S é um isomorfismo.
Por outro lado, note que i; é produto tensorial entre R — S e 1g4: .S — S, portanto
temos que R — S é isomorfismo. [ |

Corolario 33. Se k € um corpo e A € uma k-dlgebra tal que k — A € um epimorfismo,
entao A=k ou A=0.

Primeira demonstrag¢ao. Basta notar que toda k-algebra nao nula é fielmente plana
(ver exemplo 5.5.9 de [§]). Assim, &k — A é um isomorfismo. |

Sequnda demonstracao. Para uma &lgebra finitamente gerada, um argumento mais
elementar é possivel. Sabemos, em particular, que A é um k-espacgo vetorial. Além
disso, dimy, A ®y A = (dimy A)%2. Como o epimorfismo nos d4 o isomorfismo A ® A =
A, temos a igualdade

de onde segue que dim; A =0 ou dimy A = 1. [ |

Teorema 34. Seja R um anel Artiniano e R — S um epimorfismo. Entio R — S €
uma sobrejecao.

Demonstracao. Como epimorfismo é uma propriedade local, podemos assumir que R
é anel local. Se m é o ideal maximal de R, entdo S/mS é uma R/m-dlgebra e temos
um isomorfismo canonico

S S
S S R/m=— -
(S @r §) @r R/m mS®R/ mS
Dessa forma, o isomorfismo S = S ®z S desce para um isomorfismo
S ~ S S
s =S®rR/m = (S®rS)®g R/m= E@?R/m mS’

pois tomar o tensorial preserva sobrejecao e o mapa é sempre injetivo. Assim, R/m —
S/mS é um epimorfismo e como R/m é um corpo, segue que é sobrejetiva. Compondo
com a projecao R — R/m, vemos que R — S/mS também é sobrejetiva, ou seja,
S = R+ mS. De modo geral, isso implica que S = R 4+ m"S para todo nimero
natural n, mas como R é Artiniano local, m = J(R) é nilpotente, logo m™ = 0 para
algum n e S = R, como desejavamos. [ |
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Por fim, vejamos como epimorfismos se comportam com o nosso querido funtor
Spec.

Teorema 35. Seja f: R — S um epimorfismo de anéis. Entao:
1) Spec f: Spec S — Spec R € injetiva.
2) Se q< S estd sobre p<a R, entdo k(p) = k(q).

Demonstracao. Iremos provar as duas afirmagoes ao mesmo tempo. Lembre-se que
os corpos residuais estao intimamente ligados com as fibras de Spec f. Com efeito,
temos uma bijecao natural

Spec S ® ri(p) = (Spec f) ™ (p)

(ver teorema 5.4.2 de [§]). Por outro lado, pela proposicao K(p) = k(p) @r S €
um epimorfismo, e, como k(p) é um corpo, segue que

S®pk(p) =0o0uS®gk(p) = ~r(p),

logo Spec f é injetiva.

Além disso, se R — S ¢é epimorfismo, e q estd sobre p, entao R, — S; ainda
¢ epimorfismo e podemos compor com a projecao para encontrar um epimorfismo
R — S,/95;. Note que pR, estd no niucleo desse morfismo, entao ficamos com um
epimorfismo

K(p) = By/pRy — Sq/qS5, = k(q).
Como ¢é epimorfismo de corpos, ¢ isomorfismo, logo k(p) = x(q). [
Esse resultado parece generalizar o que sabemos a respeito da localizacao de anéis
R — S7'R. Por outro lado, a localizacao nos dé algo ainda mais forte, um homeo-
morfismo com a sua imagem. Como veremos abaixo, isso ocorre porque localizacao é
um funtor exato.

Como S™'M = M ®r S™'R, temos que R — S™!R é um epimorfismo plano. Note
que isso nao ocorre com quocientes, os quais nunca sao planos.

Teorema 36. Se f: R — S ¢ um epimorfismo plano e I é um ideal de S, entao

I=fYI)-S.
Demonstracao. Primeiramente, observe que
S/T=S/1®sS=5/12s(S®rS)=(S/IR®sS)®rS =5/ ®RS.

Além disso, se J = f~!(I), entdo temos uma inje¢io R/J — S/I, a qual podemos
tensorizar por S e ficar com o mapa injetivo

S/JS =R/J@&rS— S/I@xrS=S5/I.

Como esse mapa € trivialmente sobrejetivo, temos um isomorfismo, logo JS = I,
como desejavamos. [ |
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Corolario 37. Se f: R — S é um epimorfismo plano, entao Spec f é um homeo-
morfismo com a sua imagem.

Corolario 38. Se f: R — S é um epimorfismo plano e R é Noetheriano/Artiniano,
entio S é Noetheriano/Artiniano.

5 Outras Direcoes

Como vimos, a nocao de epimorfismo nao parece exatamente ser a melhor general-

izagao de sobrejecao na categoria dos anéis. Por outro lado, como veremos abaixo,

retracao também nao é a generalizacao correta, é uma hipétese muito restritiva.
Primeiramente, note que toda retracao é sobrejetiva.

Proposicao 39. Seja (C,U) wma categoria concreta e f: A — B uma retragao.
Entao Uf € sobrejetiva.

Demonstracao. Como f é retragao, existe um morfismo g: B — A tal que fog = 1p.
Aplicando o funtor U, segue que Uf o Ug = 1y). Mas pela Proposicao 2, isso
significa que U f é sobrejetiva. [ |

Por outro lado, a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 40. Seja n um inteiro qualquer e 7: Z — Z/nZ a projecao. Entdo m é
uma sobrejecao que nao é uma retragao.

Assim, surge a seguinte pergunta:
“Qual a nogao correta de sobrejecao em CRing?”

Suponha que f: R — R’ seja uma sobrejecao. Entao, pelo Teorema do Isomor-
fismo, temos uma sequéncia exata

I —R— R,

onde I = ker f. Mais ainda, se t: I — R denota a inclusao e 0: I — R o morfismo
trivial, entao

I—=R-L R
0

satisfaz f ot = f o 0. Além disso, pela propriedade universal do quociente, para
qualquer funcao h: R — S tal que hot = h o0, existe um tnico morfismo g: R’ — S
tal que o diagrama abaixo comuta.

— g Ry
0

I
\ :ggg
h <

S
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E claro, tudo acima foi feito de maneira informal (ou no fantéstico mundo dos
R-médulos), pois I nao é um ane]ﬂ e o morfismo 0 nao é um morfismo de anéis. Por
outro lado, ele nos permite definir uma generalizacao mais “correta” da nocao de
sobrejecao.

Definigao 41. Um epimorfismo f: R — R’ é dito regular se existem um anel S e
morfismos paralelos o, : S — R tais que foa = f o [ e para todo anel T e todo
morfismo h: R — T satisfazendo h o o = h o 3, existe um unico morfismo g: R’ — S
tal que h = g o f, isto é, vale o seguinte diagrama.

S#R%PJ

I
\ i3'g
h +

T

Como vimos anteriormente, um morfismo pode ser épico e ménicoﬂ, € nao ser
isomorfismo, como é o caso da inclusao Z — Q. Por outro lado, isso nao ocorre
quando adicionamos a hipotese da regularidade.

Proposicao 42. Seja C uma categoria qualquer e f: A — B um monomorfismo e
um epimorfismo reqular. Entao f € isomorfismo.

Demonstracao. Se f é um monomorfismo e um epimorfismo regular dado pelo dia-
grama

c=A-LB,
B

entao o = [. Logo a propriedade h o = h o § é trivialmente satisfeita por todo
morfismo que sai de A. Tomando h = 14, nés encontramos g: B — A tal que
go f =14. Por fim, note que

(feg)of=folgof)=fola=1po/f,
e como f é epimorfismo, entao fog=13g. |

Exemplo 43. Se D é um dominio qualquer e S um conjunto multiplicativo, entao
a inclusao D < S~'D nao ¢ um epimorfismo regular. De fato, j4 sabemos que ela é
injetiva, logo monomorfismo. Assim, se fosse epimorfismo regular, também seria um
isomorfismo, o que nao pode ocorrer, pois nao é bijecao.

A ideia do exemplo acima pode ser generalizada para mostrar que todo epimor-
fismo regular é sobrejetivo. De fato, se f: R — R’ é um epimorfismo regular dado
por

S%R%R’,

8Bem, a0 menos se queremos que nossos anéis tenham identidade!
9N&o confundir com morfismos cebolinicos!
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entao podemos descer o epimorfismo para o quociente
S —= R/kerf —— R
5/

onde o =moa, f/ =mof e féomorfismo dado pela propriedade universal. Segue
que f é tanto monomorfismo quanto epimorfismo regular, logo é isomorfismo, e f é
uma sobrejecao.

Assim, esperamos que a regularidade acabe com todos os problemas que havia
anteriormente. Para descrever esses epimorfismos, queremos encontrar de maneira
canonica um S e um par de fungoes cujo contradominio é R, mas sabemos que pares
de morfismos com mesmo dominio estao associados a produtos. Assim, um primeiro
candidato seria tomar S = R X R, a = m e § = my. Por outro lado, nao é dificil
de ver que essa construcao nao vai dar certo no caso geral, pois podemos nao ter

foa=fop.

RxR ——> R

bl

R%R’

Nossa solugao é forcar a comutatividade do diagrama.

Definicao 44. Dados dois morfismos de anéis f: R — S e g: R — S, definimos seu
produto fibrado (também chamado de pullback) como o anel

RxsR ={(r,r) e Rx R"| f(r)=g(r)}.

Assim, podemos tomar S o produto fibrado de f: R — R’ com ele mesmo e «, 3
as projecoes restritas a esse anel. Por construgao, sabemos que foa = fo .

Por fim, suponha que f é sobrejetiva. Entdao R’ = R/I, onde I = ker f. Se
g: R — T satisfaz g o = g o 3, entao

f(r1) = f(r2) = g(r1) = g(r2),

de onde segue que I C kerg. Pela propriedade universal do quociente, isso implica
que existe um tnico h: R/I — T que faz o diagrama comutar, como desejavamos.
Assim, concluimos que, em CRing.

Retragao = Epimorfismo Regular = Sobrejecato = Epimorfismo

e nenhuma dessas setas é reversivel.
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