Bases de Grobner
Augusto Duarte Pena

Neste trabalho, abordaremos as propriedades basicas das Bases de Grobner. Temos
como objetivo mostrar aplica¢des interessantes das Bases de Grobner e fornecer um método
pratico (um algoritmo) que permita encontra-las. Utilizaremos exemplos para melhor compre-
ensao durante o texto.

1 Histoéria

Sob a orientagdo de Wolfgang Grobner, a teoria de Bases de Grobner foi desenvolvida
por Bruno Buchberger, seu aluno de doutorado, durante a década de 1960. O problema principal
da tese de Bruno era determinar um método para encontrar uma base para K|z1, ..., z,]/] como
um K-espacgo vetorial. Veremos a diante que um dos maiores problemas para se trabalhar com
polinémios em K{z1, ..., z,] € que o algoritmo da divisdo ndo comporta como no caso com apenas
uma variavel. Quando lidamos com polindmios em uma tnica varidvel, a divisdo euclidiana tem
unicamente determinados o quociente e o resto. No caso de vérias varidveis, a ordenacao das
varidveis, assim como a ordenagédo da divisdo tem um impacto na divisao.

Assim, a teoria desenvolvida busca entéo circunvir tais problemas e obter alguns paralelos
com o caso em uma tnica varidvel.

2 Bases de Grobner

2.1 Ordem monomial em K[zy,...,z,]

Comecaremos definindo como se da a ordem em polindmios em vérias varidveis e algumas
de suas propriedades.

Definicdo 2.1. Uma ordem monomial em K[z+, ..., x,| é uma relagio > em Z2,, ou equivalentemente,
uma relagdo no conjunto de mondmios {x®, o« € ZZ,}, satisfazendo:

i. > éuma ordem total em Z2 ;
ii. Sea> fPey €L entdo a+y > B+,

iii. > é uma boa ordem em Z2,, isto é, todo subconjunto nio vazio de Z%, possui um menor elemento
com respeito a >.

Lema 2.2. Uma relagdo de ordem total > em 7%, é uma boa ordem se, e somente se, toda sequéncia
estritamente decrescente em 7%,
] > g > Qg > -

eventualmente termina.

Demonstragio. Suponha que exista uma sequéncia infinitamente decrescente em ZZ,, entdo a
sequéncia {a1, a2, as, ...} é um subconjunto ndo vazio de ZZ%, que ndo possui menor elemento, o
que é uma contradigdo.

Reciprocamente, suponha por absurdo que > ndo é uma boa ordem, entdo existe algum sub-
conjunto ndo vazio S C Z%, que ndo possui menor elemento. Tome o; € S. Como a; ndo é
o menor elemento podemos encontrar a; > a2 em S. Mas ay ainda ndo é o menor elemento,



podemos encontrar oz > a3 em S. Seguindo este raciocinio obtemos uma sequéncia infinitamente
decrescente
] > 0 > Qg .

O

Definigdo 2.3 (Ordem Lexicogréfica). Sejam o = (a1, ..., an) e = (B1,...,0n) € ZL. Dizemos
que o >y [3 se na diferenca de vetores o — B € 7™, a coordenada ndo nula mais a esquerda é positiva.
Escrevemos x® >jpx 2P se a0 >y B

Proposicdo 2.4. A ordem lexicogrdfica em ZZ , é uma ordem monomial.
Demonstracdo.

i. A ordem lexicografica >ex é uma ordem total pela defini¢do e pelo fato da ordem numérica
usual em Z% , ser uma ordem total.

ii. Se a > S entdo temos que a entrada ndo negativa mais a esquerda em a — 3, digamos
ay — By, é positiva. Como 2 - 27 = 2t e 2P . 27 = 2717, entdoem (a+7) — (B+7) = a— 3,
a entrada ndo negativa mais a esquerda é também o, — B > 0.

iii. Suponha que >« ndo é uma boa ordem, entdo pelo Lema (2.2) temos que existe uma
sequéncia infinitamente decrescente

Q1 >lex A2 >lex O3 >lex "

de Z%,. Tome a primeira coordenada dos elementos «; € ZZ%. Pela definicio de ordem
lexicografica, as primeiras coordenadas formam uma sequéncia ndo crescente de inteiros ndo
negativos. Como os niimeros naturais sdo bem ordenados, esta sequéncia deve eventual-
mente “estabilizar”, isto é, a partir de um certo k natural toda coordenada de a, com i > k é
igual.

A partir de gy, as segundas e seguintes coordenadas de ay, ax+1, . . . formam uma sequéncia
ndo crescente e pelo mesmo argumento eventualmente “estabilizam”. Seguindo este racioci-
nio temos que para algum [, todos os oy, a1 1, ... sd0 iguais, o que contradiz @ >jex Qi41.

O
Definicdo 2.5 (Ordem Lexicogréfica Graduada). Sejam o, 8 € Z% . Dizemos que o >gpex 3 Se
o] = ;> (Bl => Bi ou |a|=|Blea > B
i=1 i=1
Proposicao 2.6. A ordem lexicogrdfica graduada em 72, é uma ordem monomial.
Demonstragio. Ver [1, p. 58] O

Definigdo 2.7 (Ordem Lexicografica Graduada Reversa). Sejam a, 3 € ZZ,. Dizemos que o > greviex 3

se
n n
ol =Y ;> 18 =Y 8. ou ol =18,
=1 =1

e a coordenada ndo nula mais a direita de o — 8 € 72, é negativa.

Proposicdo 2.8. A ordem lexicogrdfica graduada reversa em Z2 , é uma ordem monomial.

Demonstragio. Ver [1, p. 58] O

Observagido 2.9. Com o uso do Coroldrio (2.25) podemos demonstrar todas as ordens monomiais citadas
acimas sdo boas ordens mais facilmente.



Exemplo 2.10. Considere o polindmio f = 4xy?z + 422 — 5x3 + 72222 € Rz, y, 2|. Reordenando os
termos de maneira decrescente de acordo com cada ordem, temos:

- Com respeito a ordem lexicogrdfica: f = —5x3 + Tx?2? + day?z + 422
- Com respeito a ordem lexicogrdfica graduada: f = Tx?z? + dwy?z — b3 + 422,

- Com respeito a ordem lexicogrdfica graduada reversa: f = dxy?z + Tx?2% — 523 + 422

As definicdes a seguir sdo simplesmente as generalizagdes esperadas para polindmios em
vérias varidveis.

Definigdo 2.11. Seja f = ) aqx® um polindmio ndo nulo em Klxy,...,x,] e seja > uma ordem
monomial.
i. O multigraude f é
multigrau(f) = max(a € Z3 : aq # 0)

ii. O coeficiente liderde f é
CL(f) = amultigrau(f) e K

iii. O mondémio liderde f é
ML(f) _ Imultigrau(f)

(com coeficiente 1)

iv. O termo liderde f é
TL(f) = CL(f) - ML(J).

Exemplo 2.12. Tomando o polindmio do exemplo anterior com a ordem lexicogrdfica, temos
multigrau(f) = (3,0,0), CL(f) = =5, ML(f) = 2%, e TL(f) = —5a>.

Lema 2.13. Sejam f,g € K[xz1,...,x,] polindmios ndo nulos. Entdo:

i. multigrau(fg) = multigrau(f) + multigrau(g)
ii. Se f+ g +# 0, entdo multigrau(f + ¢g) < max(multigrau(f), multigrau(g)).

Ainda, se multigrau(f) # multigrau(g), entdo a igualdade ocorre.
Demonstragio.

i. Sejam f e g polindmios nao nulos em K[z, ...,z,]. Tome A e B subconjuntos nao vazios de
7%, e escreva

f = hoz+ Z hoz®, onde multigrau(f) = ay
acA—{a1}

g = kga® + Z hga®,  onde multigrau(g) = B,
BEB—{p1}

Temos que o produto é dado por fg = hg, kg, 271 + Z hokgz®th.

acA—{a1}
BEB—{B1}
Disto segue que que multigrau(fg) = a1 + 1 = multigrau(f) + multigrau(g).

ii. CasoTL(f)+TL(g) =0entdo f+g = Z hox®+ Z hgaP. Assim, multigrau(f+

acA—{a1} peB—{B1}
g) = max((A—{a1 HU(B—{p1})) < { %i < max(ay, f1) = max(multigrau( f), multigrau(g)).

Se TL(f)+ TL(g) # 0, entdo multigrau(f + g) = max(multigrau(f), multigrau(g)).



2.2 O Algoritmo da Divisdo em K[z, ..., z,]

A algoritmo da divisdo em K[z1, ..., x,] com uma determinada ordem monomial é similar
ao algoritmo da divisdo em K[z]. Ao dividirmos f por fi,...,fs € K[x1,...,,], tomaremos
a divisdo de f por fi, e o resto da divisdo sera dividido por fs. O processo se repete até que o
restante da divisdo no estagio s — 1 é dividido por f; e obtemos r como o resto que néo é divisivel
por nenhum outro polinémio.

Exemplo 2.14. Ao dividirmos f = xy> + 1 por fi = zy+ 1e fo = y + 1 em R[z,y] com a ordem
lexicogrdfica « >y, obtemos

zi+l=y - (zy+ 1)+ (1) - (y+1)+2.
E importante observar que em polindmios em vérias varidveis, a divisdo e o resto podem
ndo ser tnicos.
Exemplo 2.15. Ao dividirmos f = z%y +zy® +y* por f1 = xzy—1e fo = y?> — Lem Rz, y] com a ordem
lexicogrdfica « > y, obtemos
Pyt i =(r+y) - (ay—1)+1- @ 1) +x+y+ 1
Agora, se dividirmos [ = z?y + xy? + y* por f1 = y*> — le fo = xy — 1, obtemos

Pyttt =(r+1) - -1 +x-(vy—1)+ 22+ 1.

O conceito é formalizado através do seguinte teorema:

Teorema 2.16 (Algoritmo da Divisdo em K{x1, ..., ,]). Dada uma ordem monomial > em 7%, seja
F = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polindmios em K|x1,...,x,]. Entdo todo f € K|x1,..., ]
pode ser escrito como

f:a1f1+"'+asfs+rv

onde a;,r € Klz1,...,xy,), er = 0ou r é uma combinagdo linear de mondmios com coeficientes em K,
nenhum deles divistveis por algum T L(f1), ..., TL(f,). Chamaremos r de resto da divisdo de f por F.
Além disso, se a; f; # 0, entdo temos

multigrau(f) > multigrau(a, f;).

Demonstracdo. Consideremos, inicialmente, a; = -+ = a, = r = 0 e p = f. Procederemos da
seguinte maneira: enquanto houver i € {1,--- , s} tal que T'L(f;) divide T'L(p), fazemos

TL(p) TL(p)
TL(f)” PP L)

No caso de haver mais deum i € {1, ..., s} tal que T'L(f;) divide T'L(p), entdo tomamos aquele
que for menor.

a; = a; + fi-

Agora, quando TL(f;) ndo dividir TL(p), para todo ¢ € {1,---, s}, entdo adicionamos T'L(p) a
r, ou seja, tomamos p = p — T'L(p) e r = v + T'L(p). Notemos agora que, em qualquer estagio
do processo, temos que f = a1 f1 + -+ asfs + p+r. No caso de T'L(p) ser divisivel por algum
TL(f;), temos que

TL(p) TL(p) fitp

aiJitp = aifi+ i~
f f ’%((fi))f T
b p
= a; + i+ {p— z) .
( TL(f») 4 ( L)
Neste caso, o termo a; f; + p ndo é alterado, assim como as demais parcelas. Por outro lado, no

caso de T'L(p) ndo ser divisivel por nenhum T'L( f;), temos que

p+r=p—TL(p)+TL(p) +r = (p—TL(p)) + (r + TL(p)),




ou seja, a soma p + r ndo ¢ alterada, assim como as demais parcelas. Logo, em qualquer uma das
etapas podemos escrever f = a1 f1 + - +asfs +p+r.

Agora precisamos provar que em algum momento a parcela p se anulard. No caso de T'L(f;)
TL(p)

dividir T L(p), temos que p = p — L)

fi. Pelo Lema (2.13), temos que

TL(f)TL(g) = CL(f)ML(f)CL(9)ML(g)
CL(f)CL(g)J;m“l“grﬂu(f)-‘rmultzgrau(g)

TL(fg).

Logo, T'L ( IL(p) fz) (;LL((})) ) TL(fz) = gf((?)) TL(fi) = TL(p).
TL(p)

A segunda 1gualdade é Vahda porque 77 € um mondmio. Assim, o termo lider de p se anulard

TL(p
TL(f

sequéncia decrescente: multzgrau(pl) > multigrau(ps) > . Mas como multigrau(p;) é ndo
negativo, em alguma iteragdo ele terd de ser zero, ou seja, p; = a € k para algum j. Como vimos
anteriormente, na proxima iteragdo tomariamos

ao fazermos p’ = p — ) #,. Portanto, multigrau(p) > multzgmu( '). Teriamos assim uma

B TL(p;)
b T T

fz =0ou Pj+1 =D — TL(pJ) =0.

Assim, p;;1 = 0 em ambos 0s casos.
Finalmente, nos resta provar que multigrau(f) > multigrau(a;f;), paratodoi =1,...,s e com
a; f; # 0. Notemos que

TL(p1) . =0+ TL(p1) n TL(p2) .

TL(f:)’ TL(f;) ~ TL(fi)’

onde p; é o polindmio p, do algoritmo, na j-ésima iteracio. Como
j

aﬂ:O; CL1'2:O+

multigrau (gi(( ))> + multigrau(f;) = multigrau 71:281)]2)
— ; TL(p1) -
= multigrau TL(I;}) TL(fZ-)) =
multigrau(TL(p1)) = multigrau(p:) > multigrau(p;) = multigrau(TL(p;))

= rmultigrau (?i%’{))) + multigrau( f;)

Concluimos assim que multigrau(?i((’;)) > multigrau( ; T ), paratodo j = 2,...,k. Agora como

TL(p1) , . TL(px)
TL(f) T TL()

a; =

segue pelo Lema (2.2), que multigrau(a;) = multigrau(= L((p 1) Portanto,
TL
multigrau(a; f;) = multigrau <TL((2;°1)) f1-> = multigrau(pr) < multigrau(f).

O

Exemplo 2.17. Seja f1 = 2y — 1, fo = y* — 1 € K[z, y] com a ordem lexicogrdfica x > y. Dividindo
f=azy*> —xpor F = (fi, f2) o resultado é

wy? —r=y-(2y—1)+0-(° = 1) + (-2 +y)
A divisdo de f por F = (fa, f1) é
vy —z=2-(Y* 1) +0-(zy—1)+0

Este segundo cdlculo mostra que f € (f1, f2). Assim, o primeiro cdlculo mostra que mesmo se f € (f1, f2),
é posstvel obter um resto ndo nulo na divisio por F = (f1, f2).



2.3 Ideais Monomiais e o0 Lema de Dickson

Definicdo 2.18. Um ideal I C K[x1,...,x,] é um ideal monomial se existe um subconjunto A € 7%,
tal que I consiste em todos os polindémios que sdo somas finitas da forma

Z hox®, onde hy € K21, ...,2p].
acA

Neste caso, escrevemos I = (z® : o € A).

Lema 2.19. Seja I = (z® : a € A) um ideal monomial. Entdo um monomio x° pertence a I se, e somente
se, 2 ¢ divistvel por ® para algum o € A.

Demonstragdo. Se z” pertence a I, entdo podemos escrever 77 = S hiz®i,ondeh; € K[y, ... 2,
A t; y

Escrevendo cada h; como soma de mondmios, temos h; = ) o @i

Assim,

t1 ts
af = E ap; e |t 4+ E ag; x| e,

Como cada parcela do lado direito da soma ¢é divisivel por algum z°¢, segue que z” também deve
ser.

Reciprocamente, se z é um multiplo de 2, para algum « € A, entdo 2” € I pela defini¢do de
ideal. O

Exemplo 2.20. Se I = (zy? 23y*, 22y), entdo os expoentes dos mondmios em I formam o conjunto
((4,2) + Z%0) U ((3,4) + Z%,) U ((2,5) + Z2,),

que é representado pela figura a seguir, fazendo-se a identificagdo (m,n) <— x™y™.

Figura 1: Um ideal monomial em Z2,.

Lema 2.21. Seja I um ideal monomial, e seja f € Klx1,...,x,]. Entdo as sequintes condigoes sio
equivalentes:

i. fel
ii. Todo termo de f estd em I.

iii. f éuma combinagdo linear com coeficientes em K dos mondmios em I.



Demonstragio. As implicagdes iii. = ii. e it. = 4. sdo dbvias.
S

Agora, para mostrar que i. = iii., seja f € I, entdo f = E hiz®, com h; € Klz1,...,2y).
i=1
Escrevendo h; como soma de monomios e expandindo, temos

t1 ts
f = E ai; V9 | E asj xVsi L p&s
j=1 eI Jj=1 er

Coroldrio 2.22. Dois ideais monomiais sdo iguais se, e somente se, eles contém os mesmos mondmios.

Demonstragio. Se os ideais sdo iguais, entdo eles claramente contém os mesmos monomios.
Reciprocamente, se I e J sdo dois ideais monomiais que contém os mesmos mondmios,

fel & féuma K—combinagio linear dos mondmios em I
< f éuma K —combinacgédo linear dos mondmios em J
& feld

O

Teorema 2.23 (Lema de Dickson). Um ideal monomial I = (z® : a € A) C Klx1,...,xy] pode ser
escrito da forma I = (x®',... x%), onde ay,...,as € A. Em particular, I tem uma base finita.

Demonstragio. Procederemos por indugdo em n. Se n = 1, entdo I é gerado por mondmios
z{, com a C Z>o. Tome § como o menor elemento de A. Assim, § < « para todo a € A4, e
consequentemente 2 divide todos os geradores de I. Portanto I = (z).

Suponha agora que n > 1 e que o resultado é valido para n — 1. Escreveremos as varidveis como
Z1,...,Tn-1,Y, de modo que os mondmios em K|z1,...,2,—1,Yy] possam ser escrito na forma
Y™, coma = (Q1,...,0,_1) € Z’;gl em € Z>p.

Suponha que I C K|[z1,...,2,_1,y| é um ideal monomial. Para encontrar um conjunto finito de
geradores de I, definimos um ideal J de K[z, ..., z,—1] gerado pelos mondmios x“ para os quais
z®y™ € I para algum m > 0. Como J é um ideal monomial em K|z, ..., z,—_1], pela hipdtese de
indugdo temos que um nimero finito de z® geram J, digamos que J = (z*,...,z%").

Para 1l < i < s, pela definicdo de J temos que x“¢y™ € I para algum m; > 0. Tome m como o
maior de todos os m;. Entdo, para cada 0 < k < m — 1, considere o ideal J;, C K|[z1,...,Tn_1]
gerado pelos monodmios z” tais que 2°y* € I. Novamente, pela hipétese de indugao, temos que Jj
possui um ntmero finito de geradores , digamos que Ji, = (z®1 ... g%5k),

Se tomarmos a seguinte lista de mondmios, veremos que I é gerado por mondmios nela contidos:

Jo 5 ozl gaoso
J 5 xovly,. xSy,
J — Qm—1,1,,m—1 Qm—1,Sm—1,m—1
m—-1 — X Yy yeees L Y )
J S oaolym L a%sy™

Observe agora que cada monoémio de I é divisivel por algum mon6émio acima listado. De fato,
tome z“y? € I. Se p > m, algum z*:y™ dividird 2*y” pela construcdo de J. Por outro lado, se
p < m — 1, entdo algum z2*r7y? divide z“y? pela construcéo de J,,. Do lema (2.19) segue que os
mondmios acima listados geram o ideal que contem os mesmos mondmios que . Pelo corolario
(2.22), os ideais sdo 0os mesmos. O

Exemplo 2.24. Ao aplicarmos a demonstragdo do Lema de Dickson no ideal I = (x*y?, z3y*, 2%y°),
obtemos um conjunto finito de geradores para I, a saber,

I = (x2y57x4y2,x4y3, $3y4>.



Corolério 2.25. Seja > uma relagiio em 7%, satisfazendo as seguintes condigdes:

i. > éuma ordem total em 72

ii. Sea> ey el entioo+y> [ +7.
Entdo > é uma boa ordem se, e somente se, o« > 0 para todo o € Z,.

Demonstragio. Suponha que > é uma boa ordem e tome oy como o menor elemento de ZZ,. Se
0 > ap, pelo item #i. da hipotese, teriamos ay > 2ap, 0 que é um absurdo, pois oy é 0 menor
elemento de ZZ,. Portanto, ap > 0.

Reciprocamente, suponha que og > 0 para todo o € Z%, e seja A C Z%, ndo vazio. Tome [ = (z“ :

a € A), que é um ideal monomial e pelo Lema de Dickson segue que a1, . .., oy € A é um conjunto
gerador para I. Sem perda de generalidade, podemos supor a; < ap < -+ < ;. Mostremos agora
que «; é o menor elemento de A. De fato, tome a € A e note que 2® € [ = (z*1,...,2%) e pelo

(2.19), segue que algum z divide 2. Podemos entéo escrever o = «; + vy para algum vy € Z%,.
Como v > 0, pelo item #i. da hipotese temos

a=a;+v>a; +0=0a; > ay.

Portanto a1 é o menor elemento de A. O

2.4 O Teorema das Bases de Hilbert e Bases de Grobner

Veremos agora que todo ideal em K{z1,...,z,] é finitamente gerado, e que qualquer
cadeia ascendente de ideais em K|[x1,.. ., x,] eventualmente torna-se estaciondria.

Definigdo 2.26. Seja I C Klz1,...,xy) um ideal diferente de {0}.

i. Denotamos por T L(I) o conjunto dos termos lideres dos elementos de 1. Assim,

TL(I) = {ca®: existe f € I com TL(f) = cx“}

ii. Denotamos por (T'L(I)) o ideal gerado pelos elementos de TL(I).
Proposi¢do 2.27. Seja I C Klx1,...,xy] um ideal.

i. (TL(I)) éum ideal monomial.

ii. Existem gy,...,9: € I taisque (TL(I)) = (TL(¢1),...,TL(gt)).
Demonstracdo.

i. Os mondmios lideres M L(g) dos elementos g € I — {0} geram o ideal monomial (M L(g) :
g € I —{0}). Como ML(g) e TL(g) sdo multiplos por uma constante ndo nula, temos que o
ideal (T'L(g) : g € I — {0}) = (T'L(I)). Portanto, (T'L(I)) é um ideal monomial.

ii. Como (T'L(I)) é gerado pelos monémios ML(g) para g € I — {0}, pelo Lema de Dick-
son temos que (I'L(I)) = (ML(g1),...,ML(g:)) para um nimero finito de polindmios
g1s---,9: € I. Como M L(g;) é multiplo de T'L(g;) por uma constante ndo nula, segue que
(TL(I)) = (T'L(g1),-. ., TL(gy))-

O

Teorema 2.28 (Teorema das Bases de Hilbert). Todo ideal I C Klz1,...,xy| possui um conjunto
gerador finito, isto é, I = (g1,...,g:) para g1,...,g¢ € I.



Demonstragio. Se I = {0}, basta tomar o conjunto gerador como {0}.

Se I contem polindmios ndo nulos entdo o conjunto gerador g¢i,...,g; para I pode ser cons-
truido da seguinte maneira: Pela proposigdo (2.27), existem ¢1,...,g; € I tais que (T'L(I)) =
(TL(¢1);---,TL(g:)). Vamos mostrar que (I) = (g1, ..., g)-

Como cada g; € I, é claro que (g1, ...,g:) C I.

Reciprocamente, seja f um polindmio em I e divida f por (g1, ..., g:). Pelo algoritmo da divisdo
obtemos uma expressdo da forma

f=a1g1 4+ +ag +7,

onde nenhum termo de r é divisivel por algum T'L(g1), . .., T L(g;). Vamos mostrar que r = 0.
Rearranjando termos, podemos escrever

r=f—aig1— - —agt €1

Ser #0,entdo TL(r) € (TL(I)) = (T'L(¢1),--.,TL(g:)), e pelo lema (2.19), segue que T'L(r) deve
ser divisivel por algum T'L(g;), o que contradiz o fato de r ser o resto da divisdo. Assim,

f=aig1+ - +age €(g1,--., 1),
eportanto I C {(g1,...,g:)- O

Defini¢ao 2.29. Dada uma ordem monomial, um subconjunto finito G = {q, . .., g} de um ideal é uma
base de Grobner (ou base padrio) se

(TL(g1), -, TL(gt)) = (TL(I)).

Originalmente Bruno Buchberger havia dado o nome de Base padrdo ao que hoje conhece-
mos como Bases de Grobner. Alguns anos apds a defesa de sua tese, Bruno escreveu um artigo em
que propunha a mudanca de terminologia como uma forma de homenagem ao seu orientador de
doutorado. A mudanga foi aceita e ¢ amplamente mais usada que o termo original, embora ambos
sejam corretos e equivalentes.

O seguinte resultado mostra que todo ideal admite base de Grobner:

Corolario 2.30. Dada uma ordem monomial, entdo todo ideal I C K|x1, ..., x,] diferente de {0} possui
uma base de Grobner. Além disso, toda base de Grobner para um ideal I é também uma base para I.

Demonstragio. Dado um ideal ndo nulo, o conjunto G = {g¢1, ..., g:} construido na demonstragéo
do Teorema das Bases de Hilbert é uma base de Grobner por defini¢do. Agora, para mostrar
que qualquer base de Grobner do dado ideal é também uma base para o mesmo, observe que
se (TL(I)) = (TL(¢1),---,TL(g:)), entdo pelo mesmo argumento do teorema anterior temos que
I ={g1,...,q:), portanto G é uma base para I. O

Exemplo 2.31. Consideremos o ideal J = (g1,g2) = (x + 2,y — z). Mostraremos que g, e g2 formam
uma base de Grobner com respeito a ordem lexicogrdfica em Rz, y, z]. Para isto, precisamos mostrar que
qualquer elemento nido nulo de .J se encontra no ideal (T L(g1),TL(g2)) = {x,y). Pelo Lema (2.19), isto é
equivalente a mostrar que o termo lider de qualquer elemento nio nulo de J é divistvel por x ou y.

Tome f = Agy + Bgz € J. Suponha que f é um polindmio nio nulo e que T L( f) ndo é divisivel por x e y.
Como estamos considerando a ordem lexicogrdfica seque que f deve ser um polindmio apenas na varidvel z.
Entretanto f se anula na variedade L = V(x + z,y — z) C R3, pois f € .J. Como o inico polindmio que se
anula em todos os pontos de L é o polindmio nulo temos J = 0, 0 que é uma contradigdo.

Segue entdo que (g1, g2) € uma base de Grobner para J.

Teorema 2.32 (Condi¢do de Cadeia Ascendente). Seja
Lchcl3C---
uma cadeia ascendente de ideais em K[x1,...,x,). Entdo existe N > 1 tal que

In=Iny1=Inp2="---.



Demonstragido. Dada a cadeia ascendente de ideais Iy C Iy C I3 C ---, considere o conjunto
I = |J;2, I;. Vamos mostrar que [ é um ideal. De fato, Como 0 € I; para todo i, segue que
0e U?il I;.

Agora, sejam f, g € I, entdo existem indices p, g tais que f € I, e g € I,. Sem perda de generalidade
podemos supor que p > ¢q. Como temos a cadeia ascendente, segue que f, g € I, e consequente-
mente f + g € I, pois I, é um ideal. Logo, f + g € U2, L.

Suponha agora que f € [ er € K[xz1,...,x,], entdo f € I para algum k e fr € I, pois I é um
ideal. Logo, fr € U;2; Ii.

Pelo Teorema das Bases de Hilbert, segue que I possui um conjunto gerador finito, digamos
I={(fi,...,fs). Observe que cada gerador estd contido em algum I;, digamos f; € I;, para algum
ji, i =1,...,s. Se tomarmos N como o maximo de todos os j;, entdo pela definicdo de cadeia
ascendente segue que f; € Iy para todo i. Temos entdo

I:<'f1""7f3>CINCIN+1C"‘CI,

Disto resulta que a cadeia ascendente se estabiliza em Iy, desta forma todos os ideais subsequentes
na cadeia sdo iguais. O

2.5 Propriedades e aplicacdoes das Bases de Grobner

Proposig¢do 2.33. Seja G = {g1,...,g:} uma base de Grobner para o ideal I C Klx1,...,x,] € seja
f e Klxi,...,x,). Entdo existe um vinico r € Kz1,...,x,| satisfazendo as sequintes propriedades:

i. Nenhum termo de r é divistvel pelos TL(g1), ..., TL(gt).

ii. Existeg e Italque f=g+r.

Em particular, r é o resto da divisdo de f por G independentemente da ordem na qual os elementos de G
estdo.

Demonstragio. Pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever f = aigi + -+ + arg¢ + r, com r
satisfazendo a condicéo i.. Se definirmos g = a1g1 + - - - arg: € I, entdo temos que a condicao ii. é
satisfeita e garantimos a existéncia de r.

Para provar que 7 € tnico, suponha que f = g + r = g + 7 satisfazendo simultaneamente i. e 7i..
Entdfor —7=g—g € Ieser # 7segueque TL(r — 7) € (TL(I)) = (TL(g1),...,TL(g;)). Pelo
lema (2.19), segue que T'L(r — 7) é divisivel por algum T'L(g;), logo r — 7 deve ser zero e portanto
r € inico. 0

O resultado a seguir resolve o problema da pertinéncia de um polindmio em um ideal em
Klzy,..., 2]

Corolario 2.34. Seja G = {g1,...,g;} uma base de Grobner para o ideal I C Klz1,...,x,] e seja
f € Klzy,...,x,]. Entdo f € I se, e somente se, o resto da divisdo de f por G é zero.

Definigao 2.35. Escreveremos f¥ para o resto da divisdo de f pela s-upla ordenada F = (fy, ..., f). Se
F é uma base de Grobner para (f1, ..., fs), entdo podemos tomar F' como um conjunto (sem uma ordem em
particular).

A definigdo a seguir generaliza o conceito de minimo multiplo comum:

Defini¢do 2.36. Sejam f,g € K|x1,...,xy] polindmios nio nulos.

i. Se multigrau(f) = « e multigrau(g) = B, tome v = (71,...,7vn), onde v; = max(«;, ;)
para todo i. Chamaremos x” de minimo miiltiplo comum de M L(f) e M L(g), denotado por
27 = mme(ML(f), ML(g)).
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ii. O S-polinémio de f e g éa combinagdo

S(f.) = o f -
DT T T

Exemplo 2.37. Seja f = 23y* — 22y3 + z e g = 3z'y + y? em R[z, y] com respeito a ordem lexicogrdfica
graduada. Temos que v = (4,2), logo

S(f.9) it A

Lema 2.38. Suponha que temos a soma y;_, c;fi, onde ¢; € K e multigrau(f;) = 6 € Z%, para todo
1. Se multigmu(Zle cifi) < 6, entdo Zle ci fi € uma combinagio linear com coeficientes em K dos
S-polindmios S(f;, fr), paral < j, k < s. Além disso, todo S(f;, fi) tem multigrau < 4.

Demonstragio. Sejad; = CL(f;) de modo que ¢;d; seja o coeficiente lider de ¢; f;. Como multigrau(c; f;) =
& e sua soma é estritamente menor que §, segue entdo que » ;_, c¢;d; = 0.
Tome p; = L’;— e note que p; € monico. Considere agora

S S
doafi = ) cdipi
i=1

i=1
c1di(p1 — p2) + (c1dy + cad2)(p2 — p3) + -+ + (crdy + -+ - + cs_1ds—1)(Ps—1 — Ps)
+(c1dy + -+ + csds)ps-

Por hipétese TL(f;) = d;z?, o que implica que o mme(CL(fi), CL(f1)) = x°. Assim,

el o 1 o

x
S(fi fr) = TL(fi)fj - TL(fk)f’“ = fjw - fkm
Como Y7, ¢;d; = 0 e pela equagdo 2.5 a soma acima pode ser reescrita como

Zj:l Cifi = Cldls(fl,fQ) + (CldlchQ)S(f23f3)+
4.4 (Cldl + -4 Csfldgfl)s(fsfla fs)7

=Ppj — Dk

que é uma soma na forma desejada. Como multigrau(p;) = multigrau(py) = 0 e p; e pi sdo
monicos, segue que multigrau(p; — pr) < J. Pela equagdo 2.5 o mesmo vale para S(f;, f)- O

O préximo teorema é uma caracterizagdo para bases de Grobner:

Teorema 2.39. Seja I um ideal em K|x1,...,x,]. Entdoabase G = {g1,...,g:} para I é uma base de
Grobner para I se, e somente se, para todos os pares i # j, o resto da divisdo de S(g;, g;) por G (em alguma
ordem) é zero.

Demonstragio. Suponha que G é uma base de Grobner, entdo como S(g;, g;) € I pelo Coroldrio
(2.34) o resto da divisdo por G é zero.

Reciprocamente seja f € I um polindmio ndo nulo. Devemos mostrar que se o S—polindmios tém
restos iguais a zero na divisdo por G, entdo TL(f) € (I'L(g1),...,TL(g:)). Por definigdo, existem
polinémios h; € K[z, ...,x,] tais que

f=> higi. ey
i=1

11



Tome m(i) = multigrau(h;, g;) e defina 6 = max(m(1),...,m(t)). Pelo Lema (2.13) temos que
multigrau(f) < max(multigrau(h;, g;)) < 0.

Considere agora todos os possiveis modos em que f pode ser escrito como na equacado 1. Para
cada expressdo, obtemos um ¢ que pode ser diferente. Como a ordem monomial é bem ordenada,
podemos tomar uma expressédo 1 para f de modo que ¢ é minimo.

Mostremos agora que multigrau(f) = 6. Suponha que vale multigrau(f) < J. Podemos reescrever
f isolando os termos cujo multigrau é § da seguinte maneira:

[ = Z higi + Z higi

m(i)=48 m(i)<d (2)
= Y TL(h)gi+ Y (hi—TL(h))gi+ Y higi.
m(i)=48 m(i)=48 m(i)<d

Os mondémios que aparecem na segunda e terceira soma da segunda linha tém multigrau menor
que 6. Assim, pela hipotese que multigrau(f) < ¢ segue que a primeira soma também tem
multigrau menor que 4. _
Seja TL(h;) = c;x*® . Entdo a primeira soma Zm(Z sTL(hi)g; = Zm(i):(; c;x*W g, se encaixa

nas hipéteses do Lema (2.38) com f; = 2*@g;. Pelo Lema (2.38) temos que esta soma é uma
combinacéo linear de S—polindmios S () 9j () g,). Entretanto,

20

xa(J)TL(QJ)
= 2% ’yﬂ”S(gj gk)

onde 7% = mmc(ML(g;), ML(gx)). Logo existem constantes c;, € K tais que

2(d)

a(i) . palk) Nego T alk)
Sz g,z gy) 9 = mwTLgn s ok

Z TL(hi)g; = Z ¢k’ %5 (g5, gk)- ®)
m(i)=48 7,k
Por hipétese o resto de S(g;, gx) na divisdo por g1, ..., g é zero. Pelo algoritmo da divisdo, isto

significa que cada S—polindmio pode ser escrito da forma

g] ) gk Z Ai5kYGis 4)
onde a;;; € K[x1,...,z,]. Ainda, do algoritmo da divisdo temos que
multigrau(aijrg:) < multigrau(S(g;, gr)) (5)

para todo i, j, k. Multiplicando a expressdo S(g;, gx) por 2°~7* obtemos

2’ %kS g gk sz]kgu

onde b;ji, = 2%V a; ;1. Por 5 e pelo Lema (2.38) temos que
multigrau(bijrg:) < multigrau(z®~7*S(gj, gr)) < 6. (6)
Substituindo a expressao acima em 3 obtemos a equagdo
> T = B 500,00 = S (Shusn) = S
m(i)=48 j.k %

e por 6 segue que multigrau(h;g;) < 4.

Agora, substituindo Zm(i): sTL(hi)gi =, h;g; na equacao 2 podemos obter uma expressao para
f como uma combinacdo polinomial de g;s onde todos os termos tém multigrau menor que 6, e
isto contradiz a minimalidade de §. O
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2.6 O Algoritmo de Buchberger

Teorema 2.40. Seja I = (f1,..., fs) # {0} um ideal de polindmios. Entdo a base de Grobner para I pode
ser construida em um niimero finito de etapas através do sequinte algoritmo:

Entrada: ¥ = (£_1, ..., f_s)
Saida: uma base de Grébner G = (g_1l, ..., g_t) para I,
com F subconjunto de G

G :=F
Repetir
G" =G
Para cada par {p, g} com p != g em G’, faca
S : = resto da divisdo de S(p, g) por G
Se S !'= 0, entdo G := G unido de {S}
Até G = G’

Demonstragio. Para facilitar, denotaremos (G) = (g1,...,9¢) se G = {g1,...,9:} e (TL(G)) =
(TL(g1), - -, TL(gy))-

Primeiramente, vamos verificar que G C [ estd garantido em cada estdgio do algoritmo. Inicial-
mente G = F C I. Suponha agora que G C I e vamos verificar que G U {S} C I. Notemos que,
dados p,q € G, com p # ¢, temos

S(p,q) =a1g1 + -+ arge + S(p, q)¢

ondeg; € Gea; € K[x1,...,zy] paratodoi=1,...,¢.
Logo,

S =S(p,q% =S({p,q) — (arg1 + - +ag:) €G.

Assim, G U {S} = G C I, o que significa que a cada iteracdo, ampliamos G por meio de adicao
de elementos do proprio G. Notemos também que F' = {f1,-- -, fs}, que é uma base de I, estd
contida em G, isto implica que G é uma base de I.

O algoritmo termina quando G = G’, o que significa que S = S(p,q)¢" = 0, para todo p,q € G.
Pelo Critério de Buchberger, segue entao que G é uma base de Grobner.

Agora resta verificar apenas que o algoritmo termina. Para isto, vamos analisar o que acontece
com G ap6s cada iteragdo. O conjunto G consiste de G’ (antigo G) junto com os restos ndo nulos de
S-polindmios de elementos e G'. Entdo, como G’ C G, segue que

(TL(G")) C(TL(G)) @)

Além disso, se G’ # G, vamos mostrar que (I'L(G")) é estritamente menor que (I'L(G)). Para ver
isto, suponha que um resto ndo nulo r de S-polindmios foi adicionado a G. Desde que r é o resto
da divisdo por G, segue que T'L(r) nédo é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos
de G’. Logo, TL(r) ¢ (T'L(G’)), ainda que TL(r) € (T'L(G)). Concluimos assim que (T'L(G")) estd
contido estritamente em (T'L(QG)).

Por (7), os ideais (T'L(G")) obtidos pelas sucessivas iteragdes formam uma cadeia ascendente de

ideais em K{z1,...,x,]. Assim, pelo Teorema (2.32), ap6s um ndimero finito de iteragdes, esta
cadeia se estabilizard. Eventualmente (T'L(G)) = (I'L(G’)). Pelo paragrafo anterior, temos G = G’
e, portanto, o algoritmo ird terminar em um ntimero finito de passos. O
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Exemplo 2.41. Considere em Q|x,y] com a ordem grlex I = (f1, f2) = (x3 — 2y, 2%y — 2y* + x). Note
que F = { f1, f2} nio é uma base de Grébner para I, pois TL(S(f1, f2)) = —2 ¢ (TL(f1), TL(f2)).
Segquindo o algoritmo, tome inicialmente G = F e considere G' = G. Em seguida, calculamos S(f1, f2)<".
Note que

S(fi, f2) = —a® = S(f1, f2)¢" = =2 #0
Logo, fazemos G = G U{S(f1, f2)¢"} = {2® — 22y, 2%y — 2y* + x, —2?} = {f1, fo, f3}. Como G’ # G,
o processo continua. Agora, consideramos G' = G = { f1, f2, f3}. Temos

S(f1, f3) = =22y = S(f1, [3)¢" = —2xy # 0.

E, portanto,

G=GU {S(flaf?))Gl} = {ms - 2$ya$2y_ 2?]2 +$,_$2,_2$y} = {flaf27f3af4}

Continuamos tendo G # G', entdo consideramos G' = { f1, fa, f3, f1} € repetimos o processo.

S(fi, f1) = —2ay* =yfs = S(fi,f0)¥ =0
S(fa, f3) = =22+ = S(f2,f3)¢ =292 +2#0.

Entio,
G =GU{S(f2, f3)¢"} = {a° — 22y, 2%y — 2¢y* + &, —2%, =22y, —2y* + &} = {f1, fo, fa, [, 5}
Finalmente, é ficil verificar que para este G, temos que
S=5(fi,f;)¢=0,com1<i<j<5.

Portanto, a partir deste passo, teremos G = G’ e entdo finalizamos o algoritmo aqui. Agora, pelo critério de
Buchberger, seque que uma base de Grobner para I é dada por

{fl7 f27 f37 f47 f5} = {I’d - sza $2y - 2y2 +z, —1'2, —217% _2y2 + I‘}
O proximo resultado nos permite eliminar geradores "desnecessarios"e assim, reduzir
nossa base de Grobner.
Lema 2.42. Seja G uma base de Grobner para o ideal de polinémios I. Seja p € G um polindmio tal que

TL(p) € (TL(G — {p})). Entido G — {p} é também uma base de Grobner para I.

Demonstragio. Sabemos que (I'L(G)) = (T'L(I)). SeTL(p) € (TL(G—{p})), entdo (T L(G—{p})) =
(TL(G)). Como G é uma base de Grobner, segue que G — {p} é também uma base de Grobner
para I. O

Ao ajustarmos as constantes de modo que todos os coeficientes lideres sejam 1 e remo-
vendo termos redundantes de GG, chegamos a uma base que chamamos de minimal no seguinte
sentido:

Defini¢ao 2.43. Uma base de Grobner minimal para um ideal de polindmios I é uma base de Grobner G
que satisfaz as sequintes condigdes:

i. CL(p) =1, paratodop € G.
ii. Paratodop € G, TL(p) ¢ (TL(G — {p})).

Exemplo 2.44. Temos que G = {23 — 2y, 2%y — 2y* + x, —2%, —2xy, —2y* + 2} é uma base de Gribner
para o ideal I = (x3 — 2xy, 2%y — 2y° + ).
Ainda,

x’ (—z)(—2?)

= (-he) Cam



Pelo lema anterior temos que G = {—x%, —2zy, —2y* + x'} é uma base de Grobner para 1. Agora considere:

a? = (-1)(-=?)
— 1 ( 2
ry = 3 zy)
1 1
y? — 2t = (73 (=24 + 2).

Assim, a base de Grobner mininal é G = {z*, vy, y? — Sa}.

Quando G é uma base de Grobner minimal, os termos lideres T'L(p), p € G formam uma
unica base minimal de (T'L(I)). Infelizmente, o ideal original I pode admitir varias bases de
Grobner minimais. O ideal I acima, por exemplo, admite

- . ~ 1
f3 = 2% + azy, f1 = 2y, f5 :yzfim (8)

como base de Grobner minimal, com a € Q qualquer. Podemos entdo produzir infinitas bases de
Grobner minimais. H4 uma maneira de escolher uma base que é "melhor", no seguinte sentido:

Definicdo 2.45. Uma base de Grobner reduzida para um ideal de polinémios I é uma base de Grobner
G que satisfaz as sequintes condigdes:

i. CL(p) =1, paratodop € G.

ii. Paratodop € G, nenhum mondmio de p estd em (T'L(G — {p})).

Tomando a = 0 em (8), segue que esta base é reduzida. As bases reduzidas possuem a
seguinte propriedade:

Proposic¢do 2.46. Seja I # {0} um ideal de polindmios. Entdo dada uma ordem monomial, I possui uma
tinica base de Grobner reduzida.

Demonstracio. Seja G uma base de Grobner minimal para /. Dizemos que g € G é reduzido em G
se nenhum mondmio de g pertence a (T'L(G — {g})). Nosso objetivo é modificar G de forma que
todos os seus elementos fiquem reduzidos.

Uma primeira observacdo é que se g é um elemento reduzido em G entdo g também serd reduzido
em qualquer outra base F' de Grobner mininal de I que contem g e eles contém o mesmos termos
lideres. De fato, seja F' uma base de Grobner minimal para I, tal que g € F e TL(G) = TL(F)
entdo TL(G — {g}) = TL(F — {g}), assim temos que (T'L(F — {g})) = (TL(G — {g})), como
nenhum mondmio de g ndo pertencem a (T'L(G — {g})) entdo nenhum mondmio de g pertence a
(TL(F — {g}))-

Dado, g € G, seja g’ = g% 19}, temos que o conjunto G’ = (G — {g}) U{g'} é uma base de Grébner
minimal para /.

Temos que T'L(g) = TL(g’). De fato temos que G é uma base de Grobner minimal, assim, T'L(g)
ndo é divisivel por nenhum dos termos lideres de G — {g}, logo T'L(g) = T L(¢’).

Agora iremos mostrar que G’ é uma bases de Grobner para I. De fato, g € I e (G —{g}) C I, segue
que oresto ¢’ € I. Logo G’ C I. Sabemos que T'L(g) = T'L(g’), entdo TL(G) = TL(G’), assim
(TL(Q)) = (T'L(G")) = (TL(I)). Portanto G’ é uma base de Grobner.

Iremos mostrar que G’ é minimal para /. De fato, temos que G é uma base de Grobner minimal e
que (G — {g}) U{g'}. Notemos que (G’ — {¢g'}) = (G — {g}) e TL(g) = TL(g') segue que

TL(g) ¢ (TL(G —{g})) = TL(¢') ¢ (TL(G" —{dg'})).
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O fato de G ser o minimal implica que T'L(g') = 1, para todo g € G".

Temos que g é um elemento reduzido. De fato, ¢’ é o resto da divisdo de g por G — {g}, assim cada
monodmio de ¢’ ndo é divisivel por nenhum elemento de TL(G — {g}) e consequentemente ¢’ é
reduzido.

Aplicando este processo para todo g € G, obteremos uma base de Grobner reduzida para I.

Suponha G e G sdo duas bases de Grobner reduzidas para I. Em particular G e G’ sdo bases de
Grobner minimais. Pelo lema anterior,

TL(G) = TL(G')

Assim, temos que para todo g € G, existe um § € G tal que TL(g) = TL(§). Entdo, basta mostrar
queg=goug—g=_0.

Notemos que g — § € I, e como G é uma base de Grobner, segue que g — gG = 0. Agora, do
fato de TL(g) = TL(g'), estes termos irdo se aular em g — ¢’. E do fato de G ser reduzido,
segue que nenhum mondmio de g pertence a (I'L(G — {g})), e portanto apenas T'L(g) pertence a

(TL(G)) = (TL(G")). Sendo assim, 0 = g — QG = g — § e portanto g = §. O

Agora, afim de apresentarmos a solugdo que Buchberger deu ao problema enunciado no
inicio deste trabalho, introduziremos o seguinte conceito:

Definicdo 2.47. Seja I C K|x1,...,x,) um ideal. A pegada de I (com respeito a uma ordem monomial
fixada) é o conjunto

A(I) = {M mondmio : M ndo é o mondmio lider de nenhum polindmio em I}.

O resultado seguinte mostra a relacdo entre a pegada de um ideal e uma base de Grobner
para I.

Proposicdo 2.48. Seja I C K|x1,...,x,) umideal e seja {g1,...,gs} uma base de Grobner para I. Entdo
um mondmio M pertence a A(I) se, e somente se, M nio é um miiltiplo de M L(g;) para todoi € {1,...,s}.

Demonstragio. Se M é um mondmio em A(I), pela definicdo de pegada segue que M ndo é o
mondmio lider de nenhum polinémio em I, em particular, M nado é multiplo de M L(g;) para todo
ie{l,... s}

Reciprocamente, da defini¢do de base de Grobner sabemos que se M ndo é um multiplo de M L(g;)
paratodoi € {1,..., s}, entdo M ndo é o mondmio lider de nenhum polinémio em I. O

Exemplo 2.49. Seja I = (23 —z,y> —y, 2%y —y) C ]R[x y] e adotemos a ordem lexicogrdfica (escolhendo
y < z). Uma verificagio mostra {x3 — z,y* — y, 2%y — y} é uma base de Grébner para 1. Temos
ML(z3 —z) = 2®, ML(y® — y) = y®, ML(2%y — y) = 2%y e aplicando a proposicdo acima, a seguinte
representagio nos mostra a pegada. Novamente usaremos a identificagio x*y” +— (a, ).

@ Mondmios lideres da base de Grobner para |

O Monémios de A()
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Os pontos (3,0), (0,3) e (2,1) correspondem aos mondmios lideres da base de Grobner e a partir destes
é possivel determinar quais mondmios nio sdo miiltiplos de pelo menos um deles. Seque que A(I) =

{1,z,2%y, zy, 2, vy}

O teorema a seguir é o principal resultado da tese de doutorado de Bruno Buchberger [5],
e foi 0 que motivou a introdugédo por ele do conceito de bases de Grobner.

Teorema 2.50. Seja I C K[zy,...,x,] um ideal. Entdo
B={M+1:MecA()}

é uma base para K[x1, . .., xy]/I como um K —espago vetorial.

Demonstragio. Seja G uma base de Grobner para I com respeito a mesma ordem monomial usada

para determinar A(I), e seja f € K[z1,...,z,]. Dividindo f por G obtemos um resto na forma
r= 22:1 a;M; onde a; € K[z1,...,z,] e M; € A(I) paratodoi=1,...,¢t.
Como f+ I =r+1Isegue que B gera K[x1,...,z,]/I comoum K—espago vetorial. Vejamos agora

que os vetores em BB sdo linearmente independentes.
Suponha que 22:1 bi(M;+1I)=0+1,ondeb; € KeM; € A(I) paratodoi = 1,...,l. Entdo
Zézl b;M; € I e assim devemos ter que cada b; = 0 para todo i = 1,...,[, pois caso contrario

l . 5 . NIy < NIy
> i1 biM; seria um elemento ndo nulo de I cujo mondmio lider ndo é o mondémio lider de um
polinémio em 1.

O

Exemplo 2.51. Tomando o exemplo (2.49), temos que o conjunto
4 Lo+ Lo+ Ly+1oy+ Iy +1ay* +1}

¢é uma base para Rz, y]/I como um R-espago vetorial.
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