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1 Introducao

Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916) foi um matemaético ale-
mao. Ele fez contribuigoes importantes na algebra abstrata (especialmente
na teoria dos anéis), na fundamentagao axiomética dos ntimeros naturais, na
teoria algébrica dos ntimeros e na definicao de ntimero real.

A nocao de ideais foi primeiramente proposta por Dedekind em 1876 na
terceira edi¢ao do livro Vorlesungen iiber Zahlentheorie (Notas de Teorias dos
Nuameros). Era uma generalizagdo do conceito de ntmeros ideais desenvol-
vida por Ernst Kummer. Depois o conceito foi mais desenvolvido por David
Hilbert e, especialmente, por Emmy Noether.

O nome anéis de Dedekind (ou dominios de Dedekind) foi dado em home-

nagem a Dedekind, que foi um dos primeiros a estudar esses aneis por volta
de 1870. [1]

(selo com Richard Dedekind e com um ideal com sua decomposi¢ao em
ideais primos - http://users.wfu.edu/kuz/Stamps/Dedekind /Dedekind.html)

Vimos que:

Teorema 1.1. Seja R um anel Noetheriano. Entao todo ideal I de R contém
um produto finito de ideais primos.

Demonstracao. Exercicio 13.1 da lista 5. U

Dessa forma, poderiamos nos perguntar sobre aneis cujos ideais sao pro-
dutos finitos de ideais primos. Esses sao os aneis de Dedekind:



Definigao 1.1. Um anel de Dedekind (ou dominio de Dedekind) é um do-
minio de integridade em que todos ideais sao produtos de ideais primos.

O interesse pelos aneis de Dedekind surgiu na metade do século 19 porque
notou-se que oa anéis de inteiros algébricos nao eram dominios de fatoracao
Unica mas seus ideais poderiam ser escritos como produtos de ideais primos.

2l

2 Exemplos e definicoes equivalentes

Essa se¢ao é baseada em [2].

Exemplo 2.1. Todo dominio de ideais principais ¢ um anel de Dedekind:

Seja R um dominio de ideais principais (DIP) e I um ideal de R. Para
I =0, I ¢éprimo. Se I # 0, entdo existe a € R, a # 0, tal que I = (a).
Como todo DIP é um dominio de fatora¢ao tnica (DFU), existem u € R
unidade, py, ..., pr € R irredutiveis (=primos em DFU) distintos e ey, ..., e
inteiros positivos tais que a = upi’ ---p*. Assim I = (p1)® - - (px)® onde
(p1), .., (pr) sdo ideais primos.

Exemplo 2.2. Sejam R um anel de Dedekind e S C R um conjunto multi-
plicativo. Entdao S™'R ¢ um anel de Dedekind:

Se J ¢ um ideal de S7!'R, vimos em aula que existe I ideal de R tal que
J = S7'I. Como R & anel de Dedekind, existem P, ..., P, ideais primos tais
que I =[] P. Se PN S =0, S7'P; é ideal primo de S~'R. Caso contrario,

i=1
S7IP, = S7IR. Assim, J = [] S7'P ¢ fatoragdo de J por ideais primos.
i=1
PZHSZQ

Exemplo 2.3. Seja K um corpo de nimeros algébricos e O(K) seu anel de
inteiros. Entao O(K) é um anel de Dedekind. Isso sera provado na secao 4.

Agora temos como objetivo provar que a fatoracao de um ideal em ideais
primos em um anel de Dedekind é tnica.

Definicao 2.1. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes
k. Um R-submoédulo I de k é chamado de ideal fracionado se existir um
elemento d € R, d # 0, tal que J = dI é um ideal de R.



Exemplo 2.4. Seja R um dominio de integridade. Se [ um ideal de R, entao
I é um ideal fracionado pois 1 = [ é um ideal de R.

Exemplo 2.5. Sejam R um dominio de integridade e k seu corpo de fragoes.
Se ¢ € k, entao 7R é um ideal fracionado pois bR = aR = (a) ¢ o ideal de
R gerado por a € R.

Proposicao 2.1. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes k.
Se I e I, ideais fracionados, entao I+ Iy, I1 15 e I; N1, sao ideais fracionados.

Demonstracao. Por definigao, existem dy,ds € R, d; e d nao nulos, tais que
J1 =dil; e Jy = dyly sdo ideais de R.
Note que:

o didy(I; + I2) = doJy + dyJs é ideal de R

o didy(I115) = J1Jy € ideal de R

o didy(I; N I3) = (didodh) N (dydaly) = (doJh) N (dyJ2) é ideal de R.
Assim segue que Iy + Is, 1115 e I; N I sao ideais fracionados. O

Definicao 2.2. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes k.
Dizemos que um ideal fracionado nao nulo I é invertivel se existir um ideal
fracionado I’ tal que II’ = R. I’ é chamado de inverso de I.

Observacgao 2.1. Seja R um dominio de integridade com corpo de fracoes
k. Todo ideal principal ndo nulo é invertivel: Seja [ = (a) = aR, a # 0.
Defina J = %R. Temos: IJ = R e J ¢ ideal fracionado (pois I = a®J ¢ ideal
de R). Portanto I é invertivel.

Definicao 2.3. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes k.
Seja I um ideal fracionado nao nulo. Defina:

I''={xek|zl CR}

Observacao 2.2. Seja I um ideal fracionado nao nulo. Entao /=! ¢ um ideal
fracionado. De fato, seja d € R, d # 0, tall que J = dI é um ideal de R.
Sejaa € I, a # 0. Entao dal™! € Re da € J C R. Claramente dal™! ¢
R-modulo, assim segue que dal~! é ideal de R e I™! ¢ ideal fracionado.



Lema 2.1. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes k. Seja
I um ideal fracionado nao nulo invertivel. Entao I~! ¢ o tnico inverso de I.
Consequentemente, I é invertivel se e somente se I/~ = R.

Demonstracao. Seja I ideal fracionado nao nulo e invertivel. Entao existe
d € R nao nulo tal que J = dI é ideal de R e existe ideal fracionado I’ tal
que II' = R.

Pela definicao de 1!, claramente I’ C I~!. Por outro lado, temos:

I''=RI'=TII""cI'R=T
Portanto, I’ = I~ O

Lema 2.2. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes k. Se
todos ideais fracionados nao nulos forem invertiveis, entao o conjunto dos
ideais fracionados nao nulos é um grupo com a multiplicagao e identidade R.

Demonstracao. Direto da proposicao e do lema [2.1] O

Lema 2.3. Seja R um dominio de integridade com corpo de fracoes k. Se I é
um ideal fracionado invertivel, entao [ é finitamente gerado como R-mddulo.
Demonstragao. Como I é invertivel, temos II-! = R. Entao existem

n
Ti,....xn €L eyy,...,y, € 7! tais que > x;y; = 1. Assim, se a € I temos
i=1

a = Y (ay;)z;. Pela definicao de I™!, ay; € R para todo i € {1,...,n}.
i=1

Portanto {x1,...,z,} gera I como R-modulo. O

Lema 2.4. Seja R um dominio de integridade. Se I3, ..., I, ideais de R tais

que J = [] I; é invertivel, entao I, ..., I, sao invertiveis. Em particular, Se
i=1

n
J =[] I; é ideal principal, entao Iy, ..., I, sao invertiveis.
i=1

Demonstragao. Como J é invertivel, temos JJ~! = R. Ou seja:

R= (ﬁ[) J =1 ﬁ[i J!

i=1 i=1



n
Portanto, I; é invertivel com inversa | [ ; | ! para todo j € {1,...,n}.

i=1
i#]

]

n

Lema 2.5. Seja R um dominio de integridade. Seja J = [] [; onde I1,..., I,
i=1

sao ideais de R primos e invertiveis. Entao essa é a tnica fatoragao de J em

ideais primos.

Demonstracao. Seja J = [] J; outra fatoracao de J onde Jy,...,J,, sdo
i=1
primos. Vamos provar o lema por inducao em n.

m

Considere n = 1. Entdo J é primo e invertivel. Como [[J; C J e
i=1

J & primo, existe r € {1,...,m} tal que J, C J. Mas também temos

J C[]Ji € J.. Entdo J = J,.. Se m # 1, teriamos R = [] J; C J; para
i=1 =1
£
todo i € {1,...,m}, i #r, ie, J; = R, o que nao pode acontecer ja que J; é
primo. Portanto m = 1.

Suponha agora que o lema vale para n > 1. Vamos provar para n + 1.
m n

Seja I, ideal minimal de {I,...,I,}. Novamente, como [[J; C [[ I; C I,

=1 =1
n

existe J, tal que J; C [[ I; € I,. Mas [[ I; C [[ J; C Js. Entao existe I; tal
i=1 i=1 i=1

qe Iy C [] J; € Js. Assim temos I; C Jg C I,.. Como escolhemos I, minimal,
i=1
temos [, = Js = I,. Como [, é invertivel, multiplicanto J por I~ I obtemos:

i1l
i=1 i=1

= =
1#£r i1#£s

n

Pela hipotese de indugao, temos n —1 =m —1 e [] I; é uma fatoracao igual
i=1
£

m
a [[ J;. Portanto, o lema esta provado. O
s
Teorema 2.1. Seja R um anel de Dedekind. Entao todo ideal primo nao
nulo é invertivel e maximal.



Demonstra¢ao. Vamos primeiro provar que todo ideal primo invertivel de R é
maximal. Dessa forma, seja P ideal primo invertivel e x € R\ P. Considere
os ideais P 4+ Rx e P + Rz?. Como R é um anel de Dedekind, existem
k !
Ii,.... I, Ji,...,J; ideais primos tais que P+ Rx = [[ [; e P+ Rz? = [] J..

i=1 =1
Temos:

.P+Ra:_HP_<

)

Tla

° P+Rac HJ :<x_PQ>

€lo lema |£. concluimos UE ., ...y oy sao mvertiveis. ote que
Pelo 1 2.4 ] PR . t1 Not

, k !
P+1§x = (P?Rm)z Entao: H (%)2 = H1 Ji  Pelo lema | temos 2k = [ e

podemos renumerar os J; de forma que I; = Jo; = Jo;_1 para todo
i € {1,...,k}. Podemos concluir assim que P + Rz? = (P + Rx)? Entao
temos:

PCP+R:*>=(P+Rx)*=P*+Ra*C PP+ Ra

Entao, para todo a € R, existem b € P? e ¢ € R tais que a = b + cx. Note
que cx =a—b € P. Como P é primo e z ¢ P, temos ¢ € P. Assim temos
P C P?+ Px. Claramente P2 + Pz C P. Portanto, P = P? 4+ Px. Como P
é invertivel, multiplicanto os dois lado da ultima igualdade por P~! temos:
R = P+ Rx. Como z é arbitrario em R\ P, concluimos que P ¢ maximal.

Agora vamos provar que todo ideal primo de R é invertivel. Seja P um
ideal primo de R. Sejay € P, y # 0. Como R é um anel de Dedekind,

existem ideais primos Pi,..., P, tais que (y) = [] P;. Assim P contém
. =

[ P e, consequentemente, existe P; tal que P; C P. Pelo lema , como
i=1

(y) € principal, P; é invertivel. Pelo que acabamos de provar acima, sabemos
que P; ¢ maximal. Entao, P; = P e, portanto, P é invertivel. O

Corolario 2.1. Seja R um anel de Dedekind. Entao para todo ideal de R,
sua fatoracao em ideais primos é tnica.

Demonstracao. Consequéncia do lema [2.5 e do teorema O]

Dessa forma, temos a seguinte definicao para os aneis de Dedekind que é
equivalente a primeira definicao 1.1}



Definigao 2.4. Um anel de Dedekind (ou dominio de Dedekind) é um do-
minio de integridade R em que todo ideal I de R pode ser fatorado de forma
essencialmente tnica como produto de ideais primos, i.e.:

e (existéncia) existem Pp,..., Py ideais primos distintos e e,..., e in-
teiros positivos tais que I = Pf*--- Pk

e (unicidade) se existirem @1, ..., Q; ideais primos distintos e fi,..., f;
inteiros positivos tais que I = Q{l e lfl, entao k = [ e existe uma
permutacao o de {1,...,k} tal que P, = Q,¢) e e; = f,() para todo
ie{l,...,k}.

Segundo o teorema [1.1] em um anel Noetheriano todo ideal contém um
produto finito de ideais primos. Assim poderiamos nos perguntar se todo
anel Noetheriano é um anel de Dedekind.

Exemplo 2.6. Z[z] é Noetheriano mas nao ¢ anel de Dedekind. Z[z] ¢é
Noetheriano pois Z é Noetheriano. Z[z] ndo é Dedekind pois (z) é um ideal
primo que nao é maximal (ele esta contido no ideal (2, x)).

Observacao 2.3. Entao nem todo anel Noetheriano é anel de Dedekind.
Mas pode existir condigoes que podemos acrescentar a aneis Noetherianos
para que eles sejam aneis de Dedekind. Com isso em mente, vamos agora em
direcao de provar que R é um anel de Dedekind se e somente se:

R ¢ um dominio de integridade que satifaz as seguintes condigoes:

1. Todo ideal primo de R é maximal.
2. R é Noetheriano.

3. R é integralmente fechado no seu corpo de fragoes.

Lema 2.6. Seja R um anel de Dedekind. Se I e J sao ideais de R tais que
I C J, entao existe () ideal de R tal que I = JQ.

Demonstracao. Sabemos que todos ideais de um anel de Dedekind sao in-
vertiveis, entdao podemos definir Q@ = J7'I. @ é um ideal de R, pois
Q=J'TcJYU=ReJQ=J] =1 O

Lema 2.7. Seja R um anel de Dedekind. Sejam [ e J sao ideais de R
tais que I C J e suas fatoragoes em ideais primos sao I = Pf'--- P e
J = Q{l ---@;". Entao [ < k e renumerando os ); e f; temos @; = F; e
fi <e; paratodoi e {1,...,1}.



Demonstracao. Pelo lema anterior existe ideal () tal que I = J@Q. Como a
fatoragao em ideais primos é tnica, concluimos que a fatoracao de I é igual
a fatoragao de J multiplicada pela de (). Assim segue o lema. n

Proposicao 2.2. Seja R um anel de Dedekind. Todo ideal fracionado pode
ser fatorado de forma tinica como produto de ideais primos e de inversos de
ideais primos.

Demonstra¢ao. Seja I um ideal fracionado. Entao existe d € R, d # 0 tal
que J = dI é um ideal.
Vamos primeiro provar a existéncia da fatoracao. Como R é um dominio

k
de Dedekind, existem P, ..., P, Q1,...,Q; ideais primos tais que J = [] P,

=1
l k l
e Rd =[] Q;. Como J = RJ = (Rd)I temos I = (H R-) (H Q;l). Se
j=1 i=1 Jj=1

dado P, existir (); = F;, temos Pin_l = R. Entao esses casos podem ser
eliminados da fatoracao e a fatoracao obtida disso é tnica.
Agora vamos provar a unicidade da fatoragao. Seja

i) ) )i

onde Py,..., P, Q1,...,Q, Pl,...,P.,Q,..., Q. sdo primos,
{P,...., B} n{Q1,...,Q=0e{P],..., P} N{Q4,...,Q.} = 0. Entéo

(117) () - (1) (11

Pelo corolario 2.1]e por {Py,..., B} N{Q1,...,Qi} =0, temos k = r,
k F l I

l=s, [P =1]Fe]lQ; = IIQ) Assim segue que a fatoracio de I ¢é
i=1 i=1 j=1 j=1

Unica. [l

Observacao 2.4. Como consequéncia da proposi¢cao anterior, temos que
num anel de Dedekind, para todo ideal fracionado I existem P, ..., P, ideais
primos e ey, ..., e, numeros inteiros nao nulos tais que I = P*--- P (se
e; <0, P = (P71)™%).

)
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Definicao 2.5. Dado [ um ideal fracionado e P um ideal primo definiremos
op(I) da seguinte forma:

() 0, se P nao aparece na fatoracao de [
g =
r e, se P aparece na fatoracao de I como P°¢

A proxima parte serd baseada em [3].

Lema 2.8. Seja R um anel que satisfaz as condigoes de Se I é um ideal
primo nao nulo, entdao R C 1.

Demonstragao. Claramente R C I-!. Entao basta provar que R # I~!. Seja
a € 1,a+#0. Como R é Noetheriano, pelo teorema [1.1], existem Py, ..., P,

n

ideais primos tais que [[ P; C Ra. Escolha esse produto de forma que n seja
i=1

o menor possivel. Se n = 1, como por hipotese todo ideal primo é maximal,

temos P, = Ra = I. Como a # 0, temos + ¢ R mas é €It Sen>1,

a
como P ¢é primo, existe P; C P. Como todo primo ¢ maximal, temos I = P;.

Considere J = [[ ;. Como n é minimal, temos J ¢ Ra. Seja b € J \ Ra.

=1

i£]
Como IJ C Ra, temos Ib C Ra. Entao g[ € R. Ou seja, g € I7'. Mas
b ¢ R, pois b ¢ Ra. Assim concluimos que R # I O

Lema 2.9. Seja R um anel que satisfaz as condic¢oes de Se I é um ideal
primo nao nulo, entao I é invertivel.

Demonstracao. Pelo lema basta provar que /77! = R. Claramente
II™* ¢ R. Como I e I7! sao ideais fracionados, concluimos que I17! ¢é
ideal de R. Por hipotese, como [ é primo nao nulo, I é maximal. Temos:
ICIRCII''CR,entao [I"' =Toull!'=R.

Suponha que I17' = I. Sejax € ™!, Entdo I C II-! = I. Por inducao
temos 2" C I para todon € N. Seja r € R. Entao ra"I C rI C R. Ou seja
R[z] = (1,z,2% ...) C I7'. Como I ¢ fracionado, existe d # 0 tal que dI~*
¢ ideal de R. Como R[z] é R-modulo, dR[z] é ideal de R. Pelo lema[2.3| R[z]
¢ finitamente gerado como R-moddulo. Entao x é integral sobre R. Mas por
hipétese R é integralmente fechado. Portanto x € R e I™! C R. Mas isso
nao acontece segundo o lema Portanto I1~1 = R e I & invertivel. O

Teorema 2.2. R é um anel de Dedekind se e somente se satisfaz as condigoes

de 2.3

11



Demonstra¢ao. Vamos provar primeiro que todo anel de Dedekind R satisfaz
1.,2. e 3. de R satisfaz 1. pelo teorema [2.1] R satisfaz 2. pois, pelo
lema[2.7, um ideal ndo nulo esta dentro de apenas um namero finito de ideais.
Entao toda cadeia ascendente de ideais se estabiliza. Falta agora provar que
R satisfaz 3., ou seja, que R é integralmente fechado no seu corpo de fragoes.
Seja x = ¢ € k (k corpo de fragoes) que ¢ integral sobre R. Assim existe
polinémico moénico de Z[x] tal que x é raiz. Seja k o grau desse polindmio.
Entdao R[x] ¢ um R-mo6dulo gerado por 1,z,...,2" ! Entdao " 'R[z] C R.
Denote por d o elemento b"~!. Entdo, para todo n € N, da” € R. Seja
P ideal primo. Como a fatoracao de um ideal fracionado é tnica temos
op(daz"R) = op(dR) + nop(zR), para todo n € N. Como dz" € R, dz"R
é um ideal de R e op(dz™R) > 0. Se op(xR) < 0 existiria n € N tal que
op(dz"R) = op(dR)+nop(xR) < 0, entdo temos que ter op(xR) > 0. Como
isso ocorre para todo P ideal primo, concluimos que xR é produto finito de
ideais primos, ou seja, € um ideal de R. Como x € xR concluimos que z € R.
Portanto R é integralmente fechado.

Agora temos que provar a volta. Seja R um anel que satisfaz [2.3] Vamos
provar que R é um anel de Dedekind. Consideramos R produto de uma
colegao vézia de conjuntos primos. Suponha que existe [ ideal de R que nao
é produto finito de ideais primos. Seja C o conjunto de todos ideais que nao
sao produto de ideais primos. C # () pois I € C. Como R ¢ Noetheriano, C
possui um elemento maximal J. Como J # R, existe ideal maximal de R tal
que J C M. Pelo lema .9 temos J = JR C JM~' C MM~! = R. Entéo
JM~' ¢ ideal de R.

Suponha JM~' = J. Seja x € M~!. Entao zJ Cc JM~' = J. Por
inducao temos z"J C J paratodon € N. Sejar € R. Entaorz"J C rJ C R.
Ou seja R[x] = (1,x,2%,...) C J~'. Como J~! ¢é fracionado, existe d # 0 tal
que dJ~! ¢ideal de R. Como R[z] ¢ R-m6dulo, dR|[x] ¢ ideal de R. Pelo lema
2.3] R[z] é finitamente gerado como R-modulo. Entdo x ¢ integral sobre R.
Mas por hipotese R é integralmente fechado. Portanto x € R e M~! C R.
Mas isso ndo acontece segundo o lema [2.8] Portanto JM~! # J.

Pela maximilidade de J, existem Py, ..., P, ideais primos tais que
n

n
JM~' = ][ B;. Portanto J = M [] P, ou seja, J é produto finito de ideais
i=1 i=1
primos. O que é uma contradigao.

Portanto todo ideal de R é produto finito de ideais primos, i.e., R é um anel
de Dedekind. O

12



Assim temos essa nova defini¢cao equivalente as anteriores:

Definicao 2.6. Um anel de Dedekind (ou dominio de Dedekind) é um do-
minio de integridade que satifaz as seguintes condigoes:

1. Todo ideal primo de R é maximal.
2. R é Noetheriano.

3. R ¢é integralmente fechado no seu corpo de fragoes.

3 DIP se e somente se DFU

Essa secao é baseada em [4].

Teorema 3.1. Seja R um dominio de Dedekind. Entao R é DIP se e somente
se R é DFU.

Demonstracao. Todo DIP é DFU. Entao precisamos provar apenas a volta.
Seja R um dominio de Dedekind e DFU. Vamos provar que todos ideais de
R sao principais. Como todo ideal de R é produto de ideais primos, basta
provar que todo ideal primo é principal.

Seja P um ideal primo e z em P nao nulo. Como R é um DFU, existem
P1,...,Pp Primos e ey, ..., e, inteiros positivos tais que x = pi' - - - p&». Assim,
temos pi'---pf» € P. Como P é primo, existe p; tal que p; € P. Assim
(pj) C P. Vamos provar que (p;) ¢ maximal.

Seja J um ideal tal que (p;) C J. Entao sejay € J\(p;). Pelo lema acima,
existe ideal @ tal que JQ = (p;). Seja z € Q). Entéo yz € (p;). Ou seja, p,
divide yz. Como p; é primo e y ¢ (p;), temos z € (p;). Isso acontece para
todo z € @, portanto  C (p;). Mas (p;) = JQ C Q. Assim concluimos que
(pj) = Q. Entao J(p;) = (p;). Como estamos em um dominio de integridade,
isso implica 1 € J. Portanto J = R e (p;) é maximal.

Como (p;) C P e (p;) ¢ maximal, concluimos que P = (p;). Ou seja, P
é ideal principal. Assim segue o teorema. ]

4 Anéis de inteiros

Essa secao é baseada em [4].
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Seja K um subcorpo de C (conjunto dos nimeros complexos). Entao K
¢ um espago vetorial sobre Q@ (conjunto dos numeros racionais). A dimensao
de K sobre Q ¢ chamada de grau e ¢ denotada por degy /g

Definicao 4.1. Seja K um subcorpo de C. Chamamos K de corpo de niume-
ros algébricos se degy g < 00.

Observagao 4.1. Todo elemento de K é um niimero algébrico sobre Q.

Definigao 4.2. Seja K um corpo de niimeros algébricos. Defina o seguinte
conjunto:
O(K) := {z € K | x é um inteiro algébrico}

Chamamos esse conjunto de anel de inteiros de K.

Proposicao 4.1. Seja K um corpo de nimeros algébricos e z € K. Existe
inteiro nao nulo m tal que max é inteiro algébrico.

Demonstracao. x é algébrico sobre Q. Entao existem 22, % ...
bo? byt b

que z" + ab”_—*llxnfl +- 4 “1x + “0 = (. Seja m o menor multiplo comum de
bo, b1, ...,b,_1. Entao temos

0=a"+ L Dy D 4y 0
=z i —x+—=m"[2" I P
bn 1 bl bO b - 1 bl bo
_ n—1 n— 1CL1 n@
= (max)" b 1(mx) +-o+m blmaz+m b
com mzzj, ceo,m™T 121 ,m" “8 € 7. Entao mx é inteiro algébrico. O

Proposigao 4.2. Seja K um corpo de nimeros algébricos. Entao O(K) é
um Z-modulo livre de posto deg /q-

Demonstragdo. Seja n = degg,g e {71,...,z,} base de K sobre Q. Pela
proposigao anterior, existem ay, ..., a, € Z tais que {a1z1,...,a,z,} é uma
base de K sobre Q formada por elementos de O(K). Assim, O(K) possui o
Z-modulo de posto n gerado por {ayz1, ..., a,x,}.

Por outro lado, seja {y1,...,Yns1} C O(K). Como O(K) é Q-subespago
de K, {y1,...,Yns1} € linearmente dependente. Entao existem

b : b b . ,o. L1
by nt1 by e b —
et R € Q tais que Gt T Y = 0. Seja d o minimo multiplo

comumde ¢, ..., ¢, 1. Entao di—iyﬁ—- . -—|—dﬁ”iyn+1 =0e¢ d% di”i €.
Ou seja, {y1, ..., Yns1} s@o linearmente dependentes também sobre Z. Entao
O(K) nao pode conter Z-submodulos de posto n + 1.

Entao O(K) tem que ser Z-modulo livre de posto n. O
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Seja S um conjunto. Denote por |S| a cardinalidade S.

Lema 4.1. Seja K um corpo de nameros algébricos e R = O(K). Seja
n = degg /q-

1. Se I = (m) para algum inteiro m nao nulo, entao |R/I| = |m|".
2. Se I é um ideal de R, entao |R/I| ¢é finito.

Demonstracao. 1. Pela proposicao 4.2 R é um Z-moédulo de posto n.

Dessa forma, seja {z1,...,x,} uma base de R. Entao {mz1,...,mz,}
¢ base de I. Assim temos que R/I é isomorfico como Z-modulo a
(-£)". Como |(:£,)"| = Im|", segue |R/I| = |m]|".

2. Vamos provar que I possui um inteiro positivo m nao nulo. Seja

x € I. Como x € R, existem a,,_1,...,a1,a9 € Z com ag # 0 tais que
T+ 12"+ -+ a1z + ap = 0. Defina m = a¢. Entao m é inteiro
naonuloem = —z" —a, 12" ' — - —aqz € I.

Seja J = (m). Temos J C I e ?T/:f] ~ R/I. Como |R/J| é finito por 1.

desse lema, concluimos que |R/I] ¢ finito.
0

Teorema 4.1. Seja K um corpo de nimeros algébricos e R = O(K) seu anel
de inteiros. Entao R = O(K) é um anel de Dedekind.

Demonstragao. Vamos verificar que R satisfaz 1., 2. e 3. da definigao [2.6

e Seja P um ideal primo nao nulo. Vamos provar que P é maximal. Como
P é primo, R/P é dominio de integridade. Pelo lema anterior, R/P é
finito. Mas todo dominio de integridade finito é um corpo. Portanto,
R/P é um corpo. Isso implica que P é maximal.

e Sejam I e J ideais de R tais que I C J. Temos }}T/II =~ R/J. Pelo

lema anterior |R/I| < co. Assim |R/J| < |R/I| < co. Entao se I} C
I, C---C 1, C--- é&uma cadeia ascendente de R, temos 0 < --- <
|\R/I,| <--- <|R/L| <|R/I| < co. Entao {|R/L]|,...,|R/1,]|,...}
é finito. Portanto, a cadeia ascendente de ideais tem que se estabilizar
e R é Noetheriano.
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Primeiro vamos provar que RNQ = Z. Claramente Z C RNQ. Vamos
provar que RNQ C Z. Seja § € RN Q com a e b coprimos. Entao
existem ¢y, cy,...,ch_1 € Z tais que (%)n +--+af +c=0. Entao:
a4+ -+ ca+bcg=0ea” = —ba"t— .- —b"leya —bcy € Z.
Entao b divide a™. Impossivel, pois a e b sao coprimos. Portanto b = 1
oub=—leg€Z.

Agora seja x no corpo de fragoes de R tal que z é integral sobre R.
Entao z € K, pois K e um corpo que contém R. Assim x é integral
sobre Q. Portanto x é integral sobre RN Q = Z, ou seja, © € R.
Portanto R é integralmente fechado.

[l
Exemplo 4.1. O(Q[v/=5]) = {a +bv/-5 | a,b € Q}:
Temos
(1++v-5)(1—-+v-5)=6=2-3
e 6 ¢raizdez — 6= 6¢c O(Q[v-5])

2 éraiz de v — 2 = 2 € O(Q[v/-5))
3 6 raiz de z — 3 = 3 € O(Q[v=5))
1+ /=5 éraizde 22 — 22+ 6 = 1+ /=5 € O(Q[vV-5))
1—+v/=béraizde 22 — 22+ 6 = 1 — /-5 € O(Q[v/-5))

Portanto O(Q[v/—5]) ndo ¢ DFU. Mas, pelo teorema anterior, ¢ um anel de
Dedekind.
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