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Condicoes de cadeia.

Exercicio 1.
Seja

f 9

0 M’ M m” 0

uma sequéncia exata de R-médulos. Mostre que M € Artiniano se, e somente se, M’ e M” sdo Artinianos.

Exercicio 2.
Seja M um R médulo de comprimento finito. Mostre que toda cadeia

0=MgCM CMaC - CMy=M

pode ser refinada ao uma série de composi¢ao.

Exercicio 3.

De exemplo de um modulo Noetheriano mas ndo Artiniano e um modulo Artiniano mas ndao Noetheriano.
[Dica: Considere o Z-modulo G = {a/p™ € Q| a € Z,n > 0}. Mostre que Z é um submodulo e que
G/Z é Artiniano mas ndo é Noetheriano. ]

Exercicio 4.

Calcule o comprimento de Zg e Z12 como Z-médulos. Pode generalizar afirmacio para calcular o com-
primento de R/I como R-modulo, com I um ideal principal num (DIP) R?

Exercicio 5.

[Teorema de Jordan-Holder] Seja M um médulo de comprimento finito. Se (M), e (M{)I* ; sdo
duas séries de composicdo de M mostre que existe uma permutagio ¢ dos indices 1,...,n tal que
Mis1/M; = M;(i)H/M;(i) paratodoi=1,...,1n.

Exercicio 6.
Mostre que se A é Noetheriano entdo A[[x]] é Noetheriano.

Exercicio 7.
Prove que Zl[i], o anel dos inteiros Gaussianos, é um anel Noetheriano.

Exercicio 8.
Mostre que R é um anel Artiniano e um dominio se, e somente se, R é um corpo.

Exercicio 9.
Seja R um anel Artiniano comutativo. Mostre que todo ideal primo em R € maximal.



Exercicio 10.

Seja M um R-médulo Noetheriano. Se todo conjunto ndo vazio de submddulos f.g. de M tem um
elemento maximal, mostre que M é Noetheriano.

Exercicio 11.
Mostre que para o caso particular de médulos sobre um corpo k, i.e., k-espagos vetoriais V as seguintes

condicdes sdo equivalentes:
a) V tem dimensao finita;
b) V tem comprimento finito;
¢) V é Noetheriano;

d) V é Artiniano.

Exercicio 12.
Um espago topoldgico X € dito Noetheriano se os subconjuntos abertos de X satisfazem a cca ou, equiva-

lentemente, se os subconjuntos fechados de X satisfazem a ccd. Mostre que
1) Se R € um anel Noetheriano entdo SpecR é um espaco topoldgico Noetheriano.

2) Se R € um anel qualquer, entdo SpecR é um espaco Noetheriano se, e somente se, o conjunto de
ideias radicais de A satisfaz a condi¢do da cadeia ascendente.

Exercicio 13.
Seja R um anel Noetheriano. Mostre que:

1) Todo ideal I C R contém um produto finito de ideais primos.

2) R possui apenas um nimero finito de ideais primos minimais.

Exercicio 14.

Seja M um R-médulo Noetheriano (resp. Artiniano) e f : M — M um homomorfismo de R-mdédulos
sobrejetor (resp. injetor). Mostre que f € um isomorfismo.

Exercicio 15.
Seja A um anel tal que:

1) o anel local Ay, é Noetheriano para todo m € Specm(R) e;

2) para cada a # 0 em R, o conjunto de ideais maximais de A que contém a € finito.

Mostre que R é Noetheriano.



Exercicio 16.
Prove que se todos os elementos de SpecR sdo f.g. entdo o anel R é Noetheriano.

Exercicio 17.
Prove que um dominio Noetheriano R € um (DIP) se, e somente se, todos seus ideais primos sao principais.

Exercicio 18.
Prove que para todo R-modulo M:

1) Se M é Noetheriano assim R/ann(M) é Noetheriano também;

2) Se M ¢ finitamente gerado e Artiniano, assim M é também Noetheriano.
Decomposicao Primaria.

Exercicio 19.
Seja R um anel, D o conjunto dos divisores de zero de R. Mostre que:

L D =Uqgz v(0:a);
2. Use o item anterior para mostrar que, se o ideal zero (0) é decomponivel, entdo:

a) D é a unido de todos os ideais primos associados a (0);

b) N(R) é a intersec@o de todos os ideais primos isolados associados a (0);

4. Se 1 é um ideal de R decomponivel entdo |J;-; pi = {a € R| (I : a) # I}, onde os p;i’s sdo os
ideais primos associados a I.

Exercicio 20.
Seja R um anel Noetheriano. Mostre que:

1) Todo ideal contém uma poténcia de seu radical,

2) O nilradical de R € nilpotente.

Exercicio 21.

Seja R um anel Noetheriano, m um ideal maximal de R, g um ideal qualquer de R. Mostre que sdo
equivalentes:

1. q é m-primdrio;

2. \/q=m;

3. m™ C q € mparaalgumn > 0.



Exercicio 22.
Seja R um anel Noetheriano e m um ideal maximal. Mostre que A/m™ € Artiniano para todo n > 0.

Exercicio 23.

Mostre que se I é um ideal radical (i.e., I = v/1) decomponivel entdo I nio tem ideais primos embutidos.

Exercicio 24.

Seja [ um ideal decomponivel de um anel R e seja p um elemento maximal do conjunto de ideais (I : a)
onde a € Re a # I. Mostre que p é um ideal primo associado a I.

Exercicio 25.

Se R é um anel no qual todo ideal tem uma decomposi¢do primdria, mostre que toda localizacdo de R,
S~1R, tem a mesma propriedade.

Exercicio 26.
Sejam p1 = (x,y), p2 = (x,z) e p3 = (x,Y, z) ideais do anel de polindmios k[x,y,z], onde k é um
corpo. Seja I = pypo:

1. Mostre que I = p; N p2 N p3 é uma decomposigdo primdria minimal de 1.

2. Encontre os ideais primos minimais do anel k[x, y, z]/(x,y) - (x, z).

Exercicio 27.
Seja I = (xy, x> —x2,x?y — xy) um ideal do anel de polindmios k[x, y], onde k é um corpo.

1. Mostre que I = (x) N (x — 1,y) N (x2,y) é uma decomposi¢io primaria minimal de I.

2. Encontre os ideais primos minimais do anel k[x, y]/(xy, x® — x2, x>y — xy).

Exercicio 28.
Um espago topolédgico X € dito discreto se todo subespaco de X € fechado. Seja R um anel Noetheriano.

Mostre que as seguintes condi¢des sao equivalentes:
1. R é Artiniano;
2. SpecR é finito e discreto;

3. SpecR € discreto.

Exercicio 29.

Seja R = k[x1,...,%xn]/I, onde I é um ideal. Mostre que dim(R) = 0 se e somente se R é um k-espago
vetorial de dimensao finita.



Exercicio 30.

Seja A uma k-dlgebra Noetheriana local com ideal maximal m e corpo de residuos k. Sabendo que
dimy (m/m?) = 2020, qual é o niimero minimo de geradores para o ideal m?

Exercicio 31.
Seja R um anel Noetheriano e q um ideal p-primério de R. Considere cadeias de ideais primos de q até
p. Mostre que todas tais cadeias tem comprimento finito e que todas as cadeias maximais tem o mesmo
comprimento.



