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Exercicio 1.

Seja R um anel ndo-nulo e seja X the o conjunto de todos subconjuntos multiplicativamente fechados
S C Rtal que 0 ¢ S. Mostre que X tem o elementos méximais e que S € X é maximo se e somente se
R\ S é um ideal primo minimo de R.

Exercicio 2.
Um subconjunto multiplicativamente fechado S de um anel R é chamado saturado se

xyeS <<= xeS,yes.

Prove que:

(1) S saturado se e somente se R \ S é uma unido de ideais primos.

(2) Se S € qualquer subconjunto multiplicativamente fechado de R, existe um menor subconjunto satu-
rado multiplicativamente fechado S contendo S, € que S € o complemento em R da unifo de todos
os ideais primos que ndo cruzam S. (S é chamado de saturagdo de S.)

Se S = 1 + a para um ideal a, encontre S.

Exercicio 3.
Seja A um anel, S um conjunto multiplicativo e f : M. — N um R-homomorfismo. Mostre que:

1) Se f é injetor (respetivamente sobrejetor, bijetor) entdo S~1f & injetor (respetivamente sobrejetor,
bijetor).

2) Localiza¢do comuta com kernels, cokernels e imagens, i.e., temos isomorfismos:
(a) Ker(S~1f) ~ S~ (Ker(f)).
(b) Coker(S—1f) ~ S~ (Coker(f)).
(c) Im(S™1f) ~ S~1(Im(f)).

3) Localizagdo comuta com quocientes: Se N € um submédulo de M entdo

(W)~ 5w

N

Exercicio 4.
Se N e P s@o submddulos de um R-médulo M, mostre que:

D STHN+P)=S'N+S'P;



2) STYNNP) =S INNS!P. Mas se M; C M para todo i € I em geral ndo é verdade que
S 1(NietMi) = Nic1S~'M;. Pelo menos uma inclugio vale?

Exercicio 5.
Se M e N sio R-médulos mostre que existe um isomorfismo de S~ R-médulos

ST M ®@r N) =~ (SI!M) ®g-1g (STIN).

Exercicio 6.
Seja f : M — N um homomorfismo, prove que sdo equivalentes:

1) f é injetiva (sobrejetiva, bijetiva);
2) f, : My — N, € injetiva (sobrejetiva, bijetiva) para todo p € SpecR;

3) fm : M — Ny, € injetiva (sobrejetiva, bijetiva) para todo m € SpecmR;

Exercicio 7.
Para qualquer R-médulo M, mostre que sdo equivalentes:

1) M é um R-mddulo plano;
2) M, : é um Ry-médulo plano para todo p € SpecR;

3) My, : € um Ry-médulo plano para todo m € SpecmR;

Exercicio 8.

Seja I um ideal de R, mostre que S~*v/I = v/S—'I. Em particular, se N(R) é o nilradical de R entio
Ns-1g = STIN(R).

Exercicio 9.

Seja M um R-médulo e I um ideal de R. Suponha que M,,, = 0 para todo m € SpecmR tal que I C m.
Prove que M = IM.

Exercicio 10.

Seja R um anel. Suponha que, para cada p € SpecR, o anel local R, ndo tenha elementos nilpotentes ndo
nulos. Mostre que R ndo tem elementos nilpotentes ndo nulos. Se cada R, for um dominio de integridade,
entdo necessariamente R € um dominio de integridade?

Exercicio 11.

Seja R um anel e seja F o R-médulo livre R™. Mostre que todo conjunto de n geradores de F é uma base
de F (i.e. é LI sobre R).



