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MATO0460/5737 — 1° SEMESTRE DE 2020

Exercicio 1.

Mostre que se f : A — B é um homomorfismo de anéis e ] um ideal de B, entdo a pré-imagem f~1(]) é
um ideal de A.

Exercicio 2.
Seja R um anel, mostre que R[x1,...,xn]/{(X1 —aj,...,xn —an) =R.

Exercicio 3.

Seja k um corpo e seja f(x) € k[x] um polindmio néo nulo com fatoragéo

€1

() = a-pi(x)t - prx)er,

em poténcias de polindmios monicos irredutiveis distintos p;(x).

(1) Mostre que:
kIx]/{f(x)) = kIx]/{p1(x)€*) x -+ x kIx]/(pr(x)*")

(2) Conclua que

Fqxl/(x9 —x) =Fq x -+ x Fyq

Exercicio 4.

Seja R um anel tal que todo x € R satisfaz x™ = x para algum n > 1 (dependendo do x). Mostre que
todo ideal primo em R é maximal.

Exercicio 5.
Seja R um anel ndo nulo. Mostre que as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

a) R ¢ um corpo;
b) os unicos ideais de R sao 0 e R;

¢) todo homomorfismo de R num anel ndo nulo B ¢ injetivo.

Exercicio 6.

Seja R um anel ndo-nulo. Mostre que o conjunto dos ideais primos em R possui elemento minimal (ao
respeito da inclucdo).



Exercicio 7.
Seja p um ideal primo e sejam I; ideais quaisquer de um anel R. Mostre que

p2Li-L...Inep2];
para algum 1.

Exercicio 8.

Seja R um anel das fungdes de um conjunto ndo vazio X a um corpo F. Mostre que R nio contém
elementos nilpotentes nao-nulos.

Exercicio 9.
Seja x um elemento nilpotente do anel comutativo R.

(a) Mostre que x é ou zero ou divisor de zero.
(b) Mostre que Tx € nilpotente para todo T € R.
(c) Mostre que x 4 1 € uma unidade em R.

(d) Mostre que a soma de um elemento nilpotente e uma unidade € uma unidade.

Exercicio 10.
Seja R um anel. Mostre que as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(1) R tem exatamente um ideal primo;
(2) todo elemento em R € unidade ou nilpotente;

(3) R/N(R) é um corpo.

Exercicio 11.
Seja k um corpo e n > 0 um inteiro. Descreva todos ideais em k[x]/(x™).

Exercicio 12.

2

Um anel R se chama Booleano se a“ = a para todo a € R. Mostre:

(1) R é comutativo;
(2) 2x =0 paratodox € R;
(3) todo ideal primo p é maximal, e R/p € um corpo com 2 elementos;

(4) todo ideal finitamente gerado em R é principal.

Exercicio 13.
Suponha que R um anel local. Mostre que unicos idempotentes em R sdo 0 ou 1.



Exercicio 14.
Mostre que os anéis Z[x] e Q[x] ndo sdo isomorfos.

Exercicio 15.
Seja R um anel comutativo, e f = fg + f1x + ... f,x™ € R[x]. Mostre

(a) Mostre que f € R[x] é unidade se e somente se f( é unidade em R e todos f; sdo nilpotentes para
i>0;

(b) f é nilpotente se e somente se todos f; sdo nilpotentes;

(c) féum divisor de zero se e somente se existe a € R ndo-nulo tal que af = 0.

Exercicio 16.
Seja R[[x]] o conjunto das séries de poténcias formais em x, i.e., o conjunto de todas as somas da forma

[oe]
Zaixi:ao—&-alx—i—ang—i-....
i=0
Definimos a soma na maneira ébvia e multiplica¢do por
0 0 0 i
Z CliXI X Z biXl = Z(Z akbi,k)xl.
i=0 i=0 i=1 k=0
(a) Mostre que R[[x]] é anel comutativo com 1;
(b) Mostre que 1 — x é unidade em R[[x]] com inverso 1 +x +x2 +...;
(c) Mostre que Zfo:() a;x' é unidade se, e somente se, ap é unidade em R.
(d) Mostre que R[[x]] é um dominio de integridade se R é um dominio de integridade.

(e) Mostre que f € J(R[[x]]) se e somente se fy € J(R).

Exercicio 17.
Sejam [, ], K ideais de R.

(a) Mostre que [(J+K) =1] +IKe (I+ ]J)K = IK + JK;
(b) Mostre que, se ] C Lentdo IN (J +K) =]+ (INK).

Exercicio 18.
Mostre que, se a é um elemento nilpotente de R, entdo 1 — ab é unidade para todo b € R.



Exercicio 19.
Seja R = CJ0, 1] — anel dos fungoes continuas reais, e M. = {f € C[0,1] | f(c) = 0} para c € [0, 1].

(a) Mostre que se, M é um ideal maximal de R, entdo existe ¢ € [0, 1] tal que M. = M,
(b) Mostre que, se b # ¢ em [0, 1], entdo My # M;

(c) Mostre que M. nio é finitamente gerado.



