Prova 2 com respostas

MATO0120 — 2° SEMESTRE DE 2020

Exercicio 1.
Resolva o sistema

(mod2)
(mod3)

(mod13)

(mod?2)
(mod3)

x = 3
2x = 1
12x = 6
Solucao 1.
Multiplicando a segunda equagdo por 2 e a terceira por —1, temos:
x =1
x = 2
x =7

(mod13)

Como mdc(2,3) = mdc(2, 13) = mdc(3,13) = 1, o sistema tem solugo.

N;=3-13 = 39 39r;, = 1
Ng=2-13 = 26 = 26m = 1
N3 =2-3 = 6 6r3 = 1

(mod2)
(mod3)
(mod13)

T1
= To
T3

Xx=39-1-14+26-2-246-11-7(mod2-3-13)

X = 605 = 59(mod78).

Exercicio 2.
a) Encontre o resto da divisao de 62! por 67.

b) Mostre que n?° —n é miiltiplo de 26 para todo inteiro n.

Soluciao 2.

a) Como 67 € primo, pelo Teorema de Wilson, temos:

66 - 65 - 64 - 63 -
(1) - (=2) - (=3) - (-4)

24 -

14-24-

Logo, o resto € 53.

66!
62!

- 62!

62!
62!
62!
62!

1
2
11

(mod2)
(mod3)
(mod13)



b) Note que n*® —n = n(n? — 1) e que n e n?* — 1 tém paridades distintas, entio n** —n =
0(mod2). Além disso, pelo teorema de Fermat, temos:

n'? = n(mod13)

n® =n? . n2 =n.n'? =n' =n(mod13) = n? —n = 0(mod13).

Assim:
n? —n = 0(modmmc(2,13))

n? —n = 0(mod26).

Portanto, 26 | n2®> —n.

Exercicio 3.

Obter o resto da divisdo de
619 + 7 + ... 4+ 9919 4+ 100"

por 19.

Solucao 3.
Pelo Teorema de Fermat, temos:
69 = 6 (mod19)
7Y =7 (mod19)

= 6194794 49994100 = 647+ - -4+99+100 = 53-95 = 0( mod 19).

9919 = 99  (mod19)
100" = 100 (mod19)

Logo, o resto € zero.

Exercicio 4.
Resolva em Z44

x+ 26y +40z = 41
x+18y+4z = 3
10x+y—4z = 3

Solucao 4.

Somando as duas primeiras equagdes, temos 2x = 0, que possui solu¢des x = 0 ou x = 22. Somando as
duas ultimas equagdes temos 11x + 19y = 6.

Para x = 0, temos 19y = 6. Como mdc(19,44) = 1, entdo 19 tem inverso multiplicativo, que é 7.
Assim, multiplicando os dois membros da equacio por 7, temos y = 42. Substituindox =0ey = 42 na
segunda equagdo, temos 4z = 39, o que ndo tem solugdo pois o lado esquerdo € sempre par.

Para x = 22, temos 19y = 28. Como mdc(19,44) = 1, entdo 19 tem inverso multiplicativo, que é 7.
Assim, multiplicando os dois membros da equacdo por 7, temos y = 20. Substituindo x =22ey = 20
na segunda equacao, temos 4z = 25, o que ndo tem solug@o pois o lado esquerdo é sempre par.

Logo, S = 0.



Exercicio 5.
Sejan = p? - g3, com p e g sdo primos distintos. Determine 1, sabendo que:

1) o(n) =36
2) @(n) = 7260

Solucao 5.
Temos que @(n) = @(p?) - @(q*) = (p>—p)-(¢°—q*) =p-q*(p—1)(q — 1)

1) Temos que 36 = 22 - 32 e entdo 22 - 32 = pq?(p — 1)(q — 1) Assim:

—-sep=2eq =3, temos 9(2%-33%) = (22 —2)(3> —32) = 2. 18 = 36, logon = 108 é
solugdo;

- @(3%2-2%)=(23-22)(32 —3) =4-6 = 24, logo n. = 72 nio é solucio.
Assim, a Unica solucdo é n = 108
2) Temos que 7260 = 22 - 31 . 51 . 112 e entdo 2% - 3! - 5! - 112 = pg?(p — 1)(q — 1) Assim:

- se q = 2, entdo p(p — 1) = 165, que néo tem solugdo nos inteiros;

- se q = 11, entdo p(p — 1) = 6, que possui solugdo p = 3.

Assim, a tinica solucdo é n = 32 - 113 = 11979



