Prova 1 com respostas

MATO0120 — 1° SEMESTRE DE 2020

Exercicio 1.

a) Mostre que 225 divide
2%k — 15k —1

para todo k > 0.

b) Mostre que
2422428 4. 42 =2(2" 1)

paratodon > 1.

Solucao 1.
a) Vamos provar por inducgio em k.

Base: Parak =0, temos 2% —15.0—-1=1—-0—1=0=225-0;

Hipétese: Para k = p, suponha que 225 | 2P — 15p — 1, ou seja, 24P = 225q + 15p + 1, para
algum q € Z;

Passo: Parak = p + 1, temos
24P _15(p+1)—1=16-(225q+ 15p + 1) —15p — 15— 1
=16-225q + 240p + 16 — 15p — 16
= 225(16q + p).
Logo, por PIF, a afirmacgao € verdadeira.

b) Vamos provar por indu¢io em n.

Base: Paran =1, temos 2" =2 (2" —1) =2-1=2;

Hipotese: Paran = k, suponha que 2 + 22493 4. 492k=2 (Zk — 1);

Passo: Paran = k + 1, temos

2422425 4. 428 4 2R =2 (28 — 1) 28!

— 2k+1 —24 2k+1
—9. 2k+1 -9
=2(2% 1 —1).

Logo, por PIF, a afirmacio é verdadeira.



Exercicio 2.
a) Encontre o resto da divisdo de 3843 por 13.

b) Encontre o resto da divisio de 237 por 17

Soluciao 2.
a)
383 = -1 (mod13)
3883 = (—1D*  (mod13)
388 = —1 (mod13)
384 = 12 (mod13)
Portanto, o resto € 12.
b)
24 = 1 (mod17)
(24)9 = (-1)° (mod17)
236 = 1 (mod17)
2.2 = 2.(—1) (modl7)
28T = 9 (mod17)
237 = 15 (mod17)

Portanto, o resto € 15.

Exercicio 3.

Sejam m e n dois inteiros, mostre que

mdc(m,n) = mdec(2n — m,n).

Solucao 3.
Sejam d = mde(m,n) e d’ = mdec(2n — m, ). Assim:

dlm d|—m d|2n—m

= — /
d =mdc(m,n) = din = d|2n = din =d|mmc2n—m,n)=d|d.
Analogamente
/ _ I o ,
d’ = mdc(2n—m,n) = d’|2n —m d'|—(2n—m)+2n d’ |m

4 = 4 |n = d’ [ n = d’ | mmc(m,n) = d’|d.
Assim,d|d'ed’|d,logod =4d’.Comod >0ed’ >0,entdiod =d’.

Exercicio 4.
a) Determine todos os multiplos de 30 e 42 cuja soma seja 24.

b) Resolva a congruéncia
2x = 9(mod5).



Solucio 4.
a) Desejamos encontrar os nimeros do tipo 30x e 42y, com x,y € Z tais que 30x + 42y = 24, ou
seja, 5x + 7y = 4. Como mdc(5,7) = 1 e 1 | 4, a equagéo diofantina tem solucéo.

Note que xg = —2 e Yo = 2 € uma solucdo particular da equagdo, enquanto todas as solugdes sdo
dotipox = —2+ 7Ttey = 2 — 5t para t € Z. Portanto, os miltiplos sdo do tipo 30(—2 + 7t) e
42(2 — 5t) para qualquer t € Z.

b) Como mdc(2,5) =1e 1|9, acongruéncia tem solugdo. Assim:

2x = 9 (mod5)
3-2x = 3-9 (modbH)
6x = 27 (modb)

x = 2 (mod5)

Assim, x =2+ 5t,t € Z.

Exercicio 5.
Encontre todos os primos p tais que 7p? + 8 é um primo.

Solucao 5.
Pelo algoritmo da divisdo, p = 3k +r,comk € Zer €{0,1,2}.

e Sep =23k,entiop = 3. Como 7-32 4+ 8 =7-9+ 8 = 71 é primo, entdo p = 3 é uma solugio;

e Se p = 3k + 1, entdo p? = 9k + 6k + 1 = 3k’ + 1, para algum k' € Z. Logo Tp? + 8 =
21k’ + 9 = 3(7k’ + 3), que ndo pode ser primo, pois 7k’ + 3 # 1;

e Sep = 3k + 2, entdo p? = 9k? + 12k + 4 = 3k’ + 1, para algum k/ € Z. Logo 7p? + 8 =
21k’ + 9 = 3(7k’ + 3), que ndo pode ser primo, pois 7k’ + 3 # 1.

Logo, o dnico primo p tal que 7p? + 8 é primo é o 3.



