Gabarito
MAT?2352 — Lista 5
Monitor: Juan Sebastian Herrera Carmona

1. Determine uma representacdo paramétrica de cada uma das superficies abaixo

e calcule sua 4rea.
(b). S é a parte do cilindro x*> + z? = 1 compreendida entre os planos y = —1 e

Yy =3.
Demonstragdo. Vamos considerar a seguente parametrizacio

G(e,p):(cose,p,sme), 0<e<27[7 _1<p<3




temos que a area esta dado por:

Z
00 _ 00
A= — N — dodp
k 00 0p
por tanto,
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00 0p 0 . 0
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0 9 P
a—g’\a—g = cos20 4+ sin’0
=1
assim,
Ly L4 Z,
A= 1dpd6 =4 do
0o -1 0
=4 27
=87T

]

(d) S € a parte do paraboloide hiperbdlico z = y? — x? que esta entre os
cilindros x* + y*> = lex? + y*> = 4.

Demonstragdo. Vamos considerar a parametrizacao
fix,y) = (xy,u° —x%), 1<x* +y° <4

Observe a seguente figura da superficie



A drea esta determinada pela formula
zZ
A of . of

Por tanto, por calculo direito temos

of of 71 K
XY 01 oy
=1(2x) —F(2y) + k1.
of _ of P
— N = 42 44Ay? L
ox  dy X* +4y° +

Assim

EY R dXdya K= (Xay)j1<X2+y2
K 0x



27 Z, 7,

O — P
4x? + 4y? + 1ldxdy = 4p? + 1pdpdo,
K 0 1

isso foi usando mudanga de coordenadas para coordenadas polares. Para calcular
esta ultima integral vamos usar a integral auxiliar
7

[
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Logo
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]

(e) S é aparte do cilindro x>+z2 = a? que esté no interior do cilindro x*+y? =

a?, onde a > 0.

Demonstragdo. Consideremos a seguente figura



Usando a simetria da superficie vemos que uma parametrizacdo para a parte
superior de esta superficie é¢ dada por

flxy) = oy, @), 0<x 4y’ < a?

Para calcular a 4rea da parte superior da superficial precisamos de

UDNC x
ox dy a?—x?
01 0
X
=1 p—— —30+%k1
a2 —X2
Logo r
of , of x? 1= a
ox 0y az—x2? =1 @2 — 2



assim a drea superficial é o duplo de
zZ
A a
— = P=——=dxdy

2 06x2+y26a? a? —x?

Por ultimo para calcular este integral vamos considerar a seguente parametrizacao
da regido de integracao

R= (xyjo<x’+y’<a’
P

= —a<x<a — a2—x*<y< a?-—x?

Por tanto
Y/

a
= pP——=dxdy
0ex2+y26a2 A% — x?
Ly IPa
a
= P=—=dydx
a P2 %2
& 2a a?—x2
— —pﬁdx
_ a?—x
24

=2a dx

—a
—4q?
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Em conclusdo dado que temos calculado s6 area superior da superficie, entdo a
area da superficie e o duplo desta area, i.e.,

A =2 4a® =8d>
O

(g) S € o toro obtido pela rotacdo da circunferéncia no plano xz com centro
(b,0,0) e raio a < b em torno do eixo z;

Demonstragcdo. Consideremos a seguente para metrizagao

f(0,d) =(bcosB,bsinB,0) + acos P(0,0,1) + asin(cosO,sin 6, 0)
=(bcosO + asin¢cosO,bsin® + asinsin O, acos §)

onde 0 < 0 <2m,0 < ¢ <2
Considere o seguente grafico ilustrativocoma =2e b = 8.
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Para calcular a drea superficial precisamos

of _ of 1 ] K
a—’\a—: —bsin® —asindcos® bcosO + asind cosO 0
x Y acos ¢ sin 0 acos ¢ sin 0 —asin ¢

=i(—asin$ cosO(b + asind)) —F(asin sin 6(b + asin §))
+K(—cos (b + asind))

Logo calculando a normal deste vetor temos

of . of

% % :Cl(b‘l‘(lSiIld))



Por tanto a area superficial fica dada por
Ly Z,
A= a(b+sin¢d)ddpdo

0 0
=27tb2ma + 0

=47°ba.

O

2.Sejam 0 < a<bef:[a,b] ¥ Ruma funcio positiva com derivada continua.
Determine da equagdes paramétricas das superficies geradas pela rotacao da curva
y = f(x) em torno do

(a) eixo-x. Calcule a 4rea da superficie em cada caso.

Demonstragcdo. Consideremos a seguente para metrizacao
d(x,0) = (x,f(x)sin B, f(x)cosB), a<x<b,0<L0OL2m

assim para calcular a Area suerficial precisamos

o0 o + ) K
a—d)A% = 1 f%x)cos® f(x)sinO
x 0 —f(x)sin® f(x)cosO

=1(f(x)f'(x)) —F(f(x) cos 8) + kK(—f(x) sin 0)

9 b P 0(x )2
o "8 = POITF T
—f(x) P(x)2+1
Logo
L,y
A= f(x) f'x)?+ 1dxdo
0, a
b @ I
2 f(x) f9(x)? + 1dx.
a

3. galcule as seguentes integrais de superficies:

(¢)  yzdo, onde S é a parte do plano z = y+3 limitada pelo cilindro x*+y? = 1.
S



Demonstragdo. Considere a grafica

Tomando a parametrizagao
0(p,0) = (pcosB,psinBd, psin0+3), 0<O0<L2r,0<p<1

Logo para o calculo da integral de superficie precisamos

30 9 1 ) K
a_GAa_g: —psin® pcos® pcosO
P cos 0 sin 0 sin 6
=1(0) +3p +k(—p)
op 00



Agora a integral é
Z 2 Z 1 Z 2 Z 1 VA 1

P- P- pP-
psinO(psin® +3) 2pdpdd = 20%sin® 0dp + 20%sin03dp do
0 0 0 0 7 0
2

p_
= T sin?0do + 2 sin 0d06
0

O
VA

()  xyzdo, onde S € a parte da esfera x? + y? + z> = 1 interior ao cone
_ S
=Pz +y2.

Demonstragdo. Vamos considerar o seguente grafico
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Para a parametrizagdo da esfera de raio 1
0(0,d) = (cos O sin ¢, sin 0 sin ¢, cos d)

Note que para z = px2 + y? temos

a
cosd = cos20sin® d + cos? Osin? ¢
=sin ¢,
1 =tan ¢
assim -
1 <o <2

Logo 0 < 0 < 27, ; < ¢ < 27. Além disso note que para esta parametrizagao

g—g ~ 2% =sin
Logo a integral de superficie é
z Z, Z,
xyzdo = cos 0 sin ¢ sin O sin ¢ cos ¢ sin bdddo
s 0 _z
Zy, 1,
= sin® ¢ cos ¢ cos 0 sin 0ddpde
7, " Z, !
= cos 0sin 0dO sin® ¢ cos pd
0 ' -
B sin?0
= 5 o)
=0(—)
=0.

O]

4. Calcule a massa das superficies sendo (x,y, z) é a densidade pontual de massa
para:
(a) S é a parte do plano 3x+ 2y +z = 6 contida no primeiro octante e d(x, Yy, z) =

y.
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Demonstragdo. Vamos considerar inicialmente o grafico do plano

o plano 3x + 2y + z = 6 intersecta-se com o plano xy na linha
x+2y+0=6
do mesmo jeito com o plano yz na linha
3 04+2y+z=6

e com o plano zx na linha
x+2 0+z=6

A superficie em questdo de fato é um tridngulo. Uma parametrizaciao para esta
pode ser
o(x,y) = (x,y,6 — 3x — 2y)

onde (x,y) varia na projecao deste tridngulo no plano xy, veja esta projecio no
seguente gréfica
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