
Gabarito
MAT2352 — Lista 5

Monitor: Juan Sebastián Herrera Carmona

1. Determine uma representação paramétrica de cada uma das superfı́cies abaixo
e calcule sua área.
(b). S é a parte do cilindro x2 + z2 = 1 compreendida entre os planos y = −1 e
y = 3.

Demonstração. Vamos considerar a seguente parametrização

σ(θ, ρ) = (cos θ, ρ, sin θ), 0 6 θ 6 2π, −1 6 ρ 6 3
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temos que a área esta dado por:

A =

ZZ
K





∂σ∂θ ^
∂σ

∂ρ





dθdρ
por tanto,

∂σ

∂θ
^
∂σ

∂ρ
=

������
~i ~j ~k

− sin θ 0 cos θ
0 1 0

������
=−~i cos θ−~j0+ ~k(− sin θ).



∂σ∂θ ^

∂σ

∂ρ





 =
p

cos2 θ+ sin2 θ

=1

assim,

A =

Z 2�
0

Z 3
-1

1dρdθ = 4

Z 2�
0

dθ

=4 � 2π
=8π.

(d) S é a parte do paraboloide hiperbólico z = y2 − x2 que esta entre os
cilindros x2 + y2 = 1 e x2 + y2 = 4.

Demonstração. Vamos considerar a parametrização

f(x,y) = (x,y,y2 − x2), 1 6 x2 + y2 6 4

Observe a seguente figura da superfı́cie
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A área esta determinada pela formula

A =

ZZ
K





∂f∂x ^
∂f

∂y





dxdy, K =
�
(x,y) j 1 6 x2 + y2 6 4

	
Por tanto, por calculo direito temos

∂f

∂x
^
∂f

∂y
=

������
~i ~j ~k
1 0 −2x
0 1 2y

������
=~i(2x) −~j(2y) + ~k1.



∂f∂x ^

∂f

∂y





 =
p

4x2 + 4y2 + 1.

Assim
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ZZ
K

p
4x2 + 4y2 + 1dxdy =

Z 2�
0

Z 2
1

p
4ρ2 + 1ρdρdθ,

isso foi usando mudança de coordenadas para coordenadas polares. Para calcular
esta ultima integral vamos usar a integral auxiliarZp

4ρ2 + 1ρdρ =
1

12
(4ρ2 + 1)

3
2 + c

Logo Z 2�
0

Z 2
1

p
4ρ2 + 1ρdρdθ =2π

Z 2
1

p
4ρ2 + 1ρdρ

=2π

�
1

12
(16+ 1)3=2 −

1

12
53=2

�
=
π

6
(17
p
17− 5

p
5).

(e) S é a parte do cilindro x2+z2 = a2 que está no interior do cilindro x2+y2 =
a2, onde a > 0.

Demonstração. Consideremos a seguente figura
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Usando a simetria da superfı́cie vemos que uma parametrização para a parte
superior de esta superfı́cie é dada por

f(x,y) = (x,y,
p
a2 − x2), 0 6 x2 + y2 6 a2

Para calcular a área da parte superior da superficial precisamos de

∂f

∂x
^
∂f

∂y
=

������
~i ~j ~k
1 0 -xp

a2-x2

0 1 0

������
=~i

�
xp

a2 − x2

�
−~j0+ ~k1

Logo 



∂f∂x ^
∂f

∂y





 =

r
x2

a2 − x2
+ 1 =

ap
a2 − x2

.
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assim a área superficial é o duplo de

A

2
=

ZZ
06x2+y26a2

ap
a2 − x2

dxdy

Por ultimo para calcular este integral vamos considerar a seguente parametrização
da região de integração

R =
�
(x,y) j 0 6 x2 + y2 6 a2

	
=


−a 6 x 6 a, −

p
a2 − x2 6 y 6

p
a2 − x2

�
Por tanto

A

2
=

ZZ
06x2+y26a2

ap
a2 − x2

dxdy

=

Za
-a

Zp
a2-x2

-
p
a2-x2

ap
a2 − x2

dydx

=

Za
-a

2a
p
a2 − x2p
a2 − x2

dx

=2a

Za
-a

dx

=4a2

Em conclusão dado que temos calculado só área superior da superfı́cie, então a
área da superfı́cie e o duplo desta área, i.e.,

A = 2 � 4a2 = 8a2.

(g) S é o toro obtido pela rotação da circunferência no plano xz com centro
(b, 0, 0) e raio a < b em torno do eixo z;

Demonstração. Consideremos a seguente para metrização

f(θ,φ) =(b cos θ,b sin θ, 0) + a cosφ(0, 0, 1) + a sinφ(cos θ, sin θ, 0)

=(b cos θ+ a sinφ cos θ,b sin θ+ a sinφ sin θ,a cosφ)

onde 0 6 θ 6 2π, 0 6 φ 6 2π.
Considere o seguente gráfico ilustrativo com a = 2 e b = 8.
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Para calcular a área superficial precisamos

∂f

∂x
^
∂f

∂y
=

������
~i ~j ~k

−b sin θ− a sinφ cos θ b cos θ+ a sinφ cos θ 0
a cosφ sin θ a cosφ sin θ −a sinφ

������
=~i(−a sinφ cos θ(b+ a sinφ)) −~j(a sinφ sin θ(b+ a sinφ))

+ ~k(− cosφ(b+ a sinφ))

Logo calculando a normal deste vetor temos



∂f∂θ ^
∂f

∂φ





 = a(b+ a sinφ)
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Por tanto a área superficial fica dada por

A =

Z 2�
0

Z 2�
0

a(b+ sinφ)dφdθ

=2πb2πa+ 0

=4π2ba.

2. Sejam 0 < a < b e f : [a,b]! R uma função positiva com derivada continua.
Determine da equações paramétricas das superfı́cies geradas pela rotação da curva
y = f(x) em torno do
(a) eixo-x. Calcule a área da superfı́cie em cada caso.

Demonstração. Consideremos a seguente para metrização

φ(x, θ) = (x, f(x) sin θ, f(x) cos θ), a 6 x 6 b, 0 6 θ 6 2π

assim para calcular a Area suerficial precisamos

∂φ

∂x
^
∂φ

∂θ
=

������
~i ~j ~k
1 f 0(x) cos θ f 0(x) sin θ
0 −f(x) sin θ f(x) cos θ

������
=~i(f(x)f 0(x)) −~j(f(x) cos θ) + ~k(−f(x) sin θ)



∂φ∂x ^

∂φ

∂θ





 =
p
f2(x)(f 0(x)2 + 1)

= f(x)
p
f 0(x)2 + 1

Logo

A =

Z 2�
0

Zb
a

f(x)
p
f 0(x)2 + 1dxdθ

2π

Zb
a

f(x)
p
f 0(x)2 + 1dx.

3. Calcule as seguentes integrais de superfı́cies:

(c)
ZZ
S

yzdσ, onde S é a parte do plano z = y+3 limitada pelo cilindro x2+y2 = 1.
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Demonstração. Considere a grafica

Tomando a parametrização

σ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ, ρ sin θ+ 3), 0 6 θ 6 2π, 0 6 ρ 6 1

Logo para o calculo da integral de superfı́cie precisamos

∂σ

∂ρ
^
∂σ

∂θ
=

������
~i ~j ~k

−ρ sin θ ρ cos θ ρ cos θ
cos θ sin θ sin θ

������
=~i(0) +~jρ+ ~k(−ρ)



∂σ∂ρ ^

∂σ

∂θ





 =
p
2ρ
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Agora a integral éZ 2�
0

Z 1
0

ρ sin θ(ρ sin θ+ 3)
p
2ρdρdθ =

Z 2�
0

�Z 1
0

p
2ρ3 sin2 θdρ+

Z 1
0

p
2ρ2 sin θ3dρ

�
dθ

=

Z 2�
0

p
2

4
sin2 θdθ+

p
2

Z 2�
0

sin θdθ

=

p
2π

4
+ 0

=

p
2π

4

(f)
ZZ
S

xyzdσ, onde S é a parte da esfera x2 + y2 + z2 = 1 interior ao cone

z =
p
x2 + y2.

Demonstração. Vamos considerar o seguente gráfico
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Para a parametrização da esfera de raio 1

σ(θ,φ) = (cos θ sinφ, sin θ sinφ, cosφ)

Note que para z =
p
x2 + y2 temos

cosφ =

q
cos2 θ sin2φ+ cos2 θ sin2φ

= sinφ,

1 = tanφ

assim
π

4
6 φ 6 2π

Logo 0 6 θ 6 2π, �
4
6 φ 6 2π. Além disso note que para esta parametrização



∂σ∂θ ^

∂σ

∂φ





 = sinφ

Logo a integral de superfı́cie éZZ
S

xyzdσ =

Z 2�
0

Z 2�
�
4

cos θ sinφ sin θ sinφ cosφ sinφdφdθ

=

Z 2�
0

Z 2�
�
4

sin3φ cosφ cos θ sin θdφdθ

=

�Z 2�
0

cos θ sin θdθ

� Z 2�
�
4

sin3φ cosφdφ

!

=

 
sin2 θ

2

����2�
0

!
(−)

=0(−)

=0.

4. Calcule a massa das superfı́cies sendo δ(x,y, z) é a densidade pontual de massa
para:
(a) S é a parte do plano 3x+2y+z = 6 contida no primeiro octante e δ(x,y, z) =
y.
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Demonstração. Vamos considerar inicialmente o grafico do plano

o plano 3x+ 2y+ z = 6 intersecta-se com o plano xy na linha

3x+ 2y+ 0 = 6

do mesmo jeito com o plano yz na linha

3 � 0+ 2y+ z = 6

e com o plano zx na linha
3x+ 2 � 0+ z = 6

A superfı́cie em questão de fato é um triângulo. Uma parametrização para esta
pode ser

σ(x,y) = (x,y, 6− 3x− 2y)

onde (x,y) varia na projeção deste triângulo no plano xy, veja esta projeção no
seguente gráfica
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