Gabarito
MAT?2352 — Lista 5
Monitor: Juan Sebastian Herrera Carmona

1. Determine uma representacdo paramétrica de cada uma das superficies abaixo

e calcule sua 4rea.
(b). S é a parte do cilindro x*> + z? = 1 compreendida entre os planos y = —1 e

Yy =3.
Demonstragdo. Vamos considerar a seguente parametrizacio

G(e,p):(cose,p,sme), 0<e<27[7 _1<p<3




temos que a area esta dado por:
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(d) S € a parte do paraboloide hiperbdlico z = y? — x? que esta entre os
cilindros x* + y*> = lex? + y*> = 4.

Demonstragdo. Vamos considerar a parametrizacao
fix,y) = (xy,u° —x%), 1<x* +y° <4

Observe a seguente figura da superficie



A drea esta determinada pela formula
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Por tanto, por calculo direito temos
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isso foi usando mudanga de coordenadas para coordenadas polares. Para calcular
esta ultima integral vamos usar a integral auxiliar
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(e) S é aparte do cilindro x>+z2 = a? que esté no interior do cilindro x*+y? =
a?, onde a > 0.

Demonstragdo. Consideremos a seguente figura



Usando a simetria da superficie vemos que uma parametrizacdo para a parte
superior de esta superficie é¢ dada por

f(xay) :(X>y7 (12—7(,2), 0<X2+y2

Para calcular a 4rea da parte superior da superficial precisamos de
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assim a drea superficial é o duplo de

A —H ¢ dxd
2 0<x2+y2<a2 V a2 — x? Y

Por ultimo para calcular este integral vamos considerar a seguente parametrizacao
da regido de integracao

R={(xyl0<x*+y*<a®}

z{—a<x< a, —vaz—x2<y< \/02—X2}

Por tanto

A r
— J dxdy
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ra  pvVaz—x2
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—4q?

Em conclusdo dado que temos calculado s6 area superior da superficie, entdo a
area da superficie e o duplo desta area, i.e.,

A =2.4a% = 8da>.
O

(g) S € o toro obtido pela rotacdo da circunferéncia no plano xz com centro
(b,0,0) e raio a < b em torno do eixo z;

Demonstragcdo. Consideremos a seguente para metrizagao

f(0,d) =(bcosB,bsinB,0) + acos P(0,0,1) + asin(cosO,sin 6, 0)
=(bcosO + asin¢cosO,bsin® + asinsin O, acos §)

onde 0 < 0 <2m,0 < ¢ <2
Considere o seguente grafico ilustrativocoma =2e b = 8.
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Para calcular a drea superficial precisamos

- - —

of  of L ) k
6_/\6_: —bsin® —asinpcos® bceosO + asin¢ cosd 0
x Y acos ¢ sin 0 acos ¢ sin 0 —asin ¢

T(—asin ¢ cosO(b + asin §)) —f(asind)sin O(b+ asind))
+K(—cos (b + asind))

Logo calculando a normal deste vetor temos

of  of .
H%/\ %H = Cl(b + asmd))



Por tanto a area superficial fica dada por

A= rﬂ rﬂ a(b + sin ¢)ddpde

0
=27tb2ma + 0

=47°ba.
]

2. Sejam 0 < a < bef: [a,b] - R uma funcdo positiva com derivada continua.
Determine da equagdes paramétricas das superficies geradas pela rotacao da curva
y = f(x) em torno do

(a) eixo-x. Calcule a 4rea da superficie em cada caso.

Demonstragcdo. Consideremos a seguente para metrizacao
d(x,0) = (x,f(x)sin B, f(x)cosB), a<x<b,0<L0OL2m

assim para calcular a Area suerficial precisamos

5b 2 i j K
a—d)A%: 1 f'(x)cos® f'(x)sin®
x 0 —f(x)sin® f(x)cosO

+ Y

=1(f(x)f'(x)) —j(f(x) cos B) + k(—F(x) sin 0)

0b 0| _ oz
H&A%H =/ f2(x)(f'(x)2 + 1)
— )V (X + 1

Logo

A :rﬂ Jb f(x)y/f’(x)%2 + 1dxd6

0 a
b
27[J f(x)/Fx)2 + 1dx.
]

3. Calcule as seguentes integrais de superficies:

(c)” yzdo, onde S € a parte do plano z = y+3 limitada pelo cilindro x*+y? = 1.
s
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Demonstragdo. Considere a grafica

Tomando a parametrizagao
0(p,0) = (pcosB,psinBd, psin0+3), 0<O0<L2r,0<p<1

Logo para o calculo da integral de superficie precisamos

- — —

30 D ! ) k
a_GAa_g: —psin® pcos® pcosO
P cos 0 sin 0 sin 6
=1(0) +jp + K(—p)
00 . 00
AL =2
‘ TIAET]




Agora a integral é

27 pl 27
J Jpsine(psin9+3)\/§pdpdezj (

1 1
J V2p? sin? 0dp + J \/§p2sin93dp) de
0 0 0

0 0
27

27T 2
:J %sinQGdG—l—ﬁJ sin 0d06

0 0

2
VI

O

() H xyzdo, onde S € a parte da esfera x? + y? + z> = 1 interior ao cone
s

2= VX TR

Demonstragdo. Vamos considerar o seguente grafico
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Para a parametrizagdo da esfera de raio 1
0(0,d) = (cos O sin ¢, sin 0 sin ¢, cos d)

Note que para z = 1/x? + y? temos

cos ¢ :\/C082 0sin? ¢ + cos? O sin® ¢
=sin ¢,
1 =tan ¢
assim

s
Z<¢§27T

Logo 0 < 0 < 27, T < ¢ < 27. Além disso note que para esta parametriza¢do

E

Logo a integral de superficie é

60/\%

30 =sind

27t 27T
” xyzdo = J J cos 0 sin ¢ sin O sin ¢ cos ¢ sin bdddo
S

s
1
27t

J sin® ¢ cos ¢ cos 0 sin 0ddpde

( cos 0 sin ede) (JmT sin® ¢ cos d>d¢>
(5 )

sin? 0

0(=)
=0.

O]

4. Calcule a massa das superficies sendo (x,y, z) é a densidade pontual de massa
para:
(a) S é a parte do plano 3x+ 2y +z = 6 contida no primeiro octante e d(x, Yy, z) =

y.
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Demonstragdo. Vamos considerar inicialmente o grafico do plano

o plano 3x + 2y + z = 6 intersecta-se com o plano xy na linha
x+2y+0=6
do mesmo jeito com o plano yz na linha
3:-0+2y+2z=6

e com o plano zx na linha
x+2-0+z=6

A superficie em questdo de fato é um tridngulo. Uma parametrizaciao para esta
pode ser
o(x,y) = (x,y,6 — 3x — 2y)

onde (x,y) varia na projecao deste tridngulo no plano xy, veja esta projecio no
seguente gréfica
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ec2 ect

assim uma parametrizacao para esta regido pode ser
R:{(x,y) ERIOLSx<2,0<y<3—=x

Para o calculo da integral de superficie precisamos de

3 3 i3k
§A§:103
X% 112
=i(—3) —j(2) + k(1)
d0 0
iy Nl | R/ prapy
ox 0y
=14

Logo a integral de superficie é
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2 r3—3x 2y2 3—3x
J J y\/ﬁdxdyzj Z dx
0JO 0 2 0
2 3_§ 2
:J \/ﬂ( 2X) dx
0 2
X 2
VI (=2 (3- %)
2\ 3 3 |,
1433
o LI

O

(d) S é a parte de z = x? + 2xy + y? limitada por x> + y? = 2 e 8(x,y,z) =

2x2+3g2
V1+8z

Demonstracdo. Primeiramente vejamos a seguente grafica da superficie S
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Uma parametrizacdo para esta superficie €

o(x,y) = (x,y, (x+y)?), 0<x*+y*<2

temos que
d 3 1 K
§A§:102Mw)
X% 01 2x+y)
=i(—2(x+y)) —j2(x +y)) + K1
0o ., 00
el | R 2 2
‘ax/\ay Valx+y)2 +4(x+y)2 +1

—/1+8(x+y)

Logo a integral de superficie é

2 2 3 2
H XY T8+ y)Pdxdy :” 2%2 + 3y dxdy
0<x2+y2<2 / 1+ S(X + y)2 0<x2+y2<2

Para calcular esta ultima integral vamos usar coordenadas polares. Por tanto

27T \/5
” 2x? + 3y*dxdy :J J (2(2cos* 0 + 25sin® 0) + 2sin” 0) pdpd®
0<x24+y2<2 o Jo

27T \/5 27T \/5
:J J 4pdpd9+J J 2sin? Opdpdo

o Jo o Jo
\/5 27T p2 ﬁ

+ (J sin® Gde) 2 —

0 0 2,

=81 + 27
=107.

2
=214 Ll
2

]

5. Calcule a integral de superficie ” F-Ndo para cada um dos campos de vetores
s

Fe superficies orientadas S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo
de F através de S. Quando S € uma superficie fechada, admita que S estd orientada
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pela normal exterior.
(@) F(x,y,z) = x*yi—3xy?j + 4y3k e S é a parte do paraboloide z = 9 — x? —y?
com 0 < z, orientada de modo que a normal no ponto (0,0,9) é k

Demonstragcdo. Vejamos uma grafica da superficie S

10 .
8

Calculemos o campo de vectores normal unitario 1 a S. Para este consideremos a
parametriza¢ao

ox,y) = (x,y,9—x*—y%), 0<x*+y*<09.
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Logo

d d 1 k
a—GAa—G: 10 —2x
X% 1o 1 -2y

-

— ={(2x) —(—2y) + k(1),

00 00
IANE =v/a +y?) + 1
‘ax 5 VAGE +y2) +1,
; SINGS 21 + 2yj + K
i y) =g — " = ———
Ha_z/\a_;H VA2 +y?) + 1

Observe que de fato quando 1(0,0,9) = K. Para o calculo da integral de su-
perficie precisamos também calcular

- ~ 2x3y — 6xy? + 4y3
Flolx,y)) - filx,y) = ﬂ(xz fyz) —

Assim

” F.-fdo
s

2 3, 6 2 4 3
U XY ZOY TRV I+ y?) + Tdxdy
0<x?ry2<o /A2 +y?) + 1

U 2x*y — 6xy® + 4y dxdy.
0<x24+y2<9

Agora para calcular esta ultima integral vamos usar coordenadas polares
” 2x*y — 6xy® + 4y*dxdy =
0<x2+Yy2<9

27 3
:J J (2p% cos® Bsin © — 6p3 cos O sin 0 + 4p3sin® 0)pdpd6
o Jo

27T p6 3 513 p5 3
:J 22| cos®0sin® — 42| sinBcos®0 + 4 4—| sin®0do
0 6 |, 5 o 9 o
2.30 (7 6-3° [*" 4.3 [
= J cos® 0 sin 0dO — J cos 0sin?0do + J sin® 0d0
6 0 5 0 5 0
=04+0+0
=0.
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() F(x,y,z) = —yzie S é a parte da esfera x? + y2 + z2 = 4 exterior ao
cilindro x? + y? < 1, orientada de modo que a normal no ponto (2,0,0) é i

Demonstracdo. Consideremos a seguente grafica de S

Lembremos que a normal a esfera com centro na origem €

. X1+ yf—i— zK
n(x,y,z) = .
vz = e
Note que de fato no ponto (2,0, 0) temos que i = 1. Para F(x, y,z) = —yzi
Foa —Xyz

Além disso tomando coordenadas esféricas temos que de x> + y? + 2> = 4 e
x? +y? = 1 a componente z fica determinada por

3
z=2005¢,1+z2=4:>cosd)=§.
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Assim

Logo uma parametrizagdo para S é
. . . . Tt 7T
0(0,d) = (2cosBsin ¢, 2sin Osin P, 2sin d), ~% <o < 6’0 <0< 2m
Por tanto a integral de superficie é

21t %
” F-fido = J JG —cos 0 sin ¢ sin O cos P cos P - 2sin pdOdd
S

7T

8 cos 0 sin 6d9> (Jb sin® ¢ cos d>d¢>
0 -3

],
( Sl )(—)

=0(—)
=0
]
(j)ﬁ(x y,z) = y{+ qu+ xkeSéa parte da superficie z = /4 — x limitada
pela superficie cilindrica y? = x, orientado de modo que sua normal N satisfaz
N-1>0.

Demonstragcdo. Consideremos uma grafica para S
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Note que uma parametrizagdo para esta superficie é
O-(Xa Y,V 4— X')

onde (x,y) varia na proje¢do de S no plano xy. Note que z = /4 — x intersecta o
plano xy em x = 2 e ademais devemos ter y? = x. Considere o grafico seguente

—

logo
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Para calcular a integral de superficie precisamos do campo normal a S

0
q 00,00
ox 0y
17 x
—1
=10 4—x
01 O
g 1 - —
=i( ) —j0 + k1
4—x
1 - —
= i+k
4—x
Observe que 1 - 1= \/4177X > (). Agora vamos calcular a integral de superficie
2 Y
F-n= + X,
4—x

. r2 4 y
F-ndo J + xdxd
”s JaJyz V4 —x Y

4

r2 2
= —2\/4—xy}42dy+x— dy
J—2 Y 2 92
r2 2 42 2 y4
= 2\/4—y2ydy+J Edy—J ?dy
J—=2 —2 —2
4 4 —2(4 —y?)2 25 95
2 3 ) 10 10
320 — 64
10
120
5

6. Calcule

(c) H xdy /A dz + ydz A dx + zdx /A dy, onde S € a parte do paraboloide

s
z = 4 —x? —y? contida no semiespaco 2y + 1 < z, orientada de modo que sua

normal satisfaz 0 < 1 - K
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Demonstracdo. Primeiramente lembre a notagdo: Para o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €
K, e F = Pi+ Qj + Rk a integral

J Pdy A dz+ Qdz /A dx + Rdx A dy
Jo

€ usada para representar a integral

2(y, z) d(z,x) d(x,y)
“ oty T W) TRy |

Por tanto, tendo isso claro vamos calcular a integral. Para compreender a su-
perficie vamos calcular a proje¢do da interse¢do das superficies z = 4 — x* — y?
e z = 2y + 1 no plano, logo

2y +1 =4 —x*> —y?
(y+1)* +x* =4.
Assim uma parametrizagao natural para esta superficie é
0(0,p) =(pcosB,psin® — 1,4 — p%cos?’0 — (psin 0 — 1)?),
=(pcosB, psin® —1,3 —p? +2psind),0 <0 <2m,0< p <2

Considere o grafico
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Mas lembre que devemos ter que uma parametrizacdo com orientacdo tal que
seu normal satisfaz 0 < 7 - K. Para que nossa parametrizagdo satisfaz esta
condicdo devemos inverter a orientacao do parametro 8 (Verifique!). Logo uma
parametriza¢ao com a orientacdo certa da superficie € dada por

(8, p) = (pcos (—0), psin (—0)—1,3—p*+2psin (—0)),0 < 6 < 27,0 < p < 2.

Para o calculo da integral precisamos calcular também

0y, z) | —pcos(—0) sin (—0)
dy/\dZ—a(eyp) dbdp = —2pcos (—0) —2p + 2sin (—0) dodp
=2p? cos 0d0dp
d(z,x) —2pcos (—0) —2p + 2sin (—0)
dz A\ dx = dodp = . dod
zoA X 0(0,p) P psin (—0) cos (—0) P
=(—2p — 2p?sin (0))dOdp
a(x,y) psin (—0) cos (—0)
dx ANdy = = . dod
xA Y 0(0,p) —pcos (—0) sin(—0) P
=pdBdp

Note que dx /\ dy diz que a parametrizag@o tem a orienta¢do pedida. Agora

” xdy A dz +ydz A dx 4+ zdx A\ dy
s

r27t 2

= pcosB(2p?cos0)dpdd + (—psin® — 1)(—2p — 2p? sin 6)dpdO
JO JO
+ (3 —p* —2psin®)pdpdd
r27t 2
= 203(cos? @ + sin? 0) + 4p?sin 0 + 5p — p* — 2p%sin Odpdo
JO JO
r27T r2 4 312 27T 212
- p*dpdd + | - <J sinede) +oms &
Jo Jo 3 0 0 2 0

312 27t
_ (2 (J sin@de)
3 1) \Uo

=27122 + 0 4+ 207t + 0
=2&7T.
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7. Suponha que a superficie S seja o grifico de uma fungdo f : D C R? — R
de classe C!, orientada de modo que sua normal unitéria N tenha terceira compo-
nente ndo negativa. Se F = Pi+4 Qj 4+ Rk € um campo de vetores sobre S, mostre

que
o - of of

F-Ndo = —P——0Q0—+R )

”s do JJD ( 0x Qay * ) drdy

Demonstragdo. Como a superficie € o grafico da una fungdo temos uma parametrizacao
predileta dada por

o(x,y) = (x,y,f(x,y)), (x,y)€D

o vetor normal esta dada também

i3 K
ﬁ:?A?: 10 %
XY o1 &
Yy
L df. . Of -
i) —j(=0) + K1
(—5¢) il L
3} of _of
FN=—PL Q4R
x  Nay

Logo integral fica como

-

o - of of
-Ndcr:” —P— —Q— + R)dxd
”s D( 0x Qay ) b

O]

10. Use o teorema de Stokes para calcular fy F - d¥ em cada um dos seguentes
Casos:

(a) F(x, y,z) = Xzi+ 2xyf+ 3xylz ey € a parte do plano 3x+y+z = 3 contida no
primeiro octante, orientada de modo que sua proje¢do no plano xy seja percorrida
no sentido anti-hordrio.

Demonstragdo. Vamos considerar uma gréfica para o plano com seus respetivos
intersectos com os planos xy, yz e zx.
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Por o Teorema de Stokes

J F. d?:ﬂ rot(F) - dS
Y S

Assim vamos calcular o rotacional de F.

i 7 K
rot(F) = % % a%
Xz 2xy 3xy

- - —

=i(3x) —j(3y — x) + k(2y).

Por outro lado o vetor normal do triangulo formado pelo plano no primeiro oc-
tante. Para esto tomamos a parametrizacao do triangulo dado por

o(x,y) = (x,y,3 —3x —y)

Onde (x,y) varia na proje¢do do tridngulo no plano xy, esta determinado pelos
eixos x e y e linha reta 3x +y = 3, como na proxima figura
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Portanto 0 < x < 1,0 <y < 3 — 3x. Agora

i3 K
nx,y,z)=1 0 =3
01 —1
=13 +j+k
€ por tanto
. rl r3—3x% L . . N .
JF-dF: J (31475 + k) - (3xi — (3y — x)j + 2yk)dxdy
JO JO
K rl r3—3x%
= J 10x —ydydx
JO JO
rl 2 13—3x
—| 1x(3=3x) - L| ax
JO 2 0
rl 2
3—3
[ g0x— s — B3 gy
JO 2
21 31
X X 1 1
=30 —| —30 —| +-— (3—3x)?
7|, 705 T B o
.30 303
2 3 2
7
=3
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(c) F(x, y,z) = (2z+sine*’ i+ 4xf+ (5y +sin sin 22)kevyéa interse¢ao do
plano z = x + 4 com o cilindro x? +y? = 4, orientada de modo que sua proje¢do
no plano xy seja percorrida no sentido anti-hordério.

Demonstragdo. Consideremos a seguente grafica para a superficie em questao

O

Vamos calcular a integral de linha usando o Teorema de Stokes, por tanto
vamos precisar calcular o rotacional do campo F e determinar o vetor normal a
superficie

i j K
rot(F) = a% % a%
2z+sine® y (5y +sinsinz?)
=1 —j2+ k4

27



¢ facil ver que o vetor normal ao planoz = x 44 ¢é
n(x,y,z) = —1i+0j+K

Logo
rot(F) - =—1

Assim

-

() F(x,u,2) = (y+2)i+ (2x + (1 +y2)20)j + (x +y + z)k e y é a interseccio
do cilindro x* +y? = 2y com o plano z = y, orientada de modo que sua proje¢io
no plano xy seja percorrida no sentido anti-horério.

Demonstragdo. Vamos considera um grafico para a superficie
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de novo para o calculo desta integral de linha vamos usar o Teorema de Stokes,
assim precisamos calcular o rotacional do campo e o vetor normal a superficie.
Facilmente por calculo direito vamos ver que

rot(F) =1+ Kk

e dado que a superficie faz parte do plano z = y temos que o vetor normal a
superficie é
fi(x,y,z) = — + K
Logo
rot(F) - A =1

e por tanto
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