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1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

(b) fy xy'ds, v € a semi-circunferéncia x* + y% = 16,0 < x.

Demonstragcdo. vamos considerar a seguente parametrizagcao para a semi-circunferéncia
x?+y?=16,0 < x,
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v(t) = (4cos(t),4sin(t)), —

Logo aplicando a formula

b
J F(x,y,z)ds :J Fly(£)Ily (t)lldt.
N

a

Assim por um lado temos que

Iy (£)Il = /(—4sin(t))? + (4 cos(t))? = V16 = 4,

por tanto

J xy'ds :r Acos(t) - (4sin(t))* - 4dt

7T

4 J cos(t)(sin(t)) dt

. t=2
46 Sin o 2

t=—3
6

:43(1+1)
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() fy(x —2y?)dy ,y é o arco da pardbolay = x? de (—2,4) a (1, 1).

Demonstragdo. Vamos considerar a parametriza¢do do arco da pardbola y = x?
de (—2,4) a (1, 1) dada por:

v(t) = (t,t%), -2 <t <1,
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Agora usando a expressdo para integral de linha de um campo vetorial F(x,y) =
P(x,y)i+ Q(x,y)j sobre uma curva parametrizada y(t) = (x(t),y(t)),a < t <



Logo
1
J (x — 3y?)dy :J (t —2t1) - 2tdt
hY% —2

1 1
:QJ tzdt—4J t°dt
—2 —2

1

21 6
—2 —2
16 27
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(e) [, xyzds, vy :x =2y,y = 3sint,z=3cost,0 <t < 3.

Demonstragdo. O calculo direito da integral € usando a expressao do item ante-
rior, para aplicar esta precisamos

Iy (t)ll = \/4+90052t+9sjn2t: VA+9 =+/13.

Logo

s

J xyzds :J 2t - 3sint-3cost - v13dt,
Y 0

=18v/13 J tsintcostdt
0

Considerando a primitiva auxiliar

1
Jtsin 2tdt = g(sin 2t — 2tcos2t) + ¢




temos que

2
t2sintcostdt
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= 3 (sin 2t — 2t cos 2t)

—18V/135
V13

=9~ 2,
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2. Calcule o comprimento das curvas
(a)y(t) = (a(t—sint),a(l —cost)),onde 0 < t < 27, a > 0.

Demonstragdo. Para o calculo do comprimento da curva de uma curva parame-
trizada por y(t) = (x(t),y(t)), a < t < b, usamos a expressao

o [ (E) (@) o

Assim para y(t) = (a(t —sint), a(1 — cost)) temos que

Iy (1)l =v/(a — acos(t))? + (asin(t))?
—/2a2 — 2a2 cos(t)

=v2a+/1 — cos(t),

Logo

s = rﬂ V2ay/1 — cos(t)dt

0

usando a primitiva auxiliar para a fungdo f(t) = /1 —costpara0 < t < me
<t 2m

t
J\/l —costdt = —2v/1 —costcot§ +c




Note que um no ponto t = 7t a “primitiva’nao tem boa defini¢do. Por tanto

s = J” V2ay/1 — cos(t)dt + r” V2ay/1 — cos(t)dt
0
t= t—27r>

7T
+ —24/1 — costcot =

t=0

a (—2\/1 —costcot 5
=v2a(2v2 + 2V/2)

=8a.
O

3. Determine a massa de um arame cujo formato é o da curva y(t) = (2t, t?,t?),
onde 0 < t < 1, e a densidade de massa em cada ponto é d(x,y,z) = x.
Demonstragdo. Para calcular a massa do arama vamos usar a formula

b
M :J 5(x,y,2)ds =j 5(v(0)y' (Vlldt

a

Assim por um lado temos que

Iy (D)l = /22 + (2t)2 = V4 + 8t2,

€ por outro que

1
:J 2t - V4 + 8t2dt
0

t=1
(4 + 8t2)3

12 —o
:—2(\/ 123 — 23

2
=2v3— 2
V3 3

Observe que temos usado a primitiva auxiliar

2
J 16t - VA +8tdt = o/[4 4 88)° +-c.




3. (c) Determine a massa e o centro de massa de um fio no espago com o formato
da hélice x = 2sint,y = 2cost,z = 3t,0 < t < 27, se a densidade € uma
constante k.

Demonstragdo. Considere o grafico do fio em amarelo

zn‘
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Para calcula a massa precisamos de

NAGIES \/40052t+ 4sint+9==+vV4+9=+V13.
Logo
27
M= | 80cy.2)ds = | iy (ulae = 2mev T
v

0



Para o calculo das coordenadas do centro de massa usamos as formulas

J, xdm [, ydm J,zdm

Xc:fydm’ Ye fydm’ Zc_fydm’

logo como | N dm € de fato massa do fio que ja temos calculado,e além disso
temos que

J xdm = J X(£)5(x(t), y (1), z(t) Iy (t)]ldt

v
entao 27 b
Xe = J‘O QSln(t) ‘ k\/l_Sdt — _ COS(t”t;On = 0
27tk/3 "
e e
c 27tk\/3 n
. 2t 27T
L kv13-3tdt _ 3["tdt _ 3% ~ 3
¢ 2mk/13 27 i |

Por tanto as coordenadas do centro de massa é

(Xcaycazc) = (OaOa 37'[)-

4. Calcule fy F. df¥, onde F(x,y,z) = (x +y)i — Tyzj + 2xz%K e a curva

(b) 'y é composto dos segmentos de retade (0,0,0) a (1,0,0), depoisa (1,1, 0)
e depois (1,1,1).

Demonstragcdo. Note que o primeiro tramo da curva pode ser parametrizado por
vi(t) =(t,0,0), 0<t<1.

e o segundo poder ser parametriza pela expressdo vetorial de uma reta que une
dois pontos,i.e.,

vo(t) = (1,0,0) + t((1,1,1) — (1,1,0)) = (1,1,t), 0<t<1,



Logo a integral é

]

5. Caleule [ F- dF

(b) ﬁ(x,y, z) =2(x +y)f+ (x — y)f, onde y € a elipse de equagdo Z—z + biz =1,
percorrida uma vez em sentido anti-horério.

Demonstragcdo. Lembremos que a expressao para integral de linha de um campo
vetorial F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j sobre uma curva parametrizada y(t) =
(x(t),y(t)),a<t<be

b

dx dy
F(x,y)-dy = P(x(t),y(t))— + t),y(t))—| dt,
[ ¥ av = [ [Pty g + Qe vl

Além a parametrizacdo natural da elipse é
v(t) = (acos(t),bsin(t)), 0<t<2m,

onde q 4
X dy _
T asint, m bcost,

assim,

J F-dy :J' 2mt(2(acost+ bsint)(—asint)) + ((acostbsint)bcost)dt
Y 0

27 27
:J (—2a? —b2)costsintdt+J ab(cos®t — 2sin? t)dt

0 0

.9, t=2m t=27
t 1
=(—2a% — b?) S + ab =(3sintcost —t)
t=0 2 t=0

=0 + —mab
= —mab.



Observe que temos usado a primitiva auxiliar

1
Jcoszt—251n2tdt = 5(3sintcost—t) +c.

O

6. Calcule

(c) fy ydx + zdy + xdz, sendo 7y a intersecdo das superficies x +y = 2 e
x? +y? +z%2 = 2(x +y), orientada de modo que sua proje¢io no plano Oxy seja
percorrida uma vez no sentido hordrio.

Demonstragdo. Considere o grafico




Agora achemos a intersecdo: dado que x +y = 2 temos que y = 2 — x, logo

X +y?+ 22 =2(x +y)

X2+ (2—x)2+22=2-2
2

(x—1)2 + % —1,

assim a interse¢do €

72
y:2—x, (X_1)2+E:1.
Note que uma parametrizacao para a projecao no plano Oxz com orientazao hora-
ria é
x(t) =14cost, y(t)=—v2sint, 0<t<2m,

por tanto
v(t) = (1 +cost,—V2sint,2 — (1 +cost)), 0<t<2m,

e a integral fica

27 27T
J ydx +zdy +xdz=| (1—cost) Sintdt—i—J —V/2sin tsin tdt+
Y JO 0
r27T
+| (14 cost)(—V2cost)dt
JO
r27T 27
= sin tdt — J —costsintdt
JO 0
27T 27T 27T
+ J —V/2sin? tdt + —\/§J costdt — \/§J cos? tdt
0 0 0

=— 27t\/§.
O]

(d) fy xdx + (y + x)dy + zdz, sendo vy a intersecdo das superficies z = xy
e x? +y? = 1, orientada de modo que sua projecdo no plano Oxy seja percorrida
uma vez no sentido hordrio.
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Demonstragdo. A para metrizacao no sentido hordrio para a projecdo esta dada
por
x(t) =cost,y(t) = —sint, 0<t < 2m,

por tanto a parametrizacdo da interse¢do das superficies é
v(t) = (cost,—sint,—costsint), 0<t<2m,

observe a grafica seguente

Logo a integral de linha fica como:

27

—cos tsintdt + J cos? tdt
0

27

J xdx + (y +x)dy -I—zdz:J
Y 0
27

sin t cos® tdt — J cos tsin® tdt
0

27T

27T
+ J sintcostdt + J
0 0
27T

27T 27
=0 — J cos® tdt + J sint cos® tdt — J cos tsin® tdt
0 0 0

=—7n+0+0
=T
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7. Calcule

(a) fy 2xdx+(22—92—2)dz, onde 7y € o arco circular dado por x = 0,y%+z? = 4,
de (0,2,0) a (0,0, 2).

Demonstragcdo. Condiremos a seguente grafia da curva pedida

esta curva pode ser parametrizada em sentido anti-horario em relaxao ao plano
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Oyz por

J oxdx + (2% —
y

Y(t) = (07 \ 4_t27t)7

logo a integral fica como:

0<t<2,

v [ P (VAP
-?@FL20w+LW— 5 Jdt

2 2
3t
:0+J (=2 + —-)dt
0 2
t3 t=2
=—92.94+ —
3

t=0

]

(¢) fy Vydx+ v/xdy, sendo 'y a fronteira da regido limitada por x = 0,y =1
ey = x?, percorrida uma vez no sentido horario.

Demonstragdo. Vamos considerar primeiro a seguente grafica

0.8

0.6

04

0.2

-14 -12

-1

-08 -06 04 02 o|h o2 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22

Note que a fronteira de esta regido somente conseguimos parametrizar por uma
curva suave a pedacos, para esto temos 3 tramos que podem ser parametrizados
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do seguente jeito, lembre que nossas parametrizagdes devem ficar orientadas no
sentido horério.

f(t) = (t,1), 0<t<1,

git)=((1—1),(1—-1t)*), 0<t<1,
h(t) = (0,t), 0<t<1.

Logo a curva que parametriza a fronteira de nossa regido € a concatenacdo das

curvas h,fe g,
Yy=hxfxg.

Assim a integral é

L Vydx +/xdy = J

h

(Jl Vtdo + 0 dt) (Jl V1dt + \/€d1)
n

Vydx + vxdy +J Vydx + ﬁdyj Vydx + vxdy
f g

0

(=] )

)

2 1 5
+J 2(1 —t)2dt

]

8. Determine o trabalho realizado pelo campo de forgas l?(x, y )Oxi + (y+ 2)]’an
mover uma particula ao longo da cicldide ¥(t) = (t —sint)i+ (1 — cost)j, 0 <
t < 2m.

Demonstracdo. Lembremos que o trabalho calcula-se como a integral de linha:

JY Flay = Jb Fly(t) - av(v),

a

14



para y(t) definida em a < t < b. Assim para que calcular a integral de linha
precisamos conhecer F(y(t)), dy(t), F(y(t)) - dy¥(t), por tanto

) =
(t) =(t —sint)i + (1 — cos t)f,

F(y(t)) =(t —sint)i + (1 — cost + 2)j,

dy(t) =(1 — cos t)i + Sintf,

F(y(t)) - dy¥(t) =(t —sint)(1 —cost)dt + (3 + cos t) sin tdt.

Logo nossa integral fica como

27t 27t
J F(y(t)) - dy(t) :J (t —sint)(1 —cost)dt + (3 + cost) sin tdt
0 0

27t
:J (t—tcost+ 2sint+ 2sintcost)dt.
0

Considerando as primitivas auxiliares

cos(2t)

Jtcostdt =tsint+cost+c, J2sintcostdt = —

Assim temos que

27 27
J F(y(t)) - dy(t) :J (t—tcost+2sint+ 2sintcost)dt
0 0

t2|*7 (o cos 2t |""
=—| — (tsint+cost)|_, + | —
2 2
0 =0
4772
1)+ (-2 (-2)
=27,

]

9. Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:
(b)gfy(x + 2y)dx + (x — 2y)dy, onde y consiste do arco da pardbola y = x> de
(0,0)a(1,1) e do segmento de retade (1,1) a (0,0) orientada positivamente.
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Demonstragdo. Lembremos que el Teorema de Green diz que: se K C R? é um
conjunto compacto, com interior nio vazio, cuja fronteira € imagem de uma curva
v : la,b] — RR2, fechado, simples, C' por partes e orientada no sentido anti-
hordrio. Sejam P e Q de classe C! num aberto contendo K. Nestas condigoes

L Pdx 4+ Qdy = ”K {% — g—yp} dxdy.

Logo para aplicar este teorema precisamos conhecer

P(x,y) =x + 2y,
Q(X’vy) =X — 29a
20Q -2
ox  0x -
oP  9(x+2y)
_— = :2’
oy dy
0
Q_%P
ox 0y

Assim temos que

0Q oP H
— — —dxdy = dxdy.
”K ox ay ke K Y

A regido limitada pero curva descrita é

K={xy0<x<1,x* <y <xj.

Considere o seguente grafico

16
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por tanto

(h) Sgﬁ - dy onde ?(X,y) = (y* — XQy){ + nyT e y consiste do arco de
circunferéncia x* +y2 = 4 de (2,0) a (v/2,v/2) a (0,0) ede (0,0) a (2,0).

Demonstragdo. Para aplicar o Teorema de Green precisamos conhecer

P(x,y) =y*> —x%y
Qx,y) =xy,
2Q a0 _
ox 0x L
P d(y* —x*y)

=2y — x?
0Q oP 9
B S )

17



Logo

j{; I?-dV:J'J y2—2y +x2dxdy
Y K

Além da regido com fronteira vy, para esto consideremos a seguente grafica

25

05

Para calcular a integral dupla vamos usar coordenadas polares
x =71cos(0), y=rsin0
notemos que a regiao

R={(n6)|0<r<2,0<6<§}

€ mapeada para a regido K, assim aplicando o teorema de mudanca de varidveis

18



temos que

T2
” y? — 2y + x*dxdy :J J (r* — 2rsin 0)rdrdo
K 0 Jo

jus 4 2 2 2
:r I 9 sino) do
o \ 4o 21,
i 16
:222+J0 = 5in0ddo

16 n
=7+ 3 cos 0ly

12. (a) Calcule V arctg (¥) e V arctg (
Lembremos que

).

X
Y

/_

t - -
(arctgz)’ = T——,

Agora

darctg * 0arctg >
V arctg X _ ( v Y )
y 0x oy
0 arctg * .
Para calcular Txg‘i vamos usar a regra da cadeia (f(g(x))’ = f'(g(x)) - g'(x)),
logo

aarctgg 1 1
ox 1+ (5)2 y
1
xi—;}!? x2 +y2
e
0 arctg & 1 —x

oy 1+(3P

y2 —X
Rty



Logo temos que

X y X
Varctg (=) = — .
et () = (o~ )
De jeito similar vamos ter
Y Y X
Varctg () = (5 e

(b) mostre que se f1, fa, f3 : R — R sdo fungdes de classe C' e F = (fi(x), (y), f3(z)),
entdo F é conservativo.

Demonstragdo. Dica: considere a funcao

X z

fo(t)dt + J fa(t)dt + c,
0

Y

bR SR by |

0 fl(t)dt+J

0

donde ¢ € uma constante. L]

14. Verifique que a integral [ 2xsinydx + (x*cosy — 3y*)dy, onde y € uma
curva ligando (—1,0) a (5, 1), é independente do caminho e calcule o seu valor.

Demonstragdo. Dica: para ver a independenga de curva note que dadas duas cur-
vas y e 3 ligando (—1,0) e (5, 1) (por exemplo como em la figura)

3 ( ;
2
‘ 1
A
1 4 6 7 4

7
L U | | 10
-

B

-5

iy

podemos construir um caminho fechado em (—1, 0), invertendo a orienta¢ao de
um dos caminhos e concatenado-lo com o outro (por exemplo como em la figura)
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]

Logo podemos dividir este caminho fechado em pequenos caminhos fechados
simples e aplicar o Teorema de Green para cada um deles. Aplicando o Teorema
de Green vamos notar que

J ﬁ.dv—J f-dﬁzJ F-dy«B!
Y B

vEB!
dQ P
= || =—-axd
HKM ay

onde K é a regido limitada pela curvay * 3. Logo fazendo o calculo de

0Q 9P d(x*cosy —3y*) 9(2xsiny)
ox oy ox oy
=2xcosy — 2xcosy
=0

Por tanto vamos ter que
J f-df/—J F-dp =0,
Y &

isso € por tanto que o valor da integral ndo depende da escolha da curva tomada
para unir os pontos (—1,0) e (5, 1), pois calcular sua integral por qualquer deles
vai dar o mesmo valor
Fray=| F-ap
Y B
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