Gabarito
MAT2352 — Lista 2

Monitor: Juan Sebastian Herrera Carmona

1.(b) D € o triangulo de vértices (0,0), (2,1), (0,3) e d(x,y) =x + .

Demonstragdo. Considere a seguente figura do tridngulo com os vrtices dados

Podemos descrever o tridngulo como
D:{(x,y)yogxgzg <y <3—x}

Recordemos que a massa € a integral da funcdo de densidade sobre o triangulo,
assim

r2 r3—x
Massa = J x +ydydx
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Para o calculo do centro de massa calculemos primeiramente as seguentes inte-
grais

2 r3—x 9 2 r3—x
J ,[ x(x+y)dydx:§, J J y(x +y)dydx =9
0J3 0J3

Logo o centro de massa é tem coordenadas

fg f%_xx(x +y)dydx
Xe = —
fg Jé x +ydydx

53
6 4

[ yx+y)dydx o 3
Ye = ===

fgf?%_xx—i-ydydx 6 2

assim -
Centro de Massa = (4_1’ 5)

O
1.(d) D € a regido limitada pela parbolay? = x earetay —x = 2 e 8(x,y) = 3.

Demonstragdo. Para determinar a regido de integracdo primeiro achamos os in-
tersetos entre a parbola x; (y) = y? e areta x,(y) =y + 2, para isso note que

x1(y) =x2(y)
y? =y +2
Yy -y—2=0

Implicay = 2,y = —1. Logo a regido de integraca o esta dada por
D={(xy)l -1<y<ly’<x<y+2}

como en la figura



ecl

logo a massa esta dada por

2 y-+2 2
J J 3dxdy = kil
-1 1‘:,2 2

Para as coordenadas do centro de massa, calculemos as seguentes integrais

2 y+2 1
J J x - 3dxdy = 2B
1 5)

y2
2 y+2
J_l J; y - 3dxdy :¥
Por tanto
PSS 3ddy 18 g
TP ey F S
PNy saxdy
c J"ilf:j:zi%dxdy I
Assim

b

8
centro de massa = (=, —)
52

2.(a) Calcule a massa de D = {(x,y)|(x —2y + 3)* + (3x + 4y — 1)? < 100}
com fung¢@o densidade &(x,y) = x — 2y + 18.
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Demonstragdo. A massa esta dada por

” x — 2y + 18dxdy
D

Para calcular esta integral consideremos a seguente mudanc¢a de coordenadas
Xx—2y+3=r1cos0, 3Ix+4y—1=rsin0
resolvendo isso para x € Yy temos:

2
x(r,0) :% sin 0 + grcose —1,

T . 3
y(r,0) _Esme— Ercos@—i— 1.

A funcido de densidade em estas novas coordenadas €
d(x,y) =x—2y+ 18 =rcos0 + 15

além disso note que

21 sin O

a(X,y) ‘ sin © +2c056 T cosO — T
= | sin® _ 3cosO Tcos O 3rsin 6 — 1N
o(r,0) 10 10 10 T 0 10

Logo por teorema mudanga de variaveis temos que

Massa = H x —2y + 18dxdy = ” (rcos® + 15)%drd9
D

!/

onde D’ é a regido limitada pela curva (1 cos 0)% + (rsin 0)? = 100, isso é
D’ — {(r,e)m <O<2M0<T< 100}

assim
27t p+/100 -
J J (rcos@ + 15)—drd6 = 1507.
o Jo 10

Observe que a mudancga de coordenadas usada transforma um disco centrado no
origem e de radio v/100 na regido de integracao original na figura abaixo
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3. (b) Calcule as integrais iteradas:

T 2 4—2z2
J J J zsinydxdzdy
0 Jo Jo

Demonstragdo.

T 2 pV4—2z2 T 2
J J J zsinydxdzdy :J J (zxsiny)|*=Y* " dzdy
0 Jo Jo 0 Jo

T 2
:J JZ\/4—ZQSindedy

0

Considerando a primitiva auxiliar

1
sz/4—z2dz = —5(4—22)% +c




temos que:

4.(b)

” ydxdydz
D

onde D € a regido abaixo do plano z = x + 2y e acima da regido no plano xy
limitada pelas curvasy = x>,y =0ex = 1.

Demonstragdo. Note que a regido de integragdo é 0 < z < x + 2y, 0 <y < X2,

0 < x < 1. Para maior comprencdo dos limites de integragdo primeiro pense
na regifio limitada pelas curvas y = x%,y = 0,x = 1 no plano xy, considere o
gréifico seguente

ecl
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Logo podemos deduzir sem problemas que 0 <y < x%, 0 < x < 1. A variagdo
de z esta limitada pelos planos z =0 e z = x + 2y, assim 0 < z < x + 2y.

Po tanto a integral é
1 px? px+2y 5
ydzdydx = —.
Jo Jo Jo 28

6. (c) calcule as seguentes integrais: (c)

J” x*dzdydx,
E

onde E € o solido limitado pelo cilindro x? +y? = 1, pelo cone z? = 4x? + 4y? e
contido no semiespago 0 < z.

Demonstragdo. a variacdo em z esta limitada pelo plano z = 0 e a parte superior
do cone z = /4x? + 4y? , a variagdo no plano xy esta limitada pela proje¢ao do
cilindro, isso é, por o circunferéncia x> + y2 = 1. Logo a integral é

£/ 4x2+4y?
”J x*dzdydx = ” J x*dzdydx
E D(0,1)

0

:” x*\/4x2 + 4y2dydx
D(0,1)

Para calcular esta ultima integral vamos usar coordenadas polares x = rcos 0,y =
T sin 0, note a regido de integragio mudapor D ={(r,0) [0 < r < 1,0 < 0 < 271}
Por tanto

om pl 27 pl
J J 2 cos? 9\/41‘2 cos2 0 + 4r2 sin? Ordrdo :J J 21t cos? 0drdo
o Jo o Jo

27

==
]

7. Determine o valor da regido R limitada pelos paraboloides z = x* + y% e
z =36 — 3x? — 3y>.



Demonstragdo. O volumem da regido pode ser calculado com a integral

36—3x2—3y>
” J dzdydx
D Jx2+y2

onde D € a projecdo do solido no plano xy. Esta projecdo esta limitada pela
intersecdo dos paraboloides, assim

x? +y? =36 — 3x* — 3y?
4x? + 4y* =36
X* +y? =9 =3

Logo D ={(x,y) |x* +y? = 32}. Considere a seguente figura




Por tanto
36—3x%—3y?
Vol = ” J dzdydx
D Jx2+y?
= ” 36 — 4x* — 4y?dxdy
D
Para calcular esta ultima integral usamos coordenadas polares x = 1cos0,y
0

1sin 0, onde a regido de integragao foi mudada por D’ = {(r,0) |0 < 0 < 2,
assim

21 3
Vol :J J (36 — 41% cos® @ — 41* sin? ) rdrdd = 162m.
0 0

9 (c). calcule as integrais .

J” VX2 +y? + z2dxdydz,
E

N

onde E € a regido interior ao cone ¢ = % e a esfera p = 2.

Demonstragdo. A regido interior entro o cone e a esfera em coordenadas esféricas
x =psindpcosd, y=psindsin®, z=pcosd
esta dada por

R:{(pa¢;9)|0<9<2ﬂ,0<¢<g,0<p<2}

logo a integral fazendo a mudanca de coordennadas €

27T
JJ] \/x2+y2+22dzdydx:J r
E 0

2
J o - p2sin pdpddpdo
0 JoO

3
=8 — 8\/7_71

—4m(2 — V/3)

10. Calcule o volume da regido limitada pelo elipsoide > + + =1.

<r <3}



Demonstragdo. Para calcular o volume de esta regido vamos a considerar o se-

guente mudanca de coordenadas

x =apsinpcosd, y="bpsindsind,z=-cpcosP

Note que a esfera de radio 1 € transformado pelo aplicacdo de mudanca de coor-

. . 2 2 2 . .
denas para o elipsoide 25 + {5 + % = 1. Para isso veja que

2 2 2
x2 yr oz
1 :E + @ + ?
a’p?sin® dpcos’®  b%p?sin® psin?®  c?p?cos’ b
- - + +
a b2 c?
=p?sin? ¢ + p? cos® P
:pZ.

Além disso, observe que o jacobiano associada é

asinpcos® apcosdpcos® —apsindsind
3 o= bsin$sin® bpcosdpsin® bpsindcosO
(p, ¢, 0) ccos P —cpsin$ 0

=abcp? sin ¢
Logo aplicando o teorema de mudancga de varidveis temos que

27 pmt el
Vol = Jﬂ 1dzdydx :J J J abcp?sin pdpdddo
E

0 0 Jo

4
—=-—7tabc.
3 a

]

12. Calcule a massa do solido E = {(x,y) |x* +y% +z?> < b% 0 < a < z}, com

a<bed(x,y,z) =z

Demonstragdo. Note que z varia entre o plano z = a e o hemisfério superior da

esfera com radio b, z = /b? — x? —y?, i.e,,
a<z<V/b2—x2—y?

10



Além disso a proje¢do do solido no plano xy € a regido limitada pela curva
intersec¢do entre o plano z = a o hemisfério superior da esfera de radio b, isso

7

(&

a =+/b2 — x2 —y?

X2 +y% =b? — a?
Por tanto a projecdo no plano xy é

D ={(x,y)|¥*+y* =b*—a*}

Logo

K

b2—x2—y?2
Massa = J zdz
DJa

o 2 Vb2 x2—y2
z
= — dxdy
JJD 2 a
T b2 —x2 —u2 2

Para calcular esta ultima integral vamos usar coordenadas polares, assim para
x =T1cos 0,y = rsin O temos que

27t vVb2—a? 2 .2 2
Massa :J J (b L a_) rdrd©
o Jo 2 2
:l(bQ - C12)27T
1 )

Considere a seguente figuraparaa =3 e b = 3.

11
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14. Calcule a massa da regido R limitada por: (a) z(x*+y?) = 2,z = 0,x2+y? =
Lx*+y?>=2,com0<xey <0ed(x,y,z) =1

Demonstragdo. Temos que z varia entre o plano z = 0 e z = #yg além que
D ={(x,y)|1 <x*+y?<2,0<x,y <0}, assim

Massa:H J ldzdydx
D Jo

2
:HD 2 +y2dydx

Usando coordenas polares x = 1 cos 0,y = 1sin 0 a regido muda para

D’Z{(T,9)|1<r<\/§,3§<9<2n}

12



por tanto
27 \/5 2
Massa:J J —Qrdrde
gl

27
= J 2In1'=Y% do

3

2
=mln \/5

_nln2
2

). x2+y?=1+22,x2+y2=2+22%|z| < q,8(x,y,z) =22

Demonstracdo. Veja a seguente figura para com a = 2
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Vamos usar o teorema de mudanca de coordenadas para achar o massa de este
solido com dita densidade, considere a seguente mudanca de coordenadas

x=rdcosd, y=rdsin0d, z=vVr2—-1

parad <O <2m0< P, 1<
Note que

$cos® —rdpsin® r1cosO
a(x,y,Z) — d)sine Td)Cose T8in O
(r,0,4) T 0 0
VrZ—1

o1’

21
2 -1

O plano ¢ = 1 é enviado por esta mudanga de coordenas para a curva x> +y? =
1+ z2, pois
X* +y? =¢>*r’ cos® 0 + $°r?sin® 0 = P
1+22 =14+ (V2 -1 =12
por tanto
b2r? = 12
implica
¢ =1

De mesmo jeito temos que a mudanca de coordenadas envia o plano ¢ = 2
para a curva x? + y? = 2(1 + z?). Também notemos que para |z| < a temos que

V2 —1]=v12—1

implica
r<va’r+1, 1<r

Além que mostra que a mudanga de coordenadas tem como imagem o semiespaco
superior.
Agora temos que o dominio de integracdo nesta novas coordenadas esta dado por

D'={(re.¢)0<o<omI<r <V 1< p <2}
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Assim
Massa = ”J z?dzdydx
D

pela simetria de z? em relaxdo ao plano xy temos
Massa =2 ” Z?dzdydx, 0<z
JJID

=2 ” z?dzdydx
JJJID’

F270 /2 a?+1 ) d)r3
=2 J J (Vrz—1)=- drd$do, pelo TM.V
Jo 1 vz —1

d)2 a?+1
=2-2m- 53 J V12— 1rtdr
1

o=

=1

Usando a primitiva auxiliar

J\/TQ — Iridr = i(r2 — 1)%(3r2 +2)+c

15
Por tanto
1 . r=vaz+1
Massa =21 — (1 — 1)2 (312 + 2)
15 r=1
a®  a?
=2n|—+ —=|.
(5+%)
16. Calcule
J” zdzdydx,
R
onde R é limitada por
@ X2y X2y 22
§+Z:1+Z2’ §+Z:4+5’ para 0 < z.

Considere a seguente figura



Para esto vamos a usar o seguente mudanca de coordenadas

x=3rdcosO, y=2rbsind, z=v2r2-—-1

onde0 <0 <2, 0< o, §<r.

Note que
3bcos® —3rdpsin® 3rcosH
M = 2¢dsin® 2rpcosO 2rsind
o(r, §,0) 2T _ 0 0
V2r2—1
3
:3.2.2(1)—r
2r2 —1

Para essa mudancga de coordenadas temos que

x*  y? (3rdpcos0)? (3rdpsin6)*
I S R S

1+2° =1+ (vV2r2—1)* =12

2 V2rr—1)2 7
4+%=4+%:§+r2
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o que implica que as curvas

¢ =2
VT
V207 =1

~ 2 2 2 2 .
sdo mapeadas para as curvas - + % = 1+ z2, % + Y =4+ %. Paraisso

acontecer precisamos que

T =

v2_ T
2 T2/P2—1
b <2V2

Agora temos que a regido de integracdo muda baixo a mudanga de coordenadas

=T

pal aa ]egiao
—1

V2
={(rd,0)]0<0<2mV2< P <2V2, - <1 ——r
{000 b S ar< =k

assim

Massa = J” zdzdydx

_Jo L?J;\MT( ¢* —1)'%&@@

2
:24J J” " pridrdd
:2471-9

8
=277t
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