MAT2352 — Lista 5

1. Determine uma representacao paramétrica de cada uma das superficies abaixo
e calcule sua 4rea:
(a) S ¢é aparte da esfera x> + y2 + z? = 4 interior ao cone z > /X2 + y?

(b) S € a parte do cilindro x? 4+ z> = 1 compreendida entre os planosy = —1 e
y=3

(c) S é a parte do plano z = 2x + 3y que € interior ao cilindro x* + y? = 16;

(d) S éaparte do paraboléide hiperbdlico z = y?—x? que est4 entre os cilindros
xX2+yl=1lex?+y?=4;

(e) Séaparte do cilindro x?+z? = a? que estd no interior do cilindro x2+y? =
a?, onde a > 0;

(f) S é a parte da esfera x> + y2 + z2 = a? que esté no interior do cilindro
x? +y2 = ax, onde a > 0;

(g) S € o toro obtido pela rotagdo da circunferéncia no plano xz com centro
(b,0,0) eraio a < b em térno do eixo z;

(h) S é a parte da esfera x* +y*> + 2> =4 comz > ¥—

(i) S é a parte do paraboldide z = 1 — 2x* — y? limitada pela superficie
16x? +4y* = 1.
Resp. (a) 471(2 — v/2), (b) 8, () 16mv/14, (d) Z(17v/17 — 5V/5), (e) 8a?, ()
2a?(mt — 2), (g) 4ab7?, (h) 47

2. Sejam 0 < a < be f : [a,b] — IR uma fungdo positiva com derivada
continua. Determine equacdes paramétricas das superficies geradas pela rotacao
da curvay = f(x) em torno do (a) eixo-x, (b) eixo-y. Calcule a area da superficie

em cada caso.
Resp. (a) 271[2 f(x)y/1+ f'(x)2dx, (b) 271]2 x4/ 1+ f/(x)2dx.



3. Calcule as seguintes integrais de superficies:

(a)

(b)

(c)

(d)

y do, onde S é a superficie dadaporz = x+y%,0<x < 1,0 <y < 2;
MS

x?do, onde S é a esfera x® +y% + 2% = 1;
MS

yz do, onde S € a parte do plano z = y + 3 limitada pelo cilindro x> +
MS
y =1

xy do, onde S é o bordo da regido limitada pelo cilindro x* +z? = 1e
s
pelos planosy =0ex+y = 2;

z(x* +y?) do, onde S é o hemisfério x> +y? + 2% =4,z > 0;

(e)
MS

(f) || xyzdo, onde S ¢é a parte da esfera x> + y2 + z> = 1 interior ao cone
MS
Zz= \/m;
mr 2 2 2 2 2

(&) s \/2212% do,onde Séapartede x> +y?—z? =1com1 <z <
3;

(h) || (x+1)do, onde S € a parte de z = /x% + y? limitada por x* +y* = 2y.
MS

Resp: (a) 13v/2/3, (b) 47/3, , (c) mv/2/4, (d) =Z(8 + V/2), (e) 16m, (f) 0, (g)
87v/2, (h) TTv/2.

4. Calcule a massa das superficies sendo 8(x,y, z) a densidade pontual de massa

para:

(a)

(b)

S é a parte do plano 3x + 2y + z = 6 contida no primeiro octante e
5(x,y,2) =v.
S € o triangulo com vértices (1,0,0), (1,1,1) e (0,0,2) e 6(x,y,z) = xz.



(c) S éaparte do paraboldide x = 4 — y? — z? contida no semi espago x > O e
§(x,y,z) =x*+y2
2x? + 3y?
V1+8z

(e) S é a parte de z = In(x? + y?) limitada pelos cilindros x> +y> = 1 e
x*+y?=e%ed(x,y,z) =x*+y>

(d) Séapartede z = x*>+y>+2xy limitada por x>*+y? = 2e §(x,y,z) =

Resp: (a) 3v/14, (b) 7v/6/24, (¢) &5(12563/17 — 2347).

5. Calcule a integral de superficie H F-Ndo para cada um dos campos de vetores
s

F e superficies orientadas S indicadas abaixo. Em outras palavras, calcule o fluxo
de F através de S. Quando S € uma superficie fechada, admita que S estd orientada
pela normal exterior.

(a) F(x,y,z) = x2yi—3xy4j+4y>ke S é a parte do paraboléide z = 9—x2—y?2,
com z > 0, orientada de modo que a normal no ponto (0,0, 9) é k;

(b) f(x,y,z) = xi+ xyf+ xzk e S é a parte do plano 3x + 2y +z = 6
interior ao cilindro x* + y2 = 1, orientada de modo que seu vetor normal é
—+(3i+2j +k);

V14

(©) F(x,y,z2) = —xi —yj + z%k e S é a parte do cone z = /x% + yZ entre
os planos z = 1 e z = 2, orientada de modo que sua normal N satisfaz
N -k <0;

(d) F(x,y,z) =xi+yj+2zkeS éaesferax® +y? +22 = 0;

(e) F(x,y,z) = —yi+xj + 3zKe S é 0 hemisfério z = /16 — x2 — 12, orien-
tada de modo que a normal no ponto (0,0, 4) é k;

(f) ﬁ(x,y, z) = yf— zK e S consiste do paraboléidey = x> +2z%2,0<y<le
dodiscox* +z2 < 1,y=1;

(g) F(x, y,z) = xi+ 2y;+ 3zk e S é o cubo de vértices (1, £1, +1);
(h) F(x,y,z) = (x+y)i—(2y+1)j+zk e S é o retdngulo de vértices (1,0, 1),
(1,0,0), (0,1,0) e (0,1, 1), orientado de modo que sua normal N satisfaz

N-T>O;



(i) F(x,y,z) = —yzie S é a parte da esfera x2 + y2 + z2 = 4 exterior ao
cilindro x? +y? < 1, orientada de modo que a normal no ponto (2,0, 0) é ;

() F(x, y,z) = yf+ Zf—k xkeSéa parte da superficie z = /4 — x limitada
pela superficie cilindrica y?> = x, orientado de modo que sua normal N
satisfaz N -1 > 0;

(k) F(x, y,z) = x1 + y) —2zkeSéa parte do cone z = /x? 4+ y? limitada
pelo cilindro x? +y? = 2x, orientada de modo que sua normal N satisfaz
N-k<0.

Resp. (a) 0, (b) —37/4, (c) —737/6, (d) 1087, (e) 128, (f) —m/2, (g) 48, (h) —1,
(1) 0, (§) 128/5, (k) 32/3.

6. Calcule

(a) J] xzdy A dz +yzdz A dx + x> dx /A dy, onde S é a semi-esfera x? +

y? +z2 = a% (a > 0), z > 0, orientada segundo a normal exterior;
Resp. 3mat/4.

(b) J] x dy/\dz+y dz/\dx+z dx/\dy, onde S € a parte do plano x+y+z = 2
S

no primeiro octante, orientada de modo que sua normal satisfaz N ; > 0;
Resp. 4.

(c) H xdy Adz+ydz A dx + zdx /A dy, onde S € a parte do paraboldide

z=4—x*—y contlda no semiespago z > 2y + 1, orientada de modo que
sua normal satisfaz N - kK > 0. Resp. 28.

7. Suponha que a superficie S seja o grifico de uma fungio f : D C IR*> —
IR de classe C', orientada de modo que sua normal unitdria N tenha a terceira
componente ndo-negativa. Se F = Pi+ Qj + Rk € um campo de vetores sobre S,

mostre que
ﬂ F.ngzﬂ (_ ——Q—+R> dxdy.
S D 0x

4



8. Calcule ” y?z?dy Adz+xdz/\dx+ydx/dy, onde S é a parte da superficie
s

2% = x2+2y? entre os planos z = 1 e z = y+3, orientada com N tal que N-k < 0.
Resp. 547

9. Calcule J'J e In(z +y)dy Adz + (x* +2%)dz A dx + zdx A dy, onde S é
S

a parte do paraboléide z = 4 — x* — y? limitado pelo plano z = y + 4, orientada

com N tal que N - kK > 0. Resp. —315—6”

10. Use o teorema de Stokes para calcular J F - d¥ em cada um dos seguintes

v
Casos:

(a) F(x, y,z) = xzi + 2xyf+ 3xylz ey € a fronteira da parte do plano 3x +y +
z = 3 contida no primeiro octante, orientada de modo que sua proje¢ao no
plano xy seja percorrida no sentido anti-horério; Resp.%.

-

) Flx,y,2) = (22 + )T+ (y? + In(1 + y?)j + (xy + sinz’)k e y € a
fronteira do tridngulo com vértices (1,0, 0), (0,1,0) e (0,0, 2), orientada de
modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-hordrio;
Resp.%.

() F(x, y,z) = (2z+sine*’ i+ 4xj + (5y +sin(sin z2) )K ey ¢ a a interseccdo
do plano z = x + 4 com o cilindro x* + y* = 4, orientada de modo que sua
projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-hordrio;  Resp.—4t.

(d) F(x,y,2z) = (x+cos(x3))T+yj+ (x2—y2+2z!0)k ey é a fronteira da parte
do paraboléide z = 1 — x? — y? contida no primeiro octante, orientada de
modo que sua projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-hordrio;
Resp.—1.

) F(x,u,2) = (y+2)i+ (2x+ (14+y2)2)j + (x+y+2z)k e vy é a intersecgio
do cilindro x* + y? = 2y com o plano z = vy, orientada de modo que sua
projecdo no plano xy seja percorrida no sentido anti-horério; Resp. .

(f) F(x,y,2) = yi +zj + xK e y é a intersec¢do da esfera x2 + y2 + z2 = a2
(a > 0) com o plano x +y + z = 0, orientada de modo que sua proje¢do no
plano xy seja percorrida no sentido anti-horério. Resp. —a’my/3.



