Gabarito Lista 4, Algebra I

la. Temos mdc(3,5) = mdc(5,7) = mdc(3,7) = 1 assim pelo Teorema Chinés do Resto existe um unico solu¢do modulo

1b.

lc.

4a.

357 =105. Usamos o algorithmo de Gauss para encontrar o solu¢do. Temos

Assim temos

Ni=5-7T=

Nt =

35, Npy=3-7T=21, N3y=3-5=15
01:17 62:23 N3:37
2, Ny'=1, N;j'=3.5=1;

£=Ny-ci NP+ Ny-cg- Nyt 4+ N3-c3- Nyt =70+ 42 4 45 = 157 = 52(mod 105)

Na mesma maneiro como o exercicio anterior temos
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Como mdc(3,5) = 1 ¢ sufficiente mostrar que a?! = a(mod 3) e a?!

a(mod 3), assim

. Resolvemos

a =2 (mod 6).

Resolvemos

Semelhante a® = a(mod 5), assim

x = 59(mod 462).

2 = 119(mod 210).

a =2 (mod 3)
a =2 (mod 4)
a =2 (mod 5)

mod 3
mod 5
mod 7
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) Obtemos a
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= a(mod 5). Pelo T.de Fermat temos a

301(mod 410), é facil ver que a

3

Obtemos um unico solucdo a = 2(mod 60) que satisfaz



4b.

4c.

8b.

9,10.
11.

12a.

Na mesma maneira como o exercicio anterior Como mdc(5,7) = 1 € sufficiente mostrar que a'? = 1(mod 5) e

a'? = 1(mod 7). Pelo T.de Fermat temos a* = 1(mod 5), assim
a12 _ (a4)3
= 13(mod 5)
= 1(mod 5)

Semelhante a® = 1(mod 7), assim
a12 _ (a6)2
= 1%(mod 7)
= 1(mod 7)

Como mdc(a, 42) = 1 assim mdc(a,2) = mdc(a,3) = mdc(a,7) = 1. Desde 42 = 2 - 3 - 7, segue-se que 2, 3,7
ndo dividem a. Assim, pelo Teorema de Fermat, temos: a?> = a(mod 2), a® = a(mod 3), e a” = a(mod 7), ou

equivalentemente, a = 1(mod 2), a®> = 1(mod 3), € a® = 1(mod 7). Temos: a® = 1°(mod 2) = 1(mmod2)
a® = (a?)? equivl®(mod 3) = 1(mod 3), e: a® = 1(mod 7). Nossa preocupagio aqui é que 168 tem fatoragdo
23 - 3 - 7. Assim, provavelmente ndo serd suficiente para nés ter que a® = 1(mod 2). A gente precisa de mostrar que

a® = 1(mod 23).

Primeiro temos que ¢ = 1(mod 2) implica que a—1 = 0(mod 2) e a+1 = 0(mod 2). Temos que OU (a—1) = 0(mod 4)
e(a+1)=2(mod4) OU (a — 1) = 0(mod 4) e (a + 1) = 0(mod 4). Assim isso implica que (a? — 1) = 0(mod 8).
Agora, como a® — 1 = (a® — 1)(a* + a® + 1) temos que

a® = 1(mod 8).

E a5 = 1(mod 168).

. Veja notas das aulas (Revisdo 1).
. Temos 2* = 16 = (—1)(mod 17) assim 28 = (2%)2 = (—1)? = 1(mod 17). 2'6 = 1(mod 17) segue pelo T.de Fermat.

. Seja o' = z(mod p). Assim

2 =aP~! = 1(mod p).

Os unicos solugdes da congruencia 2 = 1(mod p) sdo x = 1(mod p) (assim o' = 1(mod p)) e z = p — 1(mod p)
(assima®> =p—1= —1(mod p)).

Sejaet(p—1)assimp—1=e-qg+rcom0 <r < e, assim
l=a?' =a%"™ = (a%)?-a" = a"(mod p).

Contradicgo, com e é menor inteiro positivo tal que a® = 1(mod p). Assime | p — 1.
Veja notas das aulas (Revisao 1).
Pelo T.de Euler m#(™ = 1( mod n) also temos que n¥("™) = 0(mod n), assim

m?™ 4+ n?(M™ = 1(mod n).
Semelhante n¥(™) = 1( mod m) also temos que m*(™) = 0(mod m), assim

m?™ 4+ n?(M = 1(mod m).

Como mdc(n, m) = 1 assim temos
m#™ 4 (M = 1(mod nim).

Pelo T. de Wilson temos
16! = —1(mod 17).

Por outro lado 15!16 = 15!(—1)(mod 17). Assim 15! = 1(mod 17). Resto é 1.



12b. Temos 28! = —1(mod 29).

26! -2 = 26! - (—2) - (—1) = 26! - 27 - 28 = 28! = —1(mod 29).

13. Pares (a,b) sdo

(2,12), (3,8), (4,6), (5,14), (7,10), (9, 18), (11,21), (13, 16), (15, 20), (17, 19)

14. Temos 437 = 19 - 23. Pelo T. de Wilson temos
18! = —1(mod 19), 22! = —1(mod 23)
Por outro lado
22! = 18!-19-20 - 21 - 22 = 18!(—1)(—2)(—3)(—4) = 18! - 24 = 18! (mod 23).
Assim 18! = —1(mod 19 - 23).
15. Seja 5! - 25! = z(mod 31). Pelo T. de Wilson temos
30! = —1(mod 31).

Assim
5130! = —(5!)(mod 31).

51301 = 5!-25!-26...30.
Ou26...30-z=(-5)...(—1) -z = —(5!)(mod 31) assim

120z = 120(mod 31)

Como mdc(120, 31) = 1, cancelamos 120 assim « = 1(mod 31).



