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Exercicio 1.

Encontre um anel R e um R-modulo M tal que o conjunto dos elementos de tor¢do de M ndo é um
submoédulo de M.

Exercicio 2.

Seja M um modulo sobre DI. Suponha que x € Tor(M) nao nulo. Mosre que x e 0 sdo “linearmente de-
pendentes”. Assim mostre que o posto de Tor(M) é 0, e que o posto de M igual ao posto do M /Tor(M).

Exercicio 3.
Seja M um modulo sobre DI.

a) Supponha que M tem posto n. e X1, ..., X, um conjunto maximal dos elementos 1.i. em M. Seja
N = Rx; + - - - + Rxy, 0 submodulo de M gerado pelos x, ..., X, mostre que N é isomorfo a R™
e M/N é modulo de torgao.

b) Mostre que se M contem um submodulo livre N de posto n, tal que M/N é modulo de torcéo,
assim M tem posto n.

Exercicio 4.
Seja R um DI e sejam N,M os R-modulos com postos m, n. Mostre que o postode N & M =n + m.

Exercicio 5.
Seja R = Z[x].

a) Mostre que R ndao é um DIP.

b) Seja M = (2,x) ideal em R. Mostre que {2, x} ndo é basis de M. Mostre que o posto de M é 1,
mas M nio é livre com posto 1.

¢) Mostre que M ndo € soma dos modulos ciclicos.

Exercicio 6.
Seja R um DI.

a) Seja N um submodulo de um R-modulo M. Prove que Tor(N) = N N Tor(M).

b) Mostre que o ideal pR e primo se, e somente se, p é um elemento primo de R.



Exercicio 7.
Prove que um DI R € um DIP se, e somente se, todo submodulo de um R-modulo ciclico e ciclico.

Exercicio 8.
Seja R um DIP e seja p € R ndo-nulo. Mostre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(a) p é primo.

(b) p é irredutivel.

(¢) pR e um ideal maximal de R.
(d) R/pR é um corpo.

(e) R/pRéum DL

Exercicio 9.
Seja R um DIP e sejam a,b € R com mdc(a,b) = 1. Mostre que

R/R(ab) = R/R(a) & R/R(b).

Exercicio 10.
Seja R um DI e M ideal nonprincipal em R. Mostre que M € livre de tor¢ao de posto 1 mas ndo é livre.

Exercicio 11.
Seja R um anel qualquer. Sejam A, ..., A, 0os R-modulos e B; os submodulo em A;. Mostre que

(AL @A @ DAR)/(B1®B2 @+ ®Bm) = (A1/B1) @ (A2/B2) ® -+ @ (Am/Bm).

Exercicio 12.

Seja R um DIP, seja B um modulo de tor¢@o e seja p um primo em R. Mostre que se pb = 0 para algum
b € B, assim Ann(B) C (p).

Exercicio 13.
Dé um exemplo de DI R e um R-modulo de tor¢do ndo-nulo M tal que Ann(M) = 0. Mostre que se N é
um R-modulo de tor¢do finitamente gerado, assim Ann(N) = 0.

Exercicio 14.
Seja R um DIP, seja a € R ndo-nulo, e M = R/(a). Para todo primo p € R mostre que

k-1 kaq ~ J R/(P) k<n,
P M/pM—{o k>n,

com n € potencia de p que divide a em R.



Exercicio 15.
Sejam R um DIP, p um primo em R.

(a) Seja M um R modulo finitamente gerado. Usando Ex. 14 mostre que
P IM/pEM = F,

onde F é corpo R/(p) e ny o numero dos divisores elementares de M que sdo potencias p*, com
o > k.

(b) Suponha que M, M5 sdo finitamente gerados, isomorfos R-modulos. Usando (a) mostre que para
todo k > 0, os modulos M, My tem o mesmo numero dos divisores elementares p* com o > k.

Exercicio 16.

Seja R um DIP, e M um R-modulo de tor¢do. Mostre que M € irredutivel se, e somente se M = Rm para
todo elemento ndo-nulo m € M, com aniqulador de m ¢ ideal primo ndo-nulo (p).

Exercicio 17.
Mostre que um modulo finitamente gerado sobre € projetivo se, e somente se € livre.

Exercicio 18.
Seja R um DIP ndo corpo. Mostre que R ndo possui modulos injetivos finitamente gerados.

Exercicio 19.
Durante as aulas nés mostramos que se R é um DIP assim todo R-modulo finitamente gerado sem tor¢ao

é livre.
(a) Mostre que a hipotese do modulo ser finitamente gerado € essencial.

(b) Mostre que a hipotese de R ser um DIP e essencial.

Exercicio 20.

Durante as aulas nés mostramos que se R e um DIP e M é um R-modulo finitamente gerado, entido
Tor(M) é somando direto de M.

(a) Mostre que a hipotese de R ser um DIP e essencial, isto €, encontre um DI R e um R-modulo M
finitamente gerado tal que Tor(M) ndo seja somando direto de M,

(b) Mostre que a hipotese de M ser finitamente gerado é essencial, isto €, encontre, por exemplo, um
Z-modulo M tal que Tor(M) néo é somando direto de M.

Exercicio 21.
Determine a estrutura de Z-modulo Z3/K com K gerado por v; = (2,1 —3), vo = (1,—1,2).



Exercicio 22.
Descreva todos grupos abelianos de ordem 234 e de ordem 72.

Exercicio 23.

Seja D = Z[v/—1] (anel dos inteiros Gaussianos). Descreva a estrutura do D3 /K com K gerado pelos
vy = (1,3,6),ve = (24 3i,—31,12 — 181), v = (2 — 31,6 + 9i, —181i).

Exercicio 24.

Seja Rum DI e M um R-modulo. Um submodulo N de M é chamado puro se paratodoy € Nea € R, a
equagdo ax = Yy tem solucdo em M se, e somente se, tem solucdo em N. Mostre que se N e um somando
direto de M entdo N e puro. Mostre que se N e puro e Ann(x + N) = Rd, entao existe y € M tal que
x+ N =y+ NeAnn(y) =Rd.

Exercicio 25.

Mostre que se N € submodulo puro de um modulo M finitamente gerado sobre DIP, assim N é somando
direto de M.



