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Seja R um anel com 1 # 0. Todos os médulos M sdo médulos sobre R a esquerda.

Exercicio 1.
Mostre que 0m = 0 e (—1)m = —m para todos m € M.

Exercicio 2.

Suponha que am = 0 para algum a € R e algum m € M com m # 0. Mostre que a ndo tem o inverso a
esquerda (i.e., ndo existe b € R tal que ba = 1)..

Exercicio 3.
SejaM = R™, esejaly, Is,..., I, osideais de R. Mostre que os seguintes conjuntos sao R-modulos.
(a) {(Xla v 7XTL) ‘ Xi € Il}
(b) {(Xla"'vxn) ‘Xi S R,Xl +X2+"'+Xn :O}
Exercicio 4.
Para todo ideal I em R define
IM ={i1my +~-~+ikmk|ij elm; e M}

o conjunto de todas as somas finitas de elementos da forma im com i € [ e m € M. Mostre que IM ¢
um submodulo em M.

Exercicio 5.
Mostre que o intersecao de qualquer cole¢c@o doas submodulos de um R-modulo € um submodulo.

Exercicio 6.
Sejam N7 € Ny C ... é cadeia dos submodulos em M. Mostre que Uff:l N, € um submodulo em M.

Exercicio 7.
Se N é um submodulo de M, o aniquilador de N em R definido como

{a € R| an = 0 para todos n € N}.

Mostre que o aniquilador de N em R é um ideal.

Exercicio 8.
Se I € um ideal de R, o aniquilador de I em M definido como

{m e M |im = 0 para todos i € I}.



Mostre que o aniquilador de I em M € um submodulo.

Exercicio 9.

Seja M € um grupo abeliano, i.e. um Z-modulo. Podemos extender o ag¢do de Z para receber um Q-
modulo?

Exercicio 10.
Sejam F =R,V = R2.

(a) Se T:R? — R? uma rotagio por angulo 71/2. Mostre que V e 0 sdo unicos F[x]-submodulos para
este T;

(b) Se T : R?2 — R? um projecdo para eixo-y. Mostre que V, 0, eixo-x, eixo-y sdo unicos F[x]-
submodulos para este T.

(c) Se T : R? — R? uma rotagio por angulo 7t. Mostre que qualquer subespago de V é um F[x]-
submodulo para este T;

Exercicio 11.
Mostre que o nicleo e a imagem de um homomorfismo entre R-modulos sdo submodulos.

Exercicio 12.
Sejam A qualquer Z-modulo, a um elemento de A e n um inteiro positivo. Mostre que a aplicacio

© : Z/nZ — A dado pelo @(k) = ka é um homomorfismo entre Z-modulos se e somente se na = 0.
Mostre que Homy (Z/nZ,A) = A,,onde A,, ={a € A |na =0} (i.e. A, é aniquilador em A do ideal
(n) de Z).

Exercicio 13.
Descreva todos Z-modulo homomorfismos de Z/157Z ao Z/97Z.

Exercicio 14.
Mostre que Homy (Z/M7Z,7Z/mZ) = Z,/(n, m)Z.

Exercicio 15.

Seja R um anel comutativo. Mostre que Homg (R, M) e M sado isomorfos como R-modulos. [Dica:
Mostre que q.q. elemento em Homg (R, M) determina-se pelo seu valor em 1].

Exercicio 16.
Seja R um anel comutativo. Mostre que Homg (R, R) e R sdo isomorfos como anéis.

Exercicio 17.
Seja A1, Ag, ..., Ay os R-modulos, e B; os submodulos em A;. Mostre que

(A1 x - x Ap)/(Br x...Bn) = (A1/B1) x -+ X (An/Bn).



Exercicio 18.
Seja I ideal a esquerda de R e n um inteiro positivo. Mostre

R™/IR™ = R/IR x ...R/IR (n vezes).

Exercicio 19.

Seja I um ideal nilpotente num anel comutativo R. Sejam M,N sdo R-modulos e @ : M — N um
homomorfismo dos R-modulos. Mostre que se a aplicagdo induzida @ : M/IM — N/IN é sobrejetiva
assim ¢ é sobrejetiva.

Exercicio 20.

Mostre que se os conjuntos X e Y tem a mesma cardinalidade, assim os médulos livres F(X) e F(Y) séo
isomorfos.

Exercicio 21.

~

Suponha que R um anel comutativo. Mostre que R™ = R™ se e somente se n = m. [Dica: Aplica o
Exer. 18 com [ ideal maximal de R].

Exercicio 22.

Seja N um submodulo de M. Mostre que se ambos M/N e N sio finitamente gerados assim M é
finitamente gerado.

Exercicio 23.

Um R-modulo M é chamado irredutivel se M #£ 0 e se 0 ¢ M séo tnicos submodulos de M. Mostre
que M # 0 ¢é irredutivel se e somente se M # 0 e M é um modulo ciclico. Descreva todos Z-modulos
irredutiveis.

Exercicio 24.

Mostre que se M, Mo s@o modulos irredutiveis assim qualquer homomorfismo nio nulo entre eles é
isomorfismo. Mostre que isso implica que Endg (M) é um anel com divisdo.[Dica: Considere niicleo e
imagem)]. (o resultado acima chama-se Lema de Schur).

Exercicio 25.
Seja R um anel comutativo, e N, M, L os R-modulos. Mostre os seguintes isomorfismos dos R-modulos:

a) Homg(N x L,M) = Homg (N, M) x Homg (L, M).
b) Homg (M, N x L) = Homg (M, N) x Homg (M, L).

Exercicio 26.

Seja R um anel comutativo e F um modulo livre de posto finito. Mostre o seguinte isomorfismo dos
R-modulos Homg (F,R) = F.

Exercicio 27.

Seja R um anel comutativo e seja F um modulo livre de posto n. Mostre que Homg (F,M) = M x---xM
(n vezes). [Dica: Use Exercicios 15 e 26].



Exercicio 28.

Para todo ideal I de M seja IM definido como em Exercicio 4. Sejam Jy, ..., Jx os ideais em R. Mostre
que a aplicacdo

M — M/J1M x ... M/JxM
m— (m+ 1M, ..., m+ JiM),

€ um homomorfismo dos R-modulos com nicleo JyM N --- N JiyM.

Exercicio 29.
Em notacdo do Exercicio acima, suponha que os ideais Ji, ..., Jx sd@o comaximais (i.e., J1 + J;m = R, se
1 # m). Mostre que

M/(J1 -+ M = M/JIM x - x M/JiM.

[Dica: Segue a prova do Teorema Chinés do Resto para anéis].

Exercicio 30.
Sejam M um Z-modulo Z X Z x ...,e R = Endg(M). Define @1, @2 € R pelo

@1(01,(12,(13,...) = ((11,(13,(15,...)

@2(a17a27a37---) = (a23a4aa67"')

(a) Mostre que {@1, @2} é base livre do R-modulo R.

(b) Use (a) para provar que R = R2.



