Lista 1

Axiomatica de Z.

1. Dado um inteiro a, chamamos de valor absoluto de a o numero inteiro designado por |a| e definido
por
a, sea >0
ol = —a, sea <0 °
Sejam a e b. Provar que
a) la| = 0;
b) |a| = 0 se, e somente se, a = 0;
¢) —lal <a<lal;
d) |ab| = lal[b];
e) |a+ b <la| +[bf;
B flaf = [b]] < la = b].
2. Prove que o conjunto S = {m € Z | 7 < m < 8} é vazio.

3. Um elemento a € 7Z é dito inversivel se existir em elemento a’ € 7Z tal que aa’ = 1. Mostrar que os
unicos elementos inversiveis de Z s@ao 1 e —1.

Inducao Finita.

4. Prove que se vale o Principio da Indug¢do Finita, entdo vale o Principio da Boa Ordem.
5. Prove que se vale o Principio da Inducgdo Finita (2-da forma), entdo vale o Principio da Boa Ordem.

6. Prove por inducdo que
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a) 12—|—22—|-..._|_n2:n( n+6)(n+ )7

n(n+ 1)
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c) n® + 2n é sempre divisivel por 3;

d) (14+h)" > 14 nhondeh > 0estd fixadoen > 0.

Vn > 1,

2
b) 13+23+---+n3:< ) , Vn > 1

7. Sejam a e r dois nimeros inteiros a; = a,as = a+r,a3 =a+2r,...,a, = a+ (n—1)r,... édita
uma progressao aritmética de razao r. Prove, utilizando o principio de inducao finita, que a soma dos
n primeiros termos de uma progressao aritmética é dada por:

n(2a+ (n—1)r)
5 :

a+(a+r)+-+(a+(n—1)r) =



8. Considere a seguinte sequencia de somas
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e seja P(n) a soma

Determine uma expressio para P(n) e, em seguida, utilizando o Principio da Inducéo Finita, prove a

sua validade para n > 2.

. Prove que se n > 3, entdo a soma dos angulos internos de um poligono regular de n-lados é

. Sabe-se que a forma trigonométrica do nimero complexo z = a + bi é dada por

onde 6 = arg z, p = |z| = va? + b%. Prove, utilizando o Principio de Indu¢fo Finita, a férmula de
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z = p(cosf + isin ),

De Moivre, isto é, se z = p(cos # + isin f) entdo

2" = p"(cos(nf) + isin(nd)),

. Sejaa # 0 € Z e m € N. Definimos potencia ndo negativa de a do seguinte modo:

=1a'=a, ad"=a

Prove que
a) a™-a =am™tm, Vm,n € N;
b) (a™)" =a™", VYm,n € N.

. Prove que x — y divide ™ — y", para quaisquer inteiros x, y distintos e todo n > 1.

. Para todo inteiro n > 1, prove que

a)

1—=2x

x’l’b

:1+x+x2++xn—1+ .

1—2x’
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a,

n € N.

se m > 1;

b) 14+2+22+4 ... 4271 =27 _ 1 (Dica: use o item anterior).

n
k) =0; b

. Seja n um inteiro positivo. Mostre que
o S
k=0

. Prove por indugio finita que

a) 1l-114+2-2l+---4+n-nl=Mn+1)! -1,

1 1
b) —=+ o+t
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para todo inteiro positivo n.
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