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1 Matriz de uma transformacao linear

Exercicio 1.
Determine a matriz associada, na base canonica e na base B = {(1,1), (1,0)}, a transformago linear 7.

@ T(z,y) = (2z,y)

(b) T(z,y) = (—y,x)

© T(r,y) = 2z +y,x —y)

d) T(z,y) = (z,y + )

(e) T(z,y) = (0,0)

() T(z,y) = (3z — 4y, 2z — 52)
(@ T(x,y) = (y — 2z, )

Solucao 1.

Exercicio 2.
Determine a matriz [T]Z associada a transformagdo linear 7' : R? — R3 dada pelo

T(z,y) = 2z +y,3z —y,—y),
se B ={(1,0),(1,1)}, C = {(0,1,0),(1,1,1),(1,1,0)}.
Solucao 2.
2 Autovalores, autovetores e polinomio caracteristico

Exercicio 3.
Em cada item abaixo encontre os autovalores por inspe¢ao:

@ |3
Chiad
[ —1/3 0 0
(c) 0 1 0
0 0 1/2



Solucao 3.
(@) be—1

(b) 3+ /53
(c) 1,—1/3e1/2.

Exercicio 4.
Encontre os autovalores € os autovetores operador 7' do R? dado por T'(z,y) = (z +y,z — ).

Solucao 4.

Temos py(T') = A2 — 2, assim A\, = v/2, \, = —/2 sdo autovalores e 1; = (1+ V2, leuy=(1— V2, 1)
sdo autovetores correspondentes.

Exercicio 5.

Sejam A e B matrizes triangulares com a mesma diagonal principal a; = b;, ¢ = 1,2, ..., n. Prove que
pA(A) = pa(B).

Solucao 5.
Neste caso € facil ver que os polinomios caracteristicos s30 py(A) = pA(B) = (A — a11) ... (A — app)-

Exercicio 6.

Seja T : R* — R? o operador linear com autovetores v; = (1, —1), v, = (1, 1) correspondendo respectiva-
mente aos autovalores \; = 3, A = 2. Sejav = (5,1). Calcule 7%°(v).

Solucao 6.
Temos que em base candnica a matrix da 7' tem forma

11\ /L oy/1 1\
— 2
M= (4 1) (6 2) (41)
11\ 1(1 -1
-1 1) 2\ 1
o\ 1 /1 =1\ (5\ _ [ &+3-2
2\1 1/)\1) \—5+3-2)"

Seja A uma matriz invertivel. Se A € autovalor de A, mostre que A # 0 e que % # 0 é autovalor A~L.
Mostre que todo autovalor 2 de A~! tem a forma i = 3, onde ) € algum autovalor de A.

Assim temos

(T")can(5, 1)
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o

Exercicio 7.

1
)\ 9
Solucao 7.

Se ) é autovalor do T" assim existe um vetor coluna ndo-nulo u tal que A(u) = Au. Assim A~'(\u) = w,
ou equivalente A~!(u) = A"'u e A7! € autovalor da A.

Exercicio 8.
Achar os autovalores e os autovetores de operador linear 7' do R? dado por:

a) T(1,0,0) = (2,0,0), 7(0,1,0) = (2,1,2) e T(0,0,1) = (3,2,1);
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b) T(1,0,0) = (0,0,0), T(0,1,0) = (0,0,0) e T(0,0,1) = (5,—1,2).

Solucao 8.
a) )\1 = 3, )\2 = 2, )\3 =—1.E Uy = (5, 1, 1), U9y = (1,0,0), Uus = (—17 —3,3).

b) /\1 = 5, )\2 = 0, )\3 = 0. E’LL1 = (5, —1,2>, Ug = (170,0), Uz = (0, 1,0)

3 Diagonalizacao

Exercicio 9.
Sendo B = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} e C = {(0,1,0),(1,1,0),(1,0,1)} bases de R3. Considere a
transformac@o linear 7' : R? — R3 dada por

M= -1 1 -1
0 0 -1

Encontre os autovetores e autovalores 7'. Verifique se 1" diagonalizavel.

Solucao 9.
A matriz de T" em base candnica tem forma

(Tean=| -2 1 0

Temos que A; = 3, A\ = —1, A\3 = —1 s@o autovaloresde Ae u; = (—1,1,0), us = (0,0,1), ug = (1,1,0)
sdo autovetores correspondentes. 7" tem trés autovalores A = 0, 2, —2 e multiplicidades algebricas deles sdo
iguais a multiplicidades geometricas assim 7' € diagonalizavel.

Exercicio 10.

Mostre que A = ( (1) i > ndo € diagonalizavel a menos que ¢ = 0.
Solucao 10.

pa(A) = (1 — X)% Assim temos A = 1 é autovalor com multiplicidade algebrica 2. Agora facil ver que seu
multiplicidade geometrica, isto é dim V;, € 2 se e s6 se ¢ # 0.

Exercicio 11.
Considere a matriz real

I

Il
S O
oo o
—_ O =

Determine todos os valores de a, b e ¢ para os quais A é diagonalizavel.



Solucao 11.
Temos py(A) = (a — A)(c — A)(1 — A). Assim A tem autovalores A\; = 1, Ay = a, \3 = c.

Em caso a # ¢ # 1 claro que A € diagonalizavel para qualquer b.

Em caso a = ¢ = 1 temos que A ndo é diagonalizavel para qualquer b, pois multiplicagdo algebrica de
A=1é3 masdimV; = 2.

Em caso a = 1,c¢ # 1 temos que A ndo é diagonalizavel para qualquer b, pois multiplicagdo algebrica de
A =1¢é2edimV; = 1 para qualquer b.

Em caso a # 1,c = 1 temos que A é diagonalizavel para qualquer b, pois multiplicacio algebricade \ = 1
¢ 2 e dim V; = 2 para qualquer b.

Exercicio 12.

Seja T : R* — R* uma transformagdo linear com polindmio caracteristico denotado pz()). Verifique se T
€ diagonalizavel em cada um dos seguintes casos:

a) pT(A) = )\4 —1

b) pr(\) = A3 (A + 1) e dimKer(T) = 2.

¢) pr(A) = N3(\2 — 4) e dim Ker(T) = 2.
Solucao 12.

a) Nio, pois pr(\) = A* — 1 possui os raizes complexas.
b) Nao, pois multiplicidade algebrica de A = 0 é 2 e multiplicidade geometrica de A = 0 ¢ 3.

¢) Sim. 7 tem trés autovalores A = 0,2, —2 e multiplicidades algebricas deles sdo iguais a multiplici-
dades geometricas.

Exercicio 13.

Considere a matriz
1

11
A=11 1 -1
1 1 1
Calcule A®. Encontre matrizes D e S tais que D € diagonal e S~ AS = D.

Solucao 13.
Temos que A\; = 2, \y = 1, A3 = 0 sdo autovalores de A e u; = (1,0,1), us = (1,—1,1), ug = (—1,1,0)
sd0 autovetores correspondentes. Assim A escreva-se como A = S - diag{2,1,0} - S~* com

1 1 -1
S=10 -1 1
1 1 0
Portanto temos
1 1 -1 2200 0 1 1 0
A =10 -1 1 0 1% o0 -1 -1 1
1 1 0 0o 0 0% -1 0 1



Exercicio 14.

Em cada caso, encontre o polindmio caracteristico, autovalores e autovetores e, se possivel, encontre uma
matriz invertivel S tal que S~'AS é diagonal

7 0 5 7 4 —16
a) A= 0 5 0 . b)A=1| 2 5 -8

-4 0 -2 2 2 -5
Solucao 14.

a). Autovalores \; = 5, Ao = 3, A3 = 2, autovetores correspondentes u; = (0,1,0), us = (—5,0,4),
uz = (—1,0,1). Assim A escreva-se como A = S - diag{—5,0,4} - S~! com

0 -5 -1
S=11 0 0
0 4 1

b). Autovalores \; = 3, Ay = 3, A3 = 1, autovetores correspondentes u; = (4,0,1), uy = (—1,1,0),
uz = (2,1,1). Assim A escreva-se como A = S - diag{—5,0,4} - S~! com

4 -1 2
S=10 1 1
1 0 1

Exercicio 15.
Seja A o operador linear cuja matriz com respeito a base candnica é

2 2 0
A=\ 2 -1 0
0 0 2

Encontre os autovalores de A e além disso encontre uma base ortogonal de R? de forma que a matriz A seja
diagonal. Por ultimo encontre uma matriz M tal que M ! = M* e M'AM é a matriz diagonal.

Solucao 15.

Autovalores \; = 3, Ay = —2, A\3 = 2, autovetores correspondentes u; = (2,1,0), us = (—1,2,0),
uz = (0,0,1). Os autovetores uy, us, uz formam uma base ortogonal em R?, nesta base a matrix da A é
(A)p = diag{3, —2,2}. Tomando matriz M como

M =

oSS
S

Temos que M~! = M'e M'AM = diag{3, —2,2}.
Exercicio 16.
Encontre a formula geral para os nimeros:
a) Ly=2,L,=1,L, = L,_1 + L,,_o — Numeros de Lucas.
b) Jo=11=2,J,=2J,_1+3J,0.
o) 1y=0T=1,1,=2,1,=1T,_1 +T1,_o+1,_3 — Nimeros de Tribonacci.



Solucao 16.

a). Autovalores A\; = 4(1 +/3), Ay = 4(1 — v/3), A3 = —2, autovetores correspondentes u; = (4(1 +
V3),4 —4v3,-2), us = (4(1 +v3), —4(v/3 — 1), =2), us = (—1,0,3). 1, uy, us sdo Li. assim eles
formam uma base em R®. Mas eles ndo sdo ortogonais.

Exercicio 17.
Seja

Mostre que

(a) A é diagonalizavel se (a — d)? + 4bc > 0.

(b) A ndo é diagonalizdvel se (a — d)? + 4bc < 0.

Solucao 17.

a(A) = (A—a)(A—d)—be
= N —a\—d\+ad—bc
= M+ (—a—d))+ (ad — be).

A solugio de p)(A) tem multp. 2 se, e somente se,

(—a—d)? —4(ad —bc) >0 =
a® + d® + 2ad — 4ad — 4bc > 0 <
a’> —2ad+ d* —4bc >0 <

(a —d)? + 4bc > 0. (1)

Portanto, A € diagonalizavel se e somente se vale (a).



