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1 Espacos com produto interno

Exercicio 1.
Consideremos o espago euclidiano R2. Sendo u = (1,2) e v = (—1, 1) em R? determine um vetor w desse
espaco tal que (u,w) = —1e (u,v) = —1.

Solucao 1.
Consideremos w = (z,y) tal que (u, w) = —1le (v,w) = —1
r+2y=—-1
—r+y=-1
portanto z = g e y = —3.
4={u—vu—v)={uu) — (u,v) — (v,u) + (v,0) =1 —2{u,v) + 1
Portanto
(u,v) = —1
Exercicio 2.
Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano tais que ||v|| = 1, |ju]| = 1 e ||u — v|| = 2. Determinar (u, v).
Solucao 2.
4= (u—v,u—v)=(uu) —(u,v)y — (v,u) + (v,v) =1 —2(u,v) + 1
Portanto
(u,v) = —1
Exercicio 3.
Num espago vetorial euclidiano provar que ||[u|| = ||v|| < (u + v,u — v) = 0.

Solucao 3.
Observe que

(u+v,u—v) = (u,u) — (u,v) + (v,u) — (v,v) = (u,u) — (u,v) + (u,v) — (v,v) = (u,u) — (v,v)



Exercicio 4.
Sejam u = (1, 22) € v = (y1,yo) vetores em R2. Para que valores de ¢ € R a fungio (u, v) = 11 + txays
¢ um produto interno sobre R?.
Solucao 4.
Exercicio 5.
Sejam u = (1, 72) € v = (y1,y2) vetores em R2. Mostrar que (u,v) = z1y; — 221Y2 — 2T2y1 + HT2ys
define um produto interno sobre R?. Determinar a norma de u = (1, 2) em relagdo ao produto interno usual
e também em relacdo ao produto definido nesse exercicio.
Solucao 5.
o (1,y) = 11y1 — 221Y2 — 2T2y1 + 5T2Y>
Y, ) = Y171 — 25172 — 2271 + 5YaTs

r+y,z) = (v1+ 1)z — 2(x1 + Y1) 22 — 2(x2 + y2)21 + 5(T2 + y2) 20
r+y,z2) = (r,2) +(y,2)

az,y) = ar1y; — 2ax1Ys — 2Ty + Saxays = (T, Y)

T, 1) = 1101 — 22109 — 2291 + HTowy = T3 + Hxd > 0

(
{
{
{
(
{

r,x)y=02=0

Com produto interno usual temos ||u|| = /(u,u) = v/5 e em relagio ao produto definido no exercio
temos (z,z) = 1+ 5(4) =21

Exercicio 6.

Sendo V' = M,(R), mostre que (A, B) = trago(B'A) define um produto interno sobre V. Calcule

(A, B, | Al IB] se
e[ e l2e)
Soluciio 6.
R
4] =m:\/rr([§) ]2 1)) - vs

v o (5 ) -

Exercicio 7.

Em cada um dos itens abaixo determinar d(u, v).

a) V = R*, com o produto interno usual, v = (1,1,1,1),v = (0,0, 1, 1).

b) V = P(R), com o produto interno usual, u = 1 +¢, v = 3¢ + 3t2.



¢) V = M,(R), com produto interno (A, B) = tragco(A'B),

(12 (12
“=\4 5 "Z\lo o)
Solucao 7.

Lo d(u,v) = |lu—v|]| = /{u—v,u—v) =2

2. d(u,v) = lu—v| =1 -1t -3 = \/fol (1—1t— 3t2)2dt =z

0O 0 2
3. d(u,v) = ||ju —v|| = 4 5 5
-1 -1 -1

04 —1 0 0 2
d(u,v) = tr((() 5 1) (4 5 5))@
25 -1/ \-1 -1 -1

Exercicio 8.

Sejam (u,v) o produto interno euclidiano em R? gerado por ( ? 1 ) eu=(2,1),v=(-11),w =

(0, —1). calcule as expressdes dadas:

@ (u,v)

(b) (v, w)

(©) (u+v,w)

(d) [v]]

(e) d(v,w)

® [[v—wl]?
Solugdo 8.

(@) -5

() 1

(c) -7

@ 1

(e 1

1



Exercicio 9.
Sejam (u, v) o produto interno usual em R? e u = (3, —2), v = (4,5), w = (—1,6). Verifique as expressdes
dadas

@) (u,v) = (v,u)

(b) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

©) (u,v+w) = (u,v) + (u,w)
(

Solucao 9.
Todas essas propriedades seguem diretamente da definicdo de produto interno.

Exercicio 10.
Mostre que vale a identidade dada com vetores de qualquer espaco com produto interno

[l + ol + [ = v * = 2{[ul]* + 2[[v]]*

Solucao 10.

Exercicio 11.
Consideremos em P»(IR) o produto interno dado por

- / f(Dg(t)dt

Nessas condigdes, para que valor de m temos que f(t) = mt? — 1 é ortogonal a g(t) = ¢?

Solucao 11.
Basta solucionar a equacgdo
(mt* —1,t) =0
i.e. 3 15
S m=0
2 4"

Exercicio 12.
Consideremos em P»(IR) o produto interno dado por

- / f(Dg(t)dt

Nessas condi¢des, para que valor de m temos que f(t) = mt? — 1 é ortogonal a g(t) = t?



Solucao 12.
Basta solucionar a equacgdo

i.e.

Exercicio 13.
Verifique que os vetores

(SN

a%)o)v U3:(Oa071)

-3 4
U1 = (?7570)7 1}2:(

formam uma base ortonormal de R* como o produto interno euclidiano. Depois, em cada parte, expresse 0
vetor dado como uma combinagdo linear de

(a) (17 _17 2)

Solucao 13.
(a) —7/5v1 + 1/5v9 + 2v3

(b) —37/50, — 9/5vs + 4vy
(c) =3/Tvy — 1/Tvy +5/Tvs

2 Algoritmo de Gram-Schmidt

Exercicio 14.
Determinar a proje¢do ortogonal do vetor (1,1,0, —1) € R* sobre o subespago

W =A{(z,y,z,t) |z —y—2=0,z—2t = 0}.

Solucao 14.
Observar que W = [(1, 0,1 1) , (0, 1, -1, —%)} usemos o processo Gram-Schmidt para achar uma base

'3
1
wi=(1,0,1,5

{wy, wy} ortogonal de W. Assim
-1 -1 1
oy — (0717_17_1> (0,1, -1, : 3. (1,0, 11,2)> (1707171>
2) "o, (0.1 ) 2

1\ —5/4 1 5 4 2
= 1., -1, —= )] —-———(1,01.-)]=(=.1,——, —=
W2 (07 ) ) 2) 9/4 ( 707 72> (97 ) 97 9)

5




Portanto, se u = (1,1,0,—1),

o ((1,1,0,-1), (1,01, 3)) 1 ((11,0,-1), (31,4, -2)) (5 4 2
i) = (Gt o ) (0 2) a5 G ) (00 )

’ 9

, -1/2 1\ | 16/9 4 2 26 8 46 23
= 1,0,1 lL,—— -2 )=(=,2,——, -=
pl’O]W(U) 9/4 ( ) 72> 14/9 ( ) Ly 97 9> 77 )

Exercicio 15.

Determinar a projecdo ortogonal de f(t) = 2t — 1 € P»(R) sobre o sub-espaco U = [t], em relagdo ao
produto interno usual.

Solucao 15.

' C@t-1t, @1 5
projy (f(t)) = {t, 1) t= fol 124t b= 2t

Exercicio 16.
Determinar a proje¢do ortogonal de u = (1,1) sobre o sub-espago V' = [(1, 3)] do R2.

Solucao 16.

(I
prO]V(U) - <(1 3)

Exercicio 17.

_ 101 110 _ x Yy o .
SendoV—Mg(]R)eA—[1 1}, B—[O 0}.SeW—{{Z t} |z +y z—O},determme

uma base ortonormal para V.

Solucao 17.

0 of (1 0] [0 1 L
Observemos que W = 0o 11711 ol*11 of| Para calcular usemos o processo de Ortogonalizacao de
Gram-Schmidt, logo a base ortonormal é {wy, ws, w3}, onde

—r
ol (BB DB -1

_ _ 0] 1/v/2 0
w2_\lwzH_H[1 H' [mf o]

- 1 DG -
ANEE

=

[ V)

| — |

—_ =
(e}

—_
oS O

[l

|
{1/2 0 /2 0|
{ 1/2 1]
_oawy 1200 :_%\%
e
1/2 0
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Exercicio 18.
Ortonormalizar a base u; = (1,1,1), ups = (1,—1,1), u3 = (—1,0,1) do R? pelo processo de Gram-
Schmidt.

Solucao 18.
A base é {w, wy, w3}, onde
w4,
Ul T B
s = s — (ug, wi) wr = (1,—1,1) — %(1, 1,1) = (2/3,—4/3,2/3).
wp = 02 @YY Ly,
[k 2v/6/3 V6
W3 = ug — (ug, wy) wy — (uz, we) we = (—1,0,1)
@y —1,0,1)
B el T VR

Exercicio 19.
Em P(R) com o produto interno usual, ortonormalizar a base {1,1 + ¢,2¢*}. Achar o complemento
orthogonal do subespago W = [5,1 + ¢].

Solucao 19.
A base ortonormal é {w, wo, w3}, onde
w1:1
- 3 1
w2:1+t—<1+t,1>-1:1+t—§:—§+t_
~ 1
w9 t—§ 1
Wy = — — :2\/§(t__)
[@af |1t = 5]l 2
1 1 3 1/6 [ 1
De =22 — (22 1) 1 — {282, —— -tV [ - wrt) =22 -2 - L (2 ¢
s (25 1) <’2+><2+) > 1\ 2"
1 -
Wy = —= — 2+ 22wy =
2 [ s

Para o W+, consideremos p(t) = a + bt + ct? tal que

logo
) 5
Zha e =
5a—|—2 —|—3c 0
3 ) 7
e b4 — =
2a—|—6 +12c 0
assim
2
b= —30¢, c= —4a
portanto

W ={p(t)=a+0bt+ct* : (p(t),5) =0, (p(t),1+t) =0}



WL:{p(t):a—i-bt—l—CtQ : b:—ga, ¢ = —4a, GGR}

2
Wt = {1 —=t— 4t2]
3
Exercicio 20.
Mostre que {1, cos(x), cos(2z), cos(3z), . .. } € um conjunto ortogonal em C'[0, 7] usando o produto interno

(f,9) = [y [(@)g(x)du.

Solucao 20.
Claramente

/ cos(nx)dx =0

0

usando a identidade

cos((n +m)x) + cos((n —m)x)
2

cos(nx) cos(mzx) =

Temos paran # m

/O7r cos(nx) cos(mx)dx = /07r cos((n +m)z) —; cos((n = m)x>dx =0




