Lista 8. Gabaritos

Operadores auto-adjuntos.

1. Temos (A + A")! = A'+ A= A+ A’ assim A + A’ é simetrica.
Temos (AA")! = (A")' A" = AA" assim AA" é simetrica.

2. a) \y = =7, \y = 1 — autovalores. u; = (—1,1), as = (1, 1) sdo autovetores correspondentes.
Ortonormalizando deles obtemos u; = (—1/v/2,1/v/2), uy = (1/4/2,1/4/2) — uma base
ortonormal de autovetores de A em R

b) Ay = 2, Ay = 1, A3 = 0 — autovalores. u; = (1,0,1), us = (0,1,0), a3 = (—1,0,1) sdo
autovetores correspondentes. Ortonormalizando deles obtemos u; = (1/v/2,0,1/v/2), uy =
(0,1/4/2,0), uz = (—1/+/2,0,1/+/2) — uma base ortonormal de autovetores de A em R?,

c) Ay = 6, Ay = —4, \3 = 1 — autovalores. 4; = (5,4,3), Us = (—5,4,3), 43 = (0,3,4)
sdo autovetores correspondentes. Ortonormalizando deles obtemos u; = (\/%TO, \%’To’ \/%To)’ Uy =

uz = (0, —2, %) — uma base ortonormal de autovetores de A em R?,

(——== 4 i)
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3. E facil ver que A(1,0,0) = 5(5,—1,—1)+ ( 1, 5 )_g( : 5) :( ),A( ,1,0) —
5(—=1,-1,5) = (=1,1,1). Assim matriz do A tem forma
1 1 -1
(Aean=|( 1 -1 1
-1 1 1

Essa matriz € simetrica assim A é autoadjunto.
4. Seja matriz da A em base canonica dado por

11 daiz2 A3
(A)can = | G12 ag2 23
@13 Aag23 G33

Assim temos que

( a1 +age+asz = 5
2&11 — Q12 — 2&13 = 1
2a19 — agy — 2a23 = —2
2CL13 — a23 — 2@33 = 12

3(111 — 6@12 — 6&13 = 3
3@12 — 6a22 — 6&23 = 21
L 3&13 — 6(1,23 — 6&33 = 33
Resolvendo o sistema obtemos
3 -3 4
A can — -3 2 -
(4) g 1 2
3 3

5. Se A é autoadjunto e u € Ker(A), v € Im(A) assim temos que
(u,v) = (u, A(w)) = (A(u), w) = (0,w) =0,

ou seja u, v sdo ortogonais € Ker(A4) = Im(A)+. Agora se A*(v) = 0 e k > 1 assim A*1(v) €
Ker(A) por outra lado é claro que A*~!(v) € Ker(A) assim A*~!(v) = 0. Pelo indugdo temos que
A(v) = 0.



6. Para qualquerem dois vetores v, u € V' temos

(u,v) = %((u—l—’u,u—l— v) — (u,u) — (v, v))

Assim

Ou seja A = B.

7. Autovalores de A sdo A\; = 3 e Ay = 1. Eles sdo positivos, assim A é positiva. Autovetores corre-
spondentes sdo u; = (1,1) e us = (—1, 1). Assim temos

A<D W0 ) =0 )

8. Seja B =1+ (v/a+ 1—1)P. Claro que B é positivo (pois I e (v/a + 1 — 1) P sdo positivos. Agora
temos que

B*=(I+Wa+1-1)P)(I+(Va+1-1)P) =I+2(Va+1-1)+(a+1-1)’P =I+aP

Assim B é raiz quadrada de [ 4+ aP.

Conicas

1. (a) Como 4 > /7, entdo os focos sdo (£c,0), onde ¢*> = 16 — 7 = 9 e sua excentricidade é

—c_3
6—4—4.

(b) Similarmente, como 5 > /21, entdo os focos sdo (+2,0) e sua excentricidade é ¢ = %
(c) Como /6 < +/15, entdo os focos sdo (0, 4c), onde ¢ = 15 — 6 = 9 e sua excentricidade é
_ 3
€ = \/—1—5
V5

(d) Similarmente, como 2 < 3, entdo os focos sio (0, £+/5) e sua excentricidade é ¢ = 3

2. Como 5 > 2, entdo os focos sdo (£+/21,0), e portanto o tridngulo formado pelos focos e o ponto
(0,4) tem altura h = 4 e base b = 21/21, assim

Ax = 4V/21.

3. (a) Quando x = 0, temos a elipse
2 22
—+—=—=1
4 + 9
Quando y = 0, temos a pardbola
2
x—%:1:>z2:9:1:.

Quando z = 0, temos a parabola



(b) Observe que ¢ uma parébola aberta a direita com foco (2,0), directriz z = 2 e vértice V (0, 0).
4. (a) A excentricidade € € = 3, onde c? =4+ 1 =5 e as assintotas sdo y = i%x
(b) A excentricidade é ¢ = /5 e as assintotas sdo Yy = j:%x

(c) A excentricidade é € = 715 e as assintotas sdo
3

5. (a) Calculando o discriminante de 2zy + 3z — y + 1 = 0, temos

3
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0 —
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2

A = det
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e como 6 = —1 < 0, entdo curva é uma hipérbole.

(b) O discriminante de 422 — 24y + 11y + 562 — 58y + 95 = 0 €

4  —12 28
A=det | —-12 11 =29 | = —-2000# 0
28 =29 95

e como § = 4(11) — (—12)% < 0, entdo a curva é uma hipérbole

(c) O discrimante é

6 -2 =2
A=det -2 9 —16]| =-2000<0
-2 —-16 —6

e como § = 6(9) — (—2)? > 0, entdo é uma elipse

(d) O discrimante é
16 —17 -2

2
A=det|-17 9 =] <0
S A b
2 2

e como § = 16(9) — (—17)? < 0, entdo é uma hipérbole.

(e) O discrimante é

4 —-10 2
A=det | -10 25 5| =0
2 -5 1

e como § = 4(25) — (—10)? = 0, entdo sdo duas retas paralelas ou coincidentes.

(f) O discrimante é

1 L _1
2 2 1
A=det| 2 1 0 =5>0
-5 0 1

e como § = 1(1) — (—1)? # 0, entdo é uma pardbola.

6. (a) Como acurva é 22 4 4xy — 2y? = 6, entdo consideremos a rotagio de eixos ), onde

4
tan20 = ——
1+2



2tan6 B 4
1 —tan?6 3
2tan®f + 3tanf —2 =0

1
tanf = -2, —
2
adotando a solug@o positiva tan § = %, temos
2 2 5
sec”f = 1+ tan 6:1
V5
sec = —

Assim

y:—x +_

Substituindo na equagdo dada temos

(%x/ _ \/?Sy,> +4 (?1’/ _ ?y’) (ﬁx' + %y) -2 (ﬁml + %y,) =6

5 5 5 5 5
e assim
4 12 4// ]' 12 8 12 16 /! 4// 8 12 2 12 8 ! ! 8 12
22 - 2 2 — Sy — 2y — 2 2y — 2% = 6
57 TETY TRV TET TV TtV Y T TV T
2¢"% —3y? =6
/2 /2
Y
2

(b) Similar ao item anterior

(c) Observe que nos itens anteriores tomamos las equagdes de rotacdo de eixos, neste item antes de
fazer isso, primeiro tomamos las equacdes de translacdo de eixos.

(a) Como § = \? — 1 e o discrimimante é

A -1 -1
A=det[-1 X 1 | =3 2-22-1=0BA+D(A-1)
-1 1 3
entio temos que a equacao
o Vazia<= > 0e A>0<= A e R—[-1,1]

4



Hipérbole <=6 < 0e A #0 <= X e (—1,1) — {—3}
Duas retas concorrentes <= 6 < 0e A =0 <= \ = —
Pardbola <= ) =0e A #0 <= A= —1

Duas retas paralelas ou coincidentes <= =0e A =0<= A =1

1
3

(b) Como 6 = X\ — 1 e o discrimimante é

A=det| -1 X 0 | =-5A+4

entdo temos que a equagdo determina

Elipse <=0 >0e A<0<= A >1

Hipérbole <=6 < 0e A # 0 <= X € (—o0,1) — {3}
4
5

Duas retas concorrentes <= § < 0e A =0 )\ =
Pardbola <= =0e A #0<= A =1



