Lista 6. Gabatitos

Espacos com produto interno

1. Consideremos w = (x,y) tal que (u,w) = —1le (v,w) = —1
T+ 2y=—-1
—r+y=-1

[SSI] )

portanto r = 3 ey = —

4= (u—v,u—v)=(uu) —(u,v) — (v,u) + (v,0) =1 -2 (u,v) + 1
Portanto
(u,vy = —1
3. Observe que
(u+v,u—v) = (u,u) — (u,v) + (v, u) — (v,v) = (u,u) — (u,v) + (u,v) — (v,v) = (u, u) — (v,v)

4. o (x,y) = T1y1 — 21y — 2T2y1 + STy
(Y, ) = y171 — 25172 — 20071 + Sy
(T +y,2) = (21 +y1)21 — 2(21 + y1)22 — 2(72 + y2) 21 + 5(2 + Y2) 22
(x+y,2) =(2,2) + (y,2)
(az
(

azx,y) = ariys — 2ax1Ys — 20X2y; + SaTays = o <xa y>

T,T) = 117, — 22109 — 23901 + 5x9xo = T3 + 53 > 0

(r,2) =0 2=0
Com produto interno usual temos ||u|| = 1/(u,u) = v/5 e em relagdo ao produto definido no
exercio temos (z,z) =1+ 5(4) = 21

5. (@ d(u,v) =|lu—v|| =+ ({u—v,u—2v) =

(b) d(u,v) = [l — vl = |1 = 1t = 362|| = \/ fi (1= 3¢ — 3¢2) "t = 2

0O 0 2
©) d(u,v) = ||lu—v|| = 4 5 5
-1 -1 -1
0 4 -1 0O 0 2
dlu,v)= |tr| [0 5 —1 4 5 5 =73
2 5 —1 -1 -1 -1
6. S = [t* — 1,t — 1], logo usando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt temos a base
ortogonal é {w,, ws}, onde
w, = t—1
2 —1 5/12 23 25
wpmtto1 - Zbw), e g 2 gy 28,025
(w1, wy) 1/3() 2 2
Como por teorema P»(R) = S @ S+, entdo S+ = [1], portanto para qualquer p(t) = ag + ait + ast>

temos que p = p; + po, onde
P1 = GQ(tZ — 1) + a1<t — 1)

P2 = az + a1 + agp



. Considere a fungdo f(t) = ||u + tv||, parat € R, i.e,

F) = (v, 0) 2 +2 (u,0) t + (u,u)
logo
(v,0) 1 + (u,v)
Vv, 0) 242 (u,v) t + (u, u)
disso temos que o vetor de menor norma € quando

f'(t) =

. Observar que se for um produto interno, entdo (u,u) > 0 para qualquer u # 0, em particular para
(0,1), logo

<(0= 1)7 (O7 1)> =t>0

e se t > 0 claramente € produto interno.

. <A,B>=zr([(1] 8] [(1) ﬂ):o

- o B ) -

o (3 ) -

Observemos que W = Hg (1)} , E 8} , [(1) (1)} } , para calcular usemos o processo de Ortogonali-

zagdo de Gram-Schmidt, logo a base ortonormal é {w;, ws, w3}, onde

w=fo ]
s KRR
- o][m )

s HE 8] 1/v2 0

o= [0 o] 0ol B s o -0 ol B ) Bz 6] -

|
{ o - La ol = [ o]

Wy =

{ 1/2 1] o
3= T 'H 11//22 é”’ B [ NG 0] :



10. Basta solucionar a equagdo

(mt* —1,t) =
Le.

3 15

- — —m =

2 4

11. Abase é {w,wy, w3}, onde
Uy (17 17 1)
wl —_= =

luall V3

By = s — (g, wi) wy = (1,—1,1) — %(1, 1,1) = (2/3,—4/3,2/3).

@y (2/3,-4/3,2/3) 1

R T R - R
W3 = ug — (ug, wy) wy — (us, we) we = (—1,0,1)
Wy —1,0,1)
T w T Ve

12. proji (u) wu,g) - %(1,3)

(1,3),(1,3))
_ @1t fy@ = 5
13. prOJU(f(tD - <t,t> t= fol 12dt t= 2t

14. A base ortonormal é {wy, wy, w3}, onde
wy = 1

- 3 1
w2:1+t—<1+t,1>-1:1+t—§:—§+t.

~ 1
Wa -3 1
Wy = w0 = = 2\/§(t - -)
ldofl — 1t =1 >
1 1 3 1/6
s =20 1) 1 <2t2’ 2 +t> <_§ - t) =g 1//12' (_
1 ~
w3:_—_2t+2t2. 'Z,U3: /Li)3
2 [|0s]]

Para o W+, consideremos p(t) = a + bt + ct® tal que
(p(t),5) =0

<p(t), 1+ t> =0

logo
) )
b4+ Ze=
oa + 5 + 36 0
3 ) 7
5@ + gb + EC =0
assim
2
b=——a, c=—4a
3
portanto

W ={p(t)=a+0bt+ct* : (p(t),5) =0, (p(t),1+t) =0}



15.

16.

17.

WL:{p(t):a—i-bt—i-CtQ : b:—ga, ¢ = —4a, GER}

(L,

Observar que W =

2
Wt =1|1-—=t— 44
]

1,0,1 l) (0, 1, -1, —l)} usemos o processo Gram-Schmidt para achar uma

Y ’ 9 2

base {w;, wy} ortogonal de . Assim

1
=110,1, =
(7772>

1 0,1,-1,—5),(1,0,1, 1
Wy = (0;17_17__) - <( ) ( 2)> (]—70717_)
2 ((1,0,1,1),(1,0,1, %)) 2
1 —5/4 1 5 4 2
=(0,1,-1,—= ) ———( 1,0,1 =1, —=,—=
Wa <7 9 9 2) 9/4 < 9 72> <97 ) 97 9>
Portanto, se u = (1,1,0, —1),
projy, (u) = <(1’1’O -1, (1 0’1’2)> (1 0.1 ) < -1), (8’17_37_%»
((1,0,1,3),(1,0,1,3)) <(8 —%) 5 1=5—5)
—1/2 1 16/9 4 2 26 8 46
j =——(1,0,1, — (=L, —— =) ==, 2, -, —
projw(u) = 571 ( ’ 2> N 14/9( Ty 9) ( 37 63
Claramente -
/ cos(nzx)dx =0
0
usando a identidade
cos(n) cos(mz) = cos((n + m)x) ; cos((n —m)x)
Temos paran # m
/ cos(nx) cos(mx)dx:/ cos((n—l—m)x)—|—cos((n—m)x)dx:0
0 0 2
Claramente para que seja isometria x # y, caso contrario a matriz nem seria invertivel. Agora, se for
isometria temos que
1o\ ! 1L g\
V2 V2 V2 V2
0 0 1 =10 0 1
xT Yy z x Yy =z
portanto
_ Y2z E 1 1
ﬁﬁy = = \{5 0 =
Rl Bl IRV RL
0 1 0 0 1 =z
assim
z=0
-1
=z
y—z



18.

logo y = —z o qual contradiz a igualdade

\/Ea:_l

y—z V2

Portanto, a aplica¢io determinada pela matriz

1 1L 9
V2 V2

0 0 1
r Yy z

Nao € uma isometria.
E facil ver que 7' € isomorfismo. Por outro lado, observemos que
(T(A), T(B)) =tr (T(B)tT(A)) =tr ((Bt)tAt) =tr (BAt)
(A,B) =1tr (B'A)

E facil ver que
tr (BAt) =tr (BtA)

Portanto 1" € uma isometria.



