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CAPIiTULO 1

Espacgos Afins
1. Espacos Afins

1.1. Espacgos Afins. Seja U um conjunto nao vazio cujos elemen-
tos serao chamados de pontos. Seja V um espaco vetorial. Suponha
que esteja definida uma funcao sobrejetora:

UxU—-V
(A,B)eUxU— ABeV

Como essa funcao é sobrejetora temos que a cada vetor v em V esta
associado um par ordenado (A, B) de pontos de . Diremos entao que
v = AB ¢é o vetor determinado pelo par (A, B).

DEFINICAO 1.1. O conjunto U serd chamado de espago afim asso-
citado ao espaco vetorial V se forem verdadeiros os sequintes axiomas:
(i) Dados um ponto A em U e um vetor v em V existe um inico ponto
B em U tal que v = AB.

(i) Se v = AB e w = BC entio v+ w = AC.

Dados um ponto A em U e um vetor v em V o axioma (i) nos diz que
existe um 1nico ponto B em U tal que v = AB.

DEFINICAO 1.2. Chamamos o ponto B de soma do ponto A com o
vetor v e o denotamos por:

B=A+v
Assim B = A + v significa que v = AB.
Observacoes.

1) Fixe um ponto A em U. Se B é um ponto em U entdo AB é um
vetor do espago vetorial associado, V. Por outro lado, dado um vetor
v em V pelo axioma (i) da defini¢do de espaco afim existe um tnico
ponto B em U tal que v = AB, ou seja a funcio:

BelUd —-ABeV
5
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é bijetora. Nesse sentido o espaco afim U pode ser identificado, como
conjunto, ao espago vetorial V.

2) O espago vetorial V tem um elemento especial que é o seu vetor
nulo, 0, o qual tem a propriedade que v + 0 = v para todo vetor v em
V, enquanto que o espaco afim ¥ nao tem nenhum ponto particular
que se distinga dos outros pontos.

DEFINICAO 1.3. Se o espacgo vetorial V tiver dimensao n diremos
que U € um espaco afim de dimensao n.

EXEMPLO 1.4. Consideramos U = E3 o conjunto dos pontos do
espaco, e V.= V3 o espaco vetorial dos vetores da geometria. E> é um
espaco afim de dimensdo 3, associado a V3.

EXEMPLO 1.5. Seja & um subespaco vetorial de um espaco vetorial,
V. Entao S, como conjunto, ¢ um espaco afim associado ao espago
vetorial S.
De fato, considere a fungao:

(51,82) ESXS —s95—85 €S8

Essa funcao € sobrejetora pois dado um vetor v em S, ao par ordenado
(0,v) estd associado o vetor v.

Vamos mostrar que valem os axiomas (i) e (ii) nesse caso.

(i) Dados o ponto s1 em S e o vetor v em S, temos que o ponto sa =
s1+ v estd em S, pois S € subespaco vetorial. O ponto s = s1+v €
unico porque a fun¢ao dada associa o vetor v ao par ordenado (s, S2).
(i) Se v = s9 — 51 € W = $3 — S9, entGo v+ w = 3 — 1, dessa forma
ao par ordenado (s1,s3) estd associado o vetor v+ w como queriamos.

EXEMPLO 1.6. O conjunto solu¢ao de um sistema linear nao ho-
mogéneo compativel € um espaco afim associado ao subespago solugao
do sistema linear homogéneo associado.

De fato, considere o sistema linear:

a11r1 + ... + apx, = G
(1): 9

Qm1T1 + ...+ Amndyn = 5771

e seja
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o111+ ...+ ALy = 0
(1n) :
Q1 X1 + .. + Ty, = 0
o sistema linear homogéneo associado.

E fdcil verificar que que o conjunto solu¢io do sistema (1) pode ser
escrito na forma:

B={(bi,...,0n)+ (h1,...,hy): (h1,...,hy) € H}

em que (by,...,b,) € uma solugao particular do sistema linear nao ho-
mogéneo, (1), e H € o conjunto solu¢ao do sistema homogéneo associado
(1n), que € um subespaco vetorial de R".

Usamos esse fato para verificar que a func¢do:

(s1,82) EBXB— sy —81 €H

é sobrejetora e que valem os ariomas (i) e (ii).

A funcao € sobrejetora pois dado o vetor (hy, ..., h,) em H se consi-
derarmos os pontos sy = (by,...,b,) € sSo = (by + hy,...,b, + hy,) em
B vemos que a func¢do associa so — sy = (hi,...,hy) ao par ordenado

(s1,82). A verificacao dos axiomas (i) e (ii) fica a cargo do leitor.

TEOREMA 1.7. Seja U um espacgo afim associado ao espaco vetorial
V. Entao o vetor nulo de 'V, 0, estd associado ao par (A, A), isto é€,
AA =0, para todo ponto A de U.

Prova: Seja A um ponto em U e denotamos por x o vetor AA. Con-
sideramos um vetor qualquer,v, em V. Pelo axioma (i) da definicdo de
espaco afim existe um tnico ponto B em U tal que AB = v. Calculamos

v+v=AA+ AB = AB

pelo axioma (ii) da defini¢do de espago afim. Como AB = v é um vetor
qualquer de V concluimos que x = 0. O

Observa¢ao. Em vista do Teorema acima e do axioma (i) da defini¢ao
de espaco afim concluimos que se dois pontos A e A’ de U sao distintos
entao o vetor AA’ é nao nulo.

TEOREMA 1.8. Seja U um espacgo afim associado ao espaco vetorial
V.Se o vetor v de V, estd associado ao par de pontos (A, B) de U, isto
é, AB = v entdo ao par (B, A) estd associado o vetor —v, isto €,
A= —v.

S
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Prova: Seja y = BA entdo
y+v=BA+AB=BB=0

pelo Teorema anterior. Portanto y = —v. O

TEOREMA 1.9. Se AB = A'B’ entio AA' = BB'.
Prova: Temos, pelo axioma (ii) da defini¢cdo de espago afim, que
AB'= AB+ BB' = AA"+ A'B’
como por hipotese AB = A'B’, temos AA’ = BB'. O

Observagao. O teorema acima pode ser interpretada como sendo a lei
do paralelogramo nos espacos afins. Se AB = A’B’, no plano, entao
A, B, A, B’ sao vértices de um paralelogramo e assim AA’ = BB'.

1.2. Coordenadas Afins. Considere U/ um espaco afim associado
a um espaco vetorial, V, de dimensao n. Fixe um ponto O em U e uma
base 3 = (e, ...,e,) de V.
Chama-se sistema de coordenadas afins em U o par (O, 3). O ponto O
¢ chamado de origem do sistema de coordenadas afins.
A um ponto M de U temos associado um tnico vetor em V que é OM.
Podemos entao escrever esse vetor na base [ fixada:

OM = are1 + -+ + ane,.

Como os ntimeros reais oy, . . ., &, $ao univocamente determinados pela
base (3, a n-upla (o, ..., a,) é chamada de coordenadas afins do ponto
M em relacao ao sistema de coordenadas afins > = (O, 3).

Notagao: M = (ay, ... ,an)z significa OM = aje; + -+ - + ape,.

TEOREMA 1.10. Se A = (a1,...,an)y € B=(71,..., 7))y entdo
AB = (71 —ay)er + -+ (9 — an)en.
Prova: Basta observar que AB = AO+ 0B =0B—-0A. O

TEOREMA 1.11. Se A = (a,..., ) ev = [ie1+- -+ [ye, entdo

z
B=A+v={(a1+0b,...,00+ Bn)s-
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Prova: A notacio B = A + v significa que v = AB. De acordo com
a proposicao anterior, sendo B = (7i,... ’%)Z temos AB = (v, —
ap)er + -+ (Y — an)en. Assim v = (71 —ag)er + ... + (Y — an)en ©
conseqiientemente y; —o; = 3; paratodo j =1,...,n. O

Observacao: Podemos construir um sistema de coordenadas afins em
um espacgo afim de dimensao n a partir de n 4+ 1 pontos desse espaco.
Uma (n+1) - upla de pontos { Ay, ..., A, } em um espaco afim U deter-
mina um sistema de coordenadas afins em U se o conjunto de vetores
{AgAy, AgAs, ..., AgA,} for uma base do espaco vetorial associado V.
Nesse caso o ponto Ag é a origem do sistema.

2. Variedades Afins

DEFINICAO 2.1. Seja U um espaco afim e seja 'V o espago vetorial
associtado. Um subconjunto nao vazio, P, de U é uma variedade afim
se para algum ponto A em P o conjunto de vetores:

SA(P) Z{EtBEP}

for um subespaco vetorial de V.

Observagoes.

(1) Veremos adiante que um subconjunto nao vazio, P, de U é uma
variedade afim se para algum ponto A em P temos

P={BclU:ABc Su(P)}
e S4(P) é um subespago vetorial de V.
(2) A defini¢ao de S4(P), é independente do ponto A.

De fato, consideramos A" em P. Vamos verificar que Sa/(P) = Sa(P).
Seja B € P entao temos:

AB=AA+AB = —-AA"+ AB.
Como AA” e AB pertencem a Sy(P) que é um subespaco, concluimos
que A'B € S4(P). Portanto Su(P) C Sa(P).
Agora consideramos v € Sy(P) e chamamos u = AA’ € S4(P), entdo
u+v € Sa(P). Seja B € P tal que AB’ = u + v. Temos

AB = AN + 4B

o que implica que u +v = u + A’B’, ou seja, A’B’ = v, o que mostra
que v € S4(P). Portanto So(P) C Sa(P).
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Assim concluimos que Sa/(P) = Sa(P).

Provamos entdo que se P é uma variedade afim o subespago Ss(P) é
independente do ponto A € P.

DEFINIGAO 2.2. O subespaco S4(P) serd chamado de subespago
diretor de P e serd denotado por S(P).

EXEMPLO 2.3. Se A € um ponto em U entio o conjunto {A} é uma
variedade afim ji que Sx({A}) = {AA = 0} é sempre um subespago
vetorial de V.

EXEMPLO 2.4. Dados dois pontos distintos A e B em um espaco
afim U, a reta determinada por A e B,

r={A+XB:\eR}

¢ uma variedade afim pois o ponto A = A + 0AB, pertence a r e
Sa(r) ={AAB : X € R} € o subespa¢o vetorial de V gerado pelo vetor
AB.

EXEMPLO 2.5. Dados tres pontos ndo colineares A, B,C em um
espaco afim U, (isto €, tais que o conjunto {AB, AC} seja L.I.), o
plano determinado por A, B e C,

T ={A+aAB+ BAC : o, € R}

¢ uma variedade afim pois o ponto A = A+ 0AB 4 0AC, pertence a ™
e o conjunto SA(W)_:{O./_AB + BAC : «, € R} € o subespago vetorial
de V gerado por {AB, AC'}.

EXEMPLO 2.6. O espago afim U é uma variedade afim cujo su-
bespaco diretor € o espaco vetorial V.
De fato, sendo U um espaco afim temos que U € um conjunto nao vazio,
entdo existe um ponto A em U e Sa(U) = V, pois dado v € V pelo
azioma (i) da definicdo de espaco afim, existe um ponto B € U tal que
AB =w.

EXEMPLO 2.7. Todo subespaco vetorial de V € uma variedade afim;
nesse caso o subespaco diretor € o proprio subespaco.
De fato, se W for um subespaco vetorial de 'V, vimos que W é um
espago afim, entao, pelo exemplo anterior, W ¢é um variedade afim
cujo subespago diretor é o proprio W.
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EXEMPLO 2.8. Considere R* como espaco afim associado ao espaco
vetorial R*. Os pontos A= (1,1,0,0), B=(0,1,1,0) ¢ C = (0,0,1,1)
nao sao colineares pois o conjunto de vetores:

{AB = (-1,0,1,0), AC = (-1,-1,1,1)}
¢ L.I.. O plano determinado por A, B e C é:
7 =1{(1,1,0,0) + a(—1,0,1,0) + B(—=1,-1,1,1) : o, B € R}

que € uma variedade afim em R, pelo Exemplo 2.5.

EXEMPLO 2.9. O conjunto vazio é uma variedade afim pois verifica
a defini¢cao vaziamente.

DEFINIGAO 2.10. Se P for uma variedade afim cujo subespago di-
retor S(P) tenha dimensao n, diremos que P € uma variedade afim
n-dimensional.

Casos particulares.

(1) n =0, S(P)={0}. A variedade afim consiste de um tnico ponto.
Diz-se que a variedade é de dimensao zero.

2)n=1, S(P)={av : a € R} v+#0. A variedade afim é uma reta
que passa por um ponto A.

B)n =2, S(P)={au+pv : o, € R}, {u,v} L.I. A variedade
afim é um plano que passa por um ponto A.

No proximo Teorema fazemos a construcao de uma variedade afim em
U a partir de um subespaco de V.

TEOREMA 2.11. Seja U um espaco afim associado a um espaco
vetortal V. Fizamos um ponto A em U e um subespaco vetorial YW em
V. Entio o conjunto dos pontos M de U tais que AM é um vetor de
W € uma variedade afim que passa por A e tem a diregao de W.

Prova: Denotamos por P = {M €U : AM € W}.

Observamos que o ponto A pertence a P pois AA = 0 e W é subespaco.
Vamos verificar que W é o subespaco diretor de P, Ss(P). Seja v
um vetor em Sy(P) entdo v = AB para algum ponto B em P. Pela
defini¢do do conjunto P temos que v € W. Portanto Sa(P) C W.
Reciprocamente, seja w € V. Pelo axioma (i) da defini¢do de espago
afim temos que existe um tunico ponto C' € U tal que AC' = w, mas isso
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nos diz que o ponto C esta em P e entdo AC = w € S4(P), e portanto
W C S4(P). Concluimos entdao que W = S4(P). O

TEOREMA 2.12. Toda variedade afim nao vazia € um espaco afim.

Prova: Considere o espago afim U associado ao espaco vetorial V.
Seja P a variedade afim que passa por A e tem a direcao do subespaco
S. Vamos provar que P é um espaco afim associado ao espago vetorial
S.

Sejam M, N € P. Pela definicio de espaco afim MN € V e pela
definicao de variedade afim os vetores AM e AN pertencem a S e
portanto

MN = AN — AM € S.
Dessa forma podemos definir a funcao:

(M,N)ePxP—MNEeS

Essa funcgao ¢ sobrejetora pois dados v € S e A € P pelo axioma (i) da
definicao de espaco afim existe um tnico ponto B € U tal que v = AB,
mas pela definicao de variedade afim B € P.

O axioma (ii) da definicdo de espago afim é verdadeiro em P pois é
verdadeiro em todo U. a

2.1. Descricao das variedades afins. Nesta secao decrevemos
as variedades afins algébrica e geometricamente. O primeiro teorema
d& uma descricao da variedades afins como conjuntos transladados de
subespacos.

TEOREMA 2.13. Se P € uma variedade afim nao vazia entdo existe
um unico subespago vetorial, YW, de V tal que para todo ponto A de P
tem-se:

P=A+W={A+w : we W}

Prova: Considere A um ponto em P. Chamamos de W o subespaco
diretor de P, isto é, W = Ss(P) = {AB : B € P}. Pela definigao
de variedade afim um ponto B € P se e somente se B = A + s com
s € S4(P). Assim temos que P = A + Ss(P).

Vimos que o subespaco diretor de P independe do ponto A entao con-
cluimos que

P={A+s : se€Sa(P)} =A+Ss(P)
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para todo A € P.
Temos que provar agora a unicidade do subespaco diretor de P.
Suponha que W e W’ sejam subespacos diretores de P, ou seja, que
para todo A € P

P=A+W=A+W'".
Vamos provar que W = W'. Seja w € W. Dado A € P, como
P=A+W temos que B=A+w € P ecomo P =A+ W existe
w' € W tal que B = A+w'. Portanto AB = w = w' e entdo W C W'.
Da mesma maneira provamos que W C W. O

Observacao: Se U é um espaco afim de dimensao n e P é uma variedade
n-dimensional em U, entao P = U.

O teorema a seguir caracteriza geométricamente as variedades afins.

TEOREMA 2.14. Seja U um espaco afim associado a um espaco
vetorial V. Um subconjunto com mais de um ponto, P, de U € uma
variedade afim se e somente se a reta que une dois pontos quaisquer de
P estiver contida em P.

Prova: Seja P uma variedade afim com mais de um ponto. Sejam A e
B pontos de P. A reta que une Ae Bér={X =A+aAB:acR}.
Considere um ponto X € r. entdo AX = aAB para algum o € R.
Como AB € S4(P) e A € P, temos, pela proposicdo anterior, que
X eP.

Vamos provar a reciproca. Seja P um subconjunto de U com mais de
um ponto, com a propriedade que a reta que une dois pontos quaisquer
de P esta contida em P. Fixamos um ponto A € P. Consideramos o
conjunto W = {AB : B € P}. Vamos provar que YW é um subespaco
vetorial de V e concluir assim que W é o subespaco diretor de P. E
claro que 0 = AA € W. Sejam a € Rev = AB € W. Como a
reta que une os pontos A e B esta contida em P temos que o ponto
C = A+ aAB pertence a P. Assim AC = aAB € W ou av € W.
Agora, sejam v = AB,w = AC € W. Se w = av para algum o € R
temos que v+w = (1+a)v € W pelo caso anterior. Caso contrario, ou
seja, quando A, B, C' nao pertencam a mesma reta, considere o ponto
D = B + (1/2)BC que pertence a P, ja que a reta determinada por
B e C esta contida em P. Da mesma forma concluimos que F =
A+2AD € P eentio AE € W.

Vamos provar que v + w = AE. Observe que

AD = AB+ BD =v+ (1/2)BC = v = AD — (1/2)BC
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AD =AC+CD =w+(1/2)CB = w = AD + (1/2)BC
Portanto v + w = [AD — (1/2)BC] + [AD + (1/2)BC] = 2AD =
AE. O

TEOREMA 2.15. Seja P;, @ € I, uma familia de variedades afins
com subespagos diretores S;, i € I, tal que (| P; # 0. Entao (\P; é
iel iel
uma variedade afim cujo subespaco diretor é [\ S;.
iel

Prova: Seja A € () P;. Dado um ponto B € [ P; temos que AB € S;

iel iel
para todo i € I e entdo AB € N S,.
el
Reciprocamente, dado um vetor v € (] §;, para cada indice 7 existe um
iel

ponto B; € P; tal que AB; = v. o
Como existe um tnico ponto B € U tal que AB = v, devemos ter
B; = B para todo i.
Assim B € (P, e AB = w.
i€l
Mostramos entao que
(1Pi={BeuU:ABe()S;}

iel iel
o que significa que [ P; é uma variedade afim cujo subespago diretor

i€l
¢NS,. O

i€l

FExercicios

1. Prove que se P é uma variedade afim que contem o vetor nulo do
seu subespago diretor, S(P), entdo P coincide com S(P).

2. Dado um subconjunto IC de um espaco afim U existe uma variedade

afim minimal P que contém K. (Considere P = (] P;.)
WcCP;

3. Prove que o conjunto solucao de um sistema linear compativel € uma
variedade afim cujo subespaco diretor é o conjunto solucao do sistema
linear homogéneo associado.



2. VARIEDADES AFINS 15

2.2. Equacgoes paramétricas das variedades afins. Nesta se-
¢ao descrevemos as variedades afins usando equagoes.

Consideramos U um espago afim n-dimensional associado a um espaco
vetorial V. Fixamos em U um sistema de coordenadas afins, ) =
(O,eq,...,e,). Seja A um ponto de U e seja P uma variedade afim k-
dimensional que passa por A e tem a direcao de um subespaco vetorial
S. Consideramos {fi, ..., fx} uma base de S. Podemos escrever:

fi=oane + ...+ anpe,

fr = Qp1€] + ... T Qppty

Se A = (ay, ""a")z forem as coordenadas afins do ponto A em re-
lacao ao sistema de coordenadas afins >, sabemos que um ponto
X = (2q,... ,xn)z pertence & variedade afim P se e somente se o
vetor AX pertence ao subespaco S. Escrevendo AX = A\ fi +... + A\ f»
e lembrando que OX = OA + AX obtemos as equagoes:

r, = a + )\10(11 + ...+ /\kakl
(%) : :

Ty = Qp + )\1C(1n + ...+ )\kakn

Essas equacoes sao chamadas equacoes paramétricas da variedade P
em relagao ao sistema de coordenadas afins ) .

Reciprocamente, é facil ver que o conjunto de pontos X de U cujas
coordenadas, em relagio ao sistema de coordenadas afins ), satisfazem
a um sistema de equacoes lineares do tipo (*) é uma variedade afim que
passa pelo ponto A = (aq, ..., an)Z e que tem a direcao do subespaco

gerado por {f1,..., fr}.

EXEMPLO 2.16. Consideramos em R* a base candnica {e1, ez, €3, €4}
e 0 subespago S = [f1 = e1—es, fo = 2e1+¢€s]. Fizamos em R* o sistema
de coordenadas afins > = ((0,0,0,0), e, 2, €3, €4).

A wvariedade afim que passa pelo ponto A = (2, 1,0, 1)Z e tem a direcao
de S é:

P={2+ M +2X,1+X,0-X,1) € R : A\, Ny € R}

Assim temos as equacoes paramétricas para P em relacao ao sistema

de coordenadas afins -
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I = 2—|—/\1—|—2)\2

To = 1+3)\2
T3 = O—)\l
Ty = 1

TEOREMA 2.17. Se P ¢ uma variedade afim k-dimensional em um
espaco afim n-dimensional U entdo existe um sistema de coordenadas
afins Y em U tal que um ponto X = (xq,. .. ,xn)z de U pertence a P
se e somente se Tpy1 ==z, = 0.

Prova: Consideramos o subespaco diretor S da variedade afim P e
fixamos {ej,...,ex} uma base de S. Completamos essa base a uma
base f = {e1,..., €k, €kt1,-..,6,} do espaco vetorial associado a U.
Fixamos um ponto Fy em P e consideramos o sistema de coordenadas
afins > = (P, 7). o

Dessa forma um ponto X € P se e somente se FpX € S, isto é, se e
somente se existirem xq,...,r; € R tais que

POX:.’13161+“'+.’Bkek
ou seja, X = (x1,..., Tk, Thtts--.,Tn € P se e somente se Ty, =
) 9 ) ) +1, ) > +
e =x,=0. O

EXEMPLO 2.18. Voltamos ao Exemplo 2.16 onde consideramos em
R* a base canonica {ey,eq,€3,e4}, 0 subespaco S = [f1 = e1 —e3, fo =
2e1 + es] e construimos a variedade afim P, que passa pelo ponto
A= (2,1,0,1)y e tem a diregio de S. Uma base do subespago dire-
tor de P é {f1 = e1 — es, fo = 2e1 + 3ea} que podemos completar para
uma base { f1, fo, €3, e} do RE. Vamos considerar um novo sistema de
coordenadas afins em R*, 3", = (4, f1, f2,€3,€4). As coordenadas do
ponto A nesse novo sistema sio: A = (0,0,0, 0)21
Nesse caso temos as equagoes paramétricas para P em rela¢ao ao sis-
tema de coordenadas afins ),

T = )\1
To = )\2
T3 = 0

Ty = 0
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TEOREMA 2.19. Seja Y = (O, 3) um sistema de coordenadas afins
em um espago afim n-dimensional U. Se P é uma variedade afim k-
dimensional em U entdo eristem uma matriz A = (a;;), 1 < i <
n—k, 1 <j<ndeposton—k euma(n—=k)-upla (by,...,bo_y) tais
que um ponto X = (xq,. .. ,xn)z de U pertence a P se e somente se

aﬂxl—l—---—i-amxn—l—bi:(), ].SZSTL—]{

Prova: Consideramos ), = (P, /') um sistema de coordenadas afins
como no Teorema 2.17.

Seja X € U e denotamos as suas coordenandas afins em relacao aos
sistemas de coordenadas afins > e ), por:

X:(ylv"‘ayn>z X:(Il,...7$n)

A relacao entre essas coordenadas é dada por:

j=1

o1

em que (a;;) € M,(R) é a matriz de mudanca da base ' para a base
3 e as coordenadas da origem, O, do sistema ) | em relac¢ao ao sistema
Y1880 0 = (bl,...,bn)Z , ja que B X = PO+ OX.

1

Agora a tese segue facilmente do Teorema 2.17. O

Observacao. Concluimos da discussao acima que uma variedade afim
k-dimensional P é o conjunto solu¢ao de um sistema linear nao homoge-
neo compativel e o seu subespaco diretor S(P) é o conjunto soluc¢ao do
sistema linear homogéneo associado.

EXEMPLO 2.20. SejaUd = R? espaco afim associado ao espaco veto-
rial R?. Fizemos em U o sistema de coordenadas afins > = (O, eq, e3)
em que O = (0,0) e {e1,e2} € a base canénica de R>.

Consideremos em U os pontos B, = (0,b,) ¢ B = (a,b) com a # 0.
Seja fi = B,B = aey + (b — b,)ez. Como a # 0 temos que {f1,es} €
uma base de R?.

Podemos contruir um novo sistema de coordenadas afins em U, Y, =
(By, f1,€2). Temos que O = (0, —bo)Zl e ey = (1/a)fi + [(bo — b)/ales.
Seja X € U denotamos as suas coordenandas afins em relagao aos
sistemas de coordenadas afins Y e Y, por:

X = (y17y2>2 X = (xla'rZ)zl-

Como B,X = B,0O + OX podemos escrever:
Ty fi+x9e0 = (=bo)ea+[yr1e1+1ea] = (y1/a) fr+[y2—bo+[(bo —b)/alez
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O ponto X = (271,272>21 pertence a reta determinada por B e B, se e
somente se xo = 0. Portanto X = (y1, yg)Z pertence a reta determinada
por B e B, se e somente se ys = [(b— b,)/aly; + b,.

DEFINICAO 2.21. Se n for a dimensdo do espaco afimU en—1 for
a dimensao da variedade afim, P, entao P serd chamada de hiperplano
de U.

EXEMPLO 2.22. O Teorema 2.19 nos diz que um hiperplano H em
um espaco afim de dimensao n, U pode ser representado por uma
equacao do tipo:

axy+ -+ apr, =d

em que nem todos 0s ays sao nulos.

Observacoes:

(1) Do Teorema 2.19 e do Exemplo 2.22 concluimos que uma variedade
afim k-dimensional em um espaco afim U, de dimensao n, pode ser
vista como a intersecao de n — k hiperplanos de U.

(2) Quando um sistema linear ndo homogéneo é incompativel geome-
tricamente isso significa que nao existe ponto comum a todos os hiper-
planos dados por cada uma das equacoes do sistema.

(3) Seja 'H um hiperplano em um espago afim U, de dimensdo n,
definido pela equacao:

Z a;r; +b=0

j=1

em relacao a um sistema de coordenadas afins fixado.
O conjunto dos pontos de U que satisfazem:

n
Z a;x; +b>0
j=1
e o conjunto dos pontos de U que satisfazem:
n
Z a;x; +b <0
j=1

sao chamados de semi-espacos determinados por H. ( Essa denomi-
nacao ficara melhor explicada no Capitulo dos Espagos Euclideanos.)
O espaco afim U é a uniao disjunta de H e dos dois semi-espacos de-
terminados por H.
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2.3. Variedade afim gerada por um conjunto de pontos.
Dado um conjunto de pontos F' em um espaco afim U a intersecao
de todas as variedades afins que contém F' é uma variedade afim, que
serd denotada por [F]. E claro que [F] é a menor variedade afim que
contém F' no sentido de ela estar contida em toda variedade afim de U
que contém F'.

DEFINICAO 2.23. A wariedade afim [F] € chamada variedade afim
gerada pelo conjunto F.

Em particular dadas duas variedades afins P; e Py a variedade afim
gerada pela unido, P; | P2, é denotada por Py \/ Pa, ou seja,

PP =P \/ P2

EXEMPLO 2.24. Dados dois pontos A e B em um espaco afim U a

variedade afim gerada pelo conjunto {A, B} € a reta determinada por
A e B.

EXEMPLO 2.25. No espago afim R? consideramos o conjunto de
pontos F' = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)}. A variedade afim gerada por F
é:

[F] = {(.1'1,562,0) 11, %9 € R}

EXEMPLO 2.26. No espaco afim R? consideramos as variedades
afins P1 = {(1,0)} e Py = {(0,1)}. A wvariedade afim P;\/ Py =
{1+a,—a):a € R} € areta determinada pelos pontos (1,0) e (0,1).

EXEMPLO 2.27. Consideramos R* como espaco afim associado ao
espaco velorial R*. Fizamos os pontos A = (1,1,0,0), B = (0,1,1,0)
e C=(0,0,1,1). A variedade afim gerada por esses pontos, [A, B,C],
tem como subespago diretor S = [{AB = (—1,0,1,0), AC = (-1, —1,1,1)}].
Equacoes paramétricas dessa variedade afim sao:

T = 1—)\1—)\2

Ty = 1—)\2
T3 = 0+)\1+)\2
Ty = 0+)\2

EXEMPLO 2.28. Se Py e P, sdo duas retas concorretes em E>, entdo
P\ Py € o plano determinados por essas retas.
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EXEMPLO 2.29. Se P; e Py sio duas retas reversas em E3, entdo
P\ Py € todo o E3.

Se P; e Py sao variedades afins com subespagos diretores S; e Sy res-
pectivamente, sabemos que S; () S, € 0 subespaco diretor de Py [ Ps.
O proximo Teorema relacionara o subespago diretor de Py \/ Py com

81 [§] 82.

TEOREMA 2.30. Se Py e Py sao variedades afins com subespacos
diretores Sy e Sy respectivamente, e tais que P[Pz € nao vazia entdo
o subespago diretor de P1\/ Py € S1 + Sa.

Prova: Seja W o subespago diretor da variedade afim P; \/ Py. Vamos
provar que W = &1 + Ss.

Fixamos um ponto A € P;[) P2 e consideramos Q, a variedade afim
que contém o ponto A e cujo subespaco diretor é S; + Ss.

Q:{BGL{:EE&%—SQ}.

Observamos que Q é uma variedade afim que contém as variedades afins
P1 e Py, pois se X € Py, entdo AX € S; e da defini cio de Q temos que
x € Q. Portanto P; C Q. Da mesma maneira provamos que Py C Q.
Entao por definicio de variedade afim gerada temos P;\/ Py C Q e
portanto W C S + Ss.

Por outro lado, seja B € Q entdo AB € S; + S,, e assim podemos
escrever AB = s; + 55 com 51 € S; e 59 € Sy. Agora, Py e Py 530
variedades afins, entdo existem pontos C7; € P; e Cy € P, tais que
s = ACT e sy = ACy e assim AB = AC| + AC,.

Como os pontos C; e Cy pertencem a Py \/ Py temos que os vetores
AC, e AC, pertencem ao subespaco W e portanto AB € W. Isso
mostra que §; + So C W e que B € Py \/ Ps. Portanto W =81 + S, e
Pl \/ PQ = Q O

COROLARIO 2.31. Se Py e Py sao variedades afins de dimensoes
finitas e tais que Py () Py € nao vazia entdo

dim(P; \/ Py) + dim(P; () P2) = dim(Py) + dim(P,).

Prova: O resultado segue facilmente do teorema anterior e do teorema
da dimensao da soma de espacos vetoriais que afirma que dim(S;+8s)+
dim(S; () S2) = dim(S;) + dim(Ss), em que S; e Sy sdo os subespagos
diretores de P; e P, respectivamente.
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DEFINIGAO 2.32. Um conjunto F' = {A, ..., A,} com p+ 1 pontos
de U € chamado linearmente independente se a variedade afim, [F],
gerada por F tiver dimensao p.

TEOREMA 2.33. Se o conjunto de pontos {Ao,...,A,} de U for li-
nearmente independente entao o conjunto de vetores

{AkAo, s AgAj1, ApApiq, . AAy}

€ linearmente independente, para todo inteiro k, 0 < k < p.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que exista um indice 7, 0 < j <p
para o qual o conjunto

(A4, .. AA_, . AA)

J
seja L.D.
Consideramos o subespago vetorial

S =[{4;A,...,A;A AjA].H..., A ALY
e a variedade afim que contém o ponto A; e tem a direcao de S:
P={A4;+v : ve S}

Entao a dimensao de P é menor ou igual a p — 1.

Por outro lado observamos que a variedade afim P contém o conjunto
{Ao, ..., Ay} e, portanto, contém a variedade afim gerada por esse con-
junto, cuja dimensao é p, donde concluimos que dim”P > p, o que é
uma contradi¢ao.O

-1

TEOREMA 2.34. Seja {Ao, ..., A,} um conjunto de pontos do espago
afim U. Se existe um indice k, 0 < k < p, para o qual o conjunto de
vetores

{AkA07 sy AkAk—la Ak:Ak’-l-la (EER) Ak;Ap}
é L.I. entdo, o conjunto de pontos {A, ..., A,} € L.IL..

Prova: Consideramos o subespago vetorial
S = [{ArAo, ..., AkAk—1, A At .. AgAL Y.

Como o conjunto de vetores {AyAo, ..., AgAp_1, AkApt1, ..., AgA,} €
L.I. temos que

dim S = p.

Seja P = {Ar +v : v €S} a variedade afim que passa por A e tem
a direcao de S.

Como a variedade afim gerada [{Ay,..., Apy}] C P temos que o sub-
espago diretor de [{Ay, ..., A,}] esta contido em S. Portanto,
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dim[{ Ay, ..., 4,}] < p.

Por outro lado, como {Ay, ..., A,} C [{Ao, ..., A,}] 0 subespago diretor
de [{Ao, ..., A,}| contém os vetores ApAy, ..., AgAr_1, ApAgs1, -y ALAy
e, portanto, contém o subespago S. Assim, dim[{A, ..., 4,}] > p.
Concluimos assim que dim[{ Ay, ..., A, }] = p, e conseqiientemente, que
o conjunto de pontos {Ay, ..., 4,} ¢ L.I.. O

TEOREMA 2.35. Seja U um espaco afim de dimensao n, entdo uma
condicao necessdria e suficiente para que exista em U uma unica var-
iedade afim de dimensao p (p < n) que contenha p + 1 pontos dados
Ao, ..., A, € que o conjunto F' = {A,..., Ay} seja linearmente inde-
pendente.

Prova: Suponha, por absurdo, que a variedade afim, [F|, gerada por
F' tenha dimensao menor ou igual a p — 1. Seja S o subespaco diretor
de [F].

Como p < n e dimS < p — 1 podemos construir dois subespacos
vetoriais distintos, S; e Sy, de dimensao p que contenham S.
Consideramos P; = {Ag+v : v € S;}, i = 1,2, a variedade afim que
passa por Ag e tem a direcao de S;. Por construcao, as variedades afins
P1 e Py, tem dimensao p, sao distintas e contém F'. Isso contradiz a
hipétese de haver uma tnica variedade afim de dimensao p que contém
F.

Para provarmos a reciproca suponhamos que o conjunto de pontos F' =
{Ao, ..., Ay} seja L.I.. Entdo, a variedade afim, [F], gerada por F' tem
dimensao p. Suponhamos que P seja uma outra variedade afim de
dimensdo p que contenha F. Vamos provar que [F] = P.

Como P contém F' temos que [F| C P e, entdo, o subespaco diretor de
[F] esta contido no subespago diretor de P, mas esses subespagos tém
ambos dimensao p, portanto, devem ser iguais.

Ora, as variedades afins P e [F| tem pontos em comum e tem 0 mesmo
subespaco diretor, entao elas devem ser iguais.

Ezercicios.

(1) Dados dois pontos A e B em um espago afim U, prove que existe
uma unica reta em U que contem A e B.

(2) Se r e s sdo duas retas concorrentes em um espago afim U, prove
que existe um unico plano em U que contem 7 e s.

(3) Se r é uma reta em um espago afim U e A é um ponto em U que
nao estd em r, prove que existe um tunico plano em U que contem A e
T.
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(4) Prove que todo semi-espago é um conjunto convexo.( Um conjunto
¢ convexo se qualquer segmento de extremidades pertencentes a ele,
nele esta contido.)

2.4. Posicao relativa de variedades afins. Sejam P; e P, va--
riedades afins contidas em um espaco afim U, com subespacos diretores
S(P1) e S(Pa), respectivamente

DEFINICAO 2.36. Dizemos que a variedade afim Py € paralela a
variedade afim Py se S(P1) C S(P2) ou se S(P2) C S(Pr),

EXEMPLO 2.37. Seja P uma variedade afim em um espaco afim U.
Se A é um ponto em U entao a variedade afim

Q={BeU:ABecS(P)}

€ paralela a P e contém o ponto A.

Observacoes.
(1) Se Py C P, diremos que P; e P, sao paralelas.

(2) A variedade afim formada por um ponto A em um espaco afim U
é paralela a qualquer varidade afim de U, pois o subespaco diretor de
{A} & {0}, que esta contido em qualquer subespago.

Ezxercicios.

(1) Prove que se Py e Py sdo duas variedades afins paralelas entao vale
uma das seguintes alternativas:

(a) P, C Py

(b) Py C Py

(¢)Py e Pa, ndo se interceptam.

(2) Encontre um exemplo de duas variedades afins que nao se inter-
ceptem mas nao sao paralelas.

(3) Sejam P; e Py variedades afins de mesma dimensao, . Prove que se
Py e Py sdo paralelas entdo Py = Py ou Py NPy =0 e dim(P;\/ Po) =
r+ 1.

DEFINICAO 2.38. As variedades afins Py e Py serao chamadas de
variedades afins concorrentes se elas nao forem paralelas e tiverem pelo
menos um ponto em comum.
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Suponhamos que as variedades afins P; e Py sejam concorrentes, con-
sideramos A um ponto comum entre elas. Se M é um ponto qualquer
da variedade P; (ou de P,) entdo o vetor AM pertence ao subespaco
S(P1) (oua S(Py)). Assim a questao da posicao relativa das variedades
afins P; e Ps, nesse caso, esta naturalmente relacionada com o estudo
dos subespagos S(P;) e S(P2) no espago vetorial V.

Observagoes.

(1) Vimos que se as variedades afins P; e P, se interceptam, entdo, a
sua intersegao, P; () Pz, € uma variedade afim que passa por A e tem

a dire¢ao de S(Py) N S(Po).

(2) A variedade afim Py (| Ps. pode ser formada por um unico ponto,
por exemplo, se P; e Py forem duas retas ou uma reta e um plano.

(3) Ja sabemos que a variedade afim que passa pelo ponto A e tem
a direcao de S(Py) + S(Ps) & a variedade afim Py \/ Py, gerada pelo
conjunto Py | Ps, essa é a unica variedade afim de dimensao dim P; +
dim 7)2 — dlm(Pl ﬂ 7)2) que contém ’Pl (& 7)2.

DEFINICAO 2.39. Duas variedades afins serao chamadas reversas
se elas nao forem concorrentes nem paralelas.

EXEMPLO 2.40. No espaco tri-dimensional E3 sabemos que duas
retas podem ser reversas, enquanto que um plano e uma reta nunca
SETA0 TEVErsos.

Conforme a dimensao do espaco afim aumenta ha possibilidade da e--
xisténcia de variedades afins reversas com dimensao maior que 1. O
teorema abaixo mostra uma maneira de construir variedades afins re-
versas.

TEOREMA 2.41. Sejam P e Q duas variedades afins concorrentes
nao paralelas de dimensées p e q respectivamente. Seja P\/ Q a var-
redade afim gerada pela uniao das duas variedades afins dadas. Entao
qualquer variedade afim que nao esteja contida em P\/ Q que tenha
dimensao q e que seja paralela a Q € reversa a P.
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Prova: Chamamos de Q' a variedade afim que ndo esteja contida em
P\ Q, que tenha dimensao ¢ e que seja paralela a Q. Seja C' um ponto
de Q. Como Q' é paralela a Q e tem dimensao ¢ podemos escrever:

QL =C+51Q), (%)

onde §(Q) é o subespaco diretor de Q.

Vamos provar que Q' e P sdo reversas.

Observamos que Q' ndo é paralela a P, pois sendo terfamos S(Q) C
S(P) ou S(P) C S(Q) e, assim, Q seria paralela a P.

Vamos provar agora que Q' e P nao se interceptam.

Por hipotese Q e P sao concorrentes, consideramos entao um ponto
B € QP e escrevemos:

P=B+S(P). ()

Suponhamos por contradigdo que exista um ponto X € Q'[|P. Entao
usando () e (xx) concluimos que existem vetores v € S(Q) e w € S(P)
tais que X = C +ve X = B+ w. O que implica em

C=DB+(w-—v).

De onde concluimos que C' € B + (S(Q) + S(P)).
Sabemos que P\/ Q = B + (S(P) + S(Q)), temos assim uma con-
tradigdo pois por hipotese Q' nao esta contida em Q\/P. O

EXEMPLO 2.42. Considere o espago afim U = R* associado ao
espaco vetorial RY. Seja {ey, s, e3,e4} a base candnica de R™.
Sejam S; = [e1, es] e Sy = [eq, 3] subespacos de R2.
Seja Py a variedade afim que passa por A = (1,1,1,1) e tem a dire¢io
de 8. Assim,

Pr={(14+a,1+8,1,1):a,08 € R}

Seja Py a variedade afim que passa por A = (1,1,1,1) e tem a dire¢ao
de Sy. Assim,

7)2:{(14_77171—’—671)7766]3‘}

A interseciao P1NQ € a variedade afim que passa por A e tem a direcao
de Sl N 82 = [(1, O, O, 0)] :

PiNnPy={1+a,1,1,1): a € R}
A variedade afim que passa por A e tem a direcao de S1 + So €
Pi\/P.={1+a,14+8,1+7,1):a,8~cR}
Observe que Py \/ P2 # R* pois B = (1,1,1,0) ¢ P, \/ Pa.
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A variedade afim que passa por B e tem a direcao de Sy :
Q={(1+X1,1+7,0): \,7v€ R}

€ paralela a Q e reversa a P;.

TEOREMA 2.43. Sejam Py e P wvariedades afins reversas de di-
mensoes finitas, contidas no espaco afim U com subespacos diretores
sio S(P1) e S(Py) respectivamente. Seja Py \/ P2, a variedade afim
gerada pela unido das duas variedades afins. Entao vale a expressdao:

dim Py \/732 = dim Py + dim P, — dim(S(Py) N S(P2)) + 1.

Prova: Consideramos um ponto A em P; e um ponto B em Ps.

Denotamos por S = S(P1)+S(P2)+[AB]. Chamamos de Q a variedade
afim que passa por A e tem a direcao de S.

0={XelU:AX € §}

Vamos provar primeiro que Q@ = Py \/ Ps. Observe que os pontos A e
B estao em Q, entao é claro que Q contém P; e Py. Portanto Q D
P\ Po.

Reciprocamente, se R ¢ uma variedade afim que contém P; e P en-

tao o seu subespago diretor, S(R) , deve conter S(P;),S(Ps) e [AB].
Portanto

S(R) D S('Pk) + S('Pl) + [E]

Dessa forma temos que @ C R. Observamos agora que P; \/ Py é uma
variedade afim que tem a propriedade imposta na definicao da var-
iedade afim R. Concluimos assim que Q@ C P, \/ Ps.

Vamos calcular agora a dimensao de Q. Sabemos que

dim(S(Py) + S(P2)) = dim(S(P1) + dim(S(P2) — dim(S(Py) N S(Py)).
Vamos provar que o subespago S é soma direta de S(P1) + S(Ps) e

[AB], e assim teremos que
dim(S) = dim(S(Py) + dim(S(P2) — dim(S(Py) NS(P2)) + 1
¢ a dimensao de Py \/ Ps.
Suponhamos por contradi¢do que AB € S(P;)+S(P,). Entdo existem
vetores 7 € S(Py) e y € S(P,) tais que AB = x + .
Como A € P; pelo axioma (i) da definicdo de espago afim, existe um
tinico ponto C' € P; tal que AC = .
Agora pelo axioma (ii) da defini¢do de espago afim temos:

r+CB=AC+CB=AB
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Logo, CB =y e BC = —y € §(P,). Assim, C' € P, e, portanto, P; e
Py tem um ponto em comum, o que ¢ uma contradicao com a hipotese
de as variedades afins serem reversas. O

COROLARIO 2.44. Se no espaco afim n-dimensional U existirem
variedades afins Py e Py reversas entao

dim(P)<n—2e dim(FP) <n-—2

Prova: Suponhamos, por contradi¢do, que dim (P;) > n — 1. Pelo
Teorema 2.43 temos que:

dim Py \/ Py = dim (P,) + dim (P5) — dim(S(Py) (| S(Py)) + 1 =
dim (P) + 1 + [dim (Py) — dim(S(P1) [ S(P2))]

Como dim(P;) > n — 1 temos que dimP;\/ Py > n + dim () —
dim(S(P1) N S(P2)). Entdo dim (Py) = dim(S(P1) (N S(P2)) o que im-
plica em S(P;) C S(P1), ou seja, que Py e Py sdo paralelas, o que é
uma contradicao. O

TEOREMA 2.45. Sejam Py e Py variedades afins no espago afim
n-dimensional U tais que dim Py + dim P, — dim(S(P1) N S(P2)) = n.

Entao, ou Py =U ou Py =U ou Pre Py sao concorrentes.

Prova: Suponhamos que P; e Py sejam variedades afins ambas distin-
tas de U. Assim dimP; < n e dim Py < n.

H4 somente trés possibilidades para as posicoses relativas possiveis en-
tre Py e Po:

(i) P é paralela a Py;

(ii) Py e P, reversas;

(iii) Py e Py concorrentes.

Se P, for paralela a P, entao a dimensao da intersecao dos sub-espacos
diretores S(Py) e S(Ps), é igual ao minimo entre dimP; e dim Ps.
Como dimP; < n e dim Py < n, nao podemos ter dimP; + dim Py —
dim(S(P,) NS(Py)) = n.

Se Py e Py forem reversas, pelo Teorema 2.43 a variedade afim P; \/ P,
tem dimensiao dim Py \/ Py = dim P; +dim Py — dim(SP;) NS (Ps)) + 1
e contém Py e Py. Entao dim Py +dim Py —dim(S(P1)NS(Pe))+1 < n
dessa forma nao podemos ter dim P;+dim P, —dim(S(P1)NS(P2)) = n.
Concluimos entao que P; e Py devem interceptar-se. O



28 1. ESPACOS AFINS

FEzxercicios.

(1) Se r e s sdo duas retas contidas em um espago afim de dimensao 2,
prove que r e s sao paralelas ou 7 e s tem um tnico ponto em comum.

(2)Se 7 e my sdo planos em um espago afim tri-dimensional, prove que
T e Ty sao paralelos ou m Ny é uma reta.

(3) Prove que um hiperplano nao pode ser reverso a nenhuma variedade
afim.

4) Prove que por trés pontos de um espaco afim, ndo pertencentes a
uma mesma reta, passa um unico plano.

5) Prove que num espago afim de dimensao 3, uma reta e um plano
nao paralelos tém um tnico ponto em comum.

6) Prove que num espaco afim de dimensao 4, a interse¢do de dois
hiperplanos nao paralelos é um plano.

7) Sejam P; e Py duas variedades com subespagos diretores S; e Sy
respectivamente, em um espaco afim de dimensao finita, tais que

S1 @S =V.
Prove que P; e Py tém um nico ponto comum.

8) Prove que dois planos ndo paralelos de um espago afim de dimensao
4 tém, em comum, ou um {nico ponto ou uma reta.

9) Demonstrar que, em um espaco afim de dimensdo 4, existem uma
reta e um plano, nao paralelos, que nao tém ponto comum.

10) Uma condigao necesséria e suficiente para que um conjunto de p+1
pontos (p < n) seja linearmente e independente é que ele nao esteja
contido em nenhuma variedade linear de dimensao p — 1.

11) Considere o espaco afim R* associado ao espago vetorial R*. Seja
{e1,e2,e3,e4} a base canonica em R*. Sejam & = [es —ey] e T =
le1 — €3, e1 — e4] subespagos de R* Sejam P a variedade afim que passa
por A = (1,0,0,1) e tem a direcdo de S, e Q a variedade afim que
passa por B = (0,1,0,0) e tem a diregao de 7.

i) Dé equagoes paramétricas de P e Q;

ii) Qual é a posigao relativa de P e Q7

iii) Dé equacoes da variedade afim P\/ Q, gerada por P U Q.

12) Considere o espago afim R* associado ao espago vetorial R*. Seja
{e1,e2,e3,64} a base canonica em R Sejam & = [e; +e3] e T =
[e1 — e + 2e3] subespacos de R* Sejam P a variedade afim que passa
por A =(1,1,0,0) e tem a direcao de S, e Q a variedade afim que passa
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por B =(0,0,1,0) e tem a direcao de 7. i) Dé equagoes paramétricas
de P e Q;

ii) Qual é a posigao relativa de P e Q7

iii) Existe alguma variedade afim de R* que contenha P e Q e que
tenha dimensao menor que 47 Em caso afirmativo exiba-a.

13) Em relagdo a um sistema de coordenadas de um espago afim de
dimensao 4, sejam A, B, C' os pontos de coordenadas (1,0,0,0), (0,1,0,0)
e (0,0,1,0). Dé equagdes paramétricas do plano que passa por A, B e

C.






CAPiTULO 2

Espacos Euclideanos

1. Espacos Euclideanos

DEFINIGCAO 1.1. Um espaco afim U associado a um espago vetorial
V' de dimensao finita, m, munido de produto interno, <,> ¢ chamado
de espaco euclideano de dimensao m.

EXEMPLO 1.2. Em V3 considere o produto interno,< @, 7 >= cos 0,
onde 0 é o dngulo entre @ e ¥ € V3. O espaco E® é um espaco euclideano
de dimensao 3.

EXEMPLO 1.3. Considere R™ como espaco afim associado ao espago
vetortal R™ munido do produto interno usual < u,v > . O espac¢o afim
R™ € um espaco euclideano de dimensao n.

DEFINICAO 1.4. Seja U um espago euclideano. Se A e B sao pontos
deU, a distancia entre A e B € definida por || AB||, sendo || || a norma
em V.

Notagio: d(A, B) = ||AB|| denota a distancia entre A e B.

TEOREMA 1.5. 1) d(A,B) > 0;

2) d(A, B) =0 se e somente se A = B;

3) d(B, A) = d(A, B);

4) d(A,C) < d(A,B)+d(B,C) (desigualdade triangular).

Prova:
1) d(A, B) > 0 pois ||v]| >0, Yv e V.
2) Se d(A, B) = 0 entdo ||AB|| = 0 e portanto AB = 0.
Assim A = B. A reciproca é 6bvia.
3) BA= —AB e entdo || BA|| = ||AB|| e d(B, A) = d(A, B).
4) d(A,C) = ||[AC|| = |[AB + BC|| < ||AB|| + [|BC|| = d(A, B)+
d(B,C). O

31
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DEFINICAO 1.6. Dados trés pontos distintos, Q,P e R em um es-
paco euclideano U, o dngulo ZQPR é definido como sendo o nimero
real 0, 0 <0 <, tal que

< PQ,PR >
I

COS& e
PQI| [|PR|

(%)
Observe que, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
 <POPR=>

|PQI| [|PR]]

Assim, o angulo 6 é univocamente determinado pela igualdade (x)
acima.

Se @ = Re @ # P, entdao o angulo ZQPR ¢ definido como sendo 0.

TEOREMA 1.7. Seja U um espago euclideano. Considere P, Q) e R
pontos em U, distintos dois a dois e seja 0 = ZQPR. Entao

d(Q, R)* = d(P,Q)* + d(R, P)* — 2d(P,Q)d(P, R) cos 6.

Prova: De fato, sejam v = PQ, v = PR e w = QR entdo w = v — u.
Calcule < w,w >=<v—u, v—u>=<v,v > -2<v,u>+ <u,u>.
Portanto, [[w]|? = ||v||*> — 2|Jul|]|v]] cos 0 + ||u]|?, ou seja, d(Q, R)* =
d(P,Q)*+ d(R, P)> — 2d(P,Q)d(P, R) cosf. O

O teorema acima mostra que vale a le: dos cossenos em um espaco
euclideano.

DEFINICAO 1.8. Um sistema de coordenadas afins em um espago
euclideano U, > = (O, eq,...,e,), € chamado de sistema de coorde-
nadas ortogonal ou sistema de coordenadas euclideano se (ey, ..., ey)
for uma base ortonormal do espaco vetorial associado V.

EXEMPLO 1.9. No espaco euclideano R?, considerando-se em R? o
produto interno usual, os pontos Py = (a,b), P, = (a+cosf, b+send)
e P, = (a — senf, b+ cos®) determinam um sistema ortogonal de
coordenadas.

De fato, chamamos:

e1 = PyPy = (cosf, send) ey = PyPy = (—senb, cosf)

entdo {e1,es} € uma base ortonormal de R* ¢ > = (Py, e1, €3) € um
sistema ortogonal de coordenadas em R2.
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TEOREMA 1.10. Um sistema de coordenadas afins >, = (O, ey, ..., €,)
em um espaco euclideano U é um sistema de coordenadadas euclideano
se e somente se a distdncia entre os pontos A = (aq, ...,an)z e B =
(b1,....,bn)y> puder ser expressa por:

n

d(A,B) = | > (b — a;)* (%)

=1

Prova: Seja ) = (O, ey, ..., e,) um sistema de coordenadas euclideano
em U. Consideramos os pontos A = (ai,...,a,)y € B = (b1, ..., b,)y.
Entdo AB = """ | (b; — a;)e;.Assim

d(A, B) = |[AB|| = /< AB,AB > —

pois (e, ..., €,) ¢ uma base ortonormal de V.

Reciprocamente, assumimos que Y = (O, ey, ...,e,) é um sistema de
coordenadadas afins em U e que a distancia entre os pontos A =
(ai,...,an)y € B = (by,...,b,)y possa ser expressa por ().

Pelo axioma (i) da definigdo de espaco afim dados o ponto O e os
vetores e;, j = 1,...,n, existem pontos Pp,..., P, em U tais que
GJ'IOP]‘, jzl,,n

Portanto P, = (1,0, ...,0)s, ..., P, = (0,0, ..., 1)y e por hipotese temos
que:

dO,P)=1, j=1,....n; d(P,P)=V2, i#j, 1<ij<n.
Da formula dada na Proposicao anterior temos que cosf = 0 para o
angulo 0 = ZP,PyP;, i # j. Isso significa que {OP,...,OF,} forma

uma base ortonormal de V. Como e¢; = OF;, 1 < j < n temos que
> =(0,ey,...,e,) € um sistema de coordenadas euclideano. O

i(bi - az’)Q,
i=1

2. Vetor Normal a uma Variedade Afim

Seja U um espaco euclideano associado a um espaco vetorial V. Se
P é uma variedade afim com subespaco diretor S, entao, como toda
variedade afim é um espaco afim, podemos olhar P como espaco eu-
clideano com respeito ao produto interno em S, que é induzido pelo
produto interno de V. Dessa forma diremos que P é uma variedade
afim euclideana de U.

DEFINICAO 2.1. Seja U um espaco euclideano de dimensao m. Seja
P uma variedade afim euclideana de U. Um vetor, nao nulo, n € V é



34 2. ESPACOS EUCLIDEANOS

chamado de vetor normal a P se < n,s >= 0 para todo vetor s em S,
onde S € o subespaco diretor de P.

Dessa definicao concluimos que um vetor nao nulo n € V é normal a
P se e somente se n € S*, onde St é o complemento ortogonal de S
em V.

TEOREMA 2.2. Seja P uma variedade afim euclideana em um es-
paco euclideano de dimensao finita U. Se A € um ponto de U que nao
pertence a P entdo existe um tnico ponto B € P tal que o vetor AB é
normal a P.

Além disso, d(A, B) < d(A, X) para todo X # B, X € P.

Prova: Sejam V o espago vetorial associado ao espago euclideano U e
W o subespaco diretor de P.
Seja C' um ponto de P. Lembrando que V =W @ W+ escrevemos:

CA=w+uw'

comw €W euw € W
Pelo axioma (i) da defini¢do de espaco afim, dados C' € P e w € W
existe um tnico ponto B tal que CB = w. Agora,

BA=CA-CB=(w+uvw)—w=u'

Portanto AB € W™, isto é, AB é normal a P.

Para provar a unicidade considere B’ um ponto de P tal que AB’ seja
normal a P.

Entdo BB’ = AB' — AB € W', mas BB’ pertence a W. Lembrando
que WNW+ = {0} temos BB’ =0, e entdo B = B'.

Agora, se X é um ponto qualquer de P temos AX = AB + BX com
< AB,BX >=0.

Assim, ||AX|]? = ||AB||?> + ||BX||> > ||AB||*> a menos que B = P.
Entao, d(A, X) > d(A, B) paratodo X # B, X € P. O

O ntumero real, d(A, B), obtido no teorema acima, é chamado de dis-
tancia do ponto A ‘a variedade afim P que serd denotada por d(A,P).

EXEMPLO 2.3. Considere R® como espaco euclideano associado
ao espago vetorial R® munido do produto interno usual. Seja > =
(O, e1,...,e5) o sistema de coordenadas euclideano em que {eq, ... e5}
¢ a base canoénica de RP.

Considere a variedade euclideana:

P ={(1,0,0,0,0)s + ale; +e2) + B(es —e3) : o, f € R}
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O subespago diretor de P é S = [(e1 + e2), (e5s — e3)]. Observe que o
ponto A= (0,0,1,1,0)s ¢ P.

Vamos calcular a distdncia de A a P, para isso precisamos encontrar o
ponto B = (1 + a,, ay, —50,0,50)2 € P tal que AB seja normal a P.

Como AB = (1 + ay)er + apes + (1 — Bo)es — ey + Boes € St =
le1 — e, eq,e3 + es] achamos B = (1/2,-1/2,-1/2,0,1/2)y e assim
d(A,P) = [|AB|| = V2.

3. Vetor Normal a um Hiperplano

Nesta secao veremos que um hiperplano pode ser descrito usando-se
apenas um ponto e um vetor normal.

TEOREMA 3.1. Seja U um espago euclideano de dimensao m. Seja
H um hiperplano de U com subespaco diretor S. Seja n um vetor
normal a 'H e fire B um ponto em H. FEntao um ponto X € 'H se e
somente se < BX,n >= 0.

Prova: De fato, se X € H entdo BX € S e como n € S+ tem-se que
< BX,n >=0.

Reciprocamente, se X é um ponto de U tal que < BX,n >= 0 entdo
BX € [n]L, mas n sendo normal a H temos que n € S*, o que &
equivalente & inclusio S C [n]*. ComoH ¢é um hiperplano de U, a
dimensdo de § ¢ m — 1 que ¢ a dimensao de [n]*. Donde concluimos
que S = [n|t eentdo X e H. O

Veremos a seguir o que o Teorema acima nos diz quando temos fixado
em U um sistema de coordenadas euclideanas.

TEOREMA 3.2. Seja U um espaco euclideano de dimensao m. Seja
H um hiperplano de U. Seja n um vetor normal a 'H e fixe B um
ponto em H. Fize em U um sistema de coordenadas euclideanas, >, =
(O,e1,....em). Sen =aje;+- -+ omen e B=(by,...,by)y entdo uma
equacao para o hiperplano 'H é:

Ty + - Ty, = d,
onde d =3" bioy.
Prova: Pelo Teorema 3.2 um ponto X = (x4, ...,2n)y de U pertence
a H se e somente se < BX,n >=> " (z; — bj)a; = 0.

Assim se chamarmos d = )", b;a;, concluimos entdo que um ponto
X = (21,... ,xm)z de U pertence a H se e somente se
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a1y + -+ apxy, = d. O

Portanto uma equacao para o hiperplano H é:

arxy + -+, =d (**)

Ezercicio: Prove que o numero real d, do teorema acima, é indepen-
dente da escolha do ponto B = (B, ...,by)y em H.

Observagao. Consideramos a equacao (**) de um hiperplano, H, dada
no Teorema 3.2. Dado um ponto A em U, A ¢ H. Pelo Teorema 2.2
existe um tnico ponto B € H tal que AB é normal a H, mas como
H & um hiperplano temos AB = kn, para algum k¥ € R. Assim se
A= (ay,...,an)y entdo B = (a1 + ko, ..., apm + koy, )y Substituindo
em (sx) temos:

ag(ay + kag) + ... + apl(am + kay,) = d,

ou seja,

Em particular, se o ponto A = O for a origem do sistema de coorde-
nadas euclideanas em U entao

d(O, H) = ———.

EXEMPLO 3.3. Consideramos R® como espaco euclideano com um
sistema de coordenadas euclideanas fixado. Seja H o plano dado pela
equacao:

r+2y—224+4=0

Um vetor normal a H é n = (1,2,-2), que tem mddulo ||n|| = 3.

Portanto a distincia da origem do sistema de coordenadas fixado ao
hiperplano H ¢ d(O, H) = 4/3.
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TEOREMA 3.4. Seja U um espaco euclideano de dimensao m. Fize
em U um sistema de coordenadas euclideanas, >, = (O, ey, ...,en,). Se
Q1. .., Oy 840 NUMeros reais tais que at+- - -+a2, # 0 entdo a equagio

oL+ Ty, = d

representa um hiperplano em U que tem n = areq + - - + Qe COMO
um vetor normal.

Prova: Chamamos
H = {X = ([Eh ,Im)z cUu: a1+t Ty, = d}

Vamos provar que H é um hiperplano em U/ que tem o vetor n =
oa1e1 + -+ - + ey como um vetor normal.

Como, por hipotese, a? + -+ + a2, # 0, temos que o sistema linear
a1y + - - + T, = d é indeterminado, portanto podemos considerar
A = (ar,...,an)y ¢ B = (by,...,by)y dois pontos distintos em H. O
vetor AB = (a; —by)ey+- -+ + (@ — by ) e pertence ao subespaco [n]+,
pois < AB,n >= " (a; — b;))ay = d —d = 0. Assim o subespago
diretor de H estd contido em [n]*. Por outro lado seja v = yie; +
oo+ Ymeém € [n]t. Consideremos o ponto P € U tal que AP = v.
Vamos provar que P € H, dai concluiremos que v esta no subespaco
diretor de H e teremos entao que H é um hiperplano que tem n =
oa1€1 + -+ + ey como um vetor normal.

Pela sua definicdo P = (a1 +71,...,am + ¥m)y. € ja que < v,n >=
a1y + -+ QY = 0 temos que aq(a; +v1) + -+ A (@ +7m) = d,
istoé Pe'H. 0O

4. Semi-Espago

Sejam U um espaco euclideano de dimensao m e H um hiperplano
de U. Fixando em H um ponto A e um vetor normal n, temos deter-
minados por H dois semi-espacos em U que sao definidos por:

S ={Yeu :<AY,n> >0}
So={YeU :<AY,n> <0}

Consideramos agora Y, = (O, ey, ..., e,) um sistema de coordenadas
euclideanas em U. Se H é um hiperplano de U vimos na secao anterior
que uma equacao para H, em relagio ao sistema Y, é do tipo:

a1 + Ty + ... + T, = d,
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onde n = aje; + ... + a6, ¢ um vetor normal a H. Sejam A =
(a1, ..., )y €Y = (Y1, ..., Ym)y entdo

< AY ,n >=
(y1 —ar)oq + oo + (Ym — @)y =
a1y1 + oo + Y — (anag + ... + apay,) =
aryr + ... + apym +d
pois ajaq + ... + apa,, = d.

Concluimos que os semi-espacos Sy e Sy caracterizam-se pelas inequa-
coes:

Sty + gy + oo + Ay —d >0

So oy + aoys + oo + Y —d < 0

EXEMPLO 4.1. No R? com o produto interno usual os pontos A =
(1,2,4) e B = (2,—1,—3) pertencem a semi-espagos opostos relativa-
mente ao plano 7 : 20— 3y —z = 0 enquanto que os pontos A = (1,2,4)
e C'=(0,0,1) pertencem ao mesmo semi-espago.

5. Variedades Afins Ortogonais

DEFINICAO 5.1. Seja U um espaco euclideano associado a um es-
paco vetorial V' de dimensao m e sejam P! e P? variedades afins de
U com subespacos diretores St e 82, respectivamente.Dizemos que a
variedade afim P é ortogonal & variedade afim P? se S' O (S2)" ou
(SH*" o 82

Observamos que se P! é ortogonal a P? entao P? é ortogonal a P*.
De fato, se S' D (82)" entdo (SY)" C ((S?)7)* = S2. Portanto,
P2 ¢ ortogonal a P'. De modo anilogo provamos para o caso em que
S o s,

Diremos entdo que P! e P? sdo ortogonais quando S; D (52)L ou
(SH" o &2

Duas variedades afins sao perpendiculares se elas forem ortogonais e
concorrentes.
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TEOREMA 5.2. Se P ¢ uma variedade afim de dimensio p e A €
um ponto de U, entdo existe uma unica variedade afim P’ de dimensao
m — p, que passa por A e é perpendicular a P.

Prova: Seja S o subespaco diretor de P. Sabemos que subespaco S+
tem dimensao m —p. A variedade afim que passa por A e tem a direcao
de S+ satisfaz as condicoes do enunciado pois S & S+ = V.

Agora, seja P’ uma variedade afim de dimensao m — p que contém o
ponto A e seja perpendicular a P. Se S8’ é o subespaco diretor de P,
como P e P’ sio perpendiculares, devemos ter S C (8')" ou S+ C &
Como sabemos que dimS’ = m — p e dimS+ = m — p, entdo S’ = S+
e, assim, P’ é a variedade afim construida acima. O

Observacao. As variedades afins P e P’, que satisfazem as condi¢des
do enunciado acima, possuem um tnico ponto em comuin.

De fato, como § & &' = V temos que S NS’ = {0}, entdo, se a
variedade afim P NP’ nao for vazia ela terd dimensao 0, e portanto ela
sera um ponto. E claro que P e P’ nio sio paralelas. Se P e P’ fossem
reversas a dimensao da variedade afim gerada pela uniao de PN P seria
dimPV P =dimP+dmP' +1=p+(m—p)+1>m=dimV, o
que é uma contradicao. O

O ponto B = P NP’ chama-se projecao ortogonal do ponto A em P.

O exemplo a seguir mostra que nao ha unicidade da variedade eu-
clideana perpendicular a P se nao impusermos que a sua dimensao
seja m — p.

EXEMPLO 5.3. Consideramos R® como espaco euclideano associ-
ado ao espaco vetorial R® munido do produto interno usual. Seja > =
(O, e1,...,e5) o sistema de coordenadas euclideanas em que {ey, ..., e5}
¢ a base canodnica de R°.

Consideremos a variedade euclideana:

P =1{(1,0,0,0,0)y + c(e1 +e2) + B(es —e3) : o, B € R}

O subespago diretor de P € S = [(e1 + e2), (€5 — e3)]. Observemos que
o ponto A= (0,0,1,1,0)s ¢ P.

O ponto B = (1/2,-1/2,-1/2,0,1/2)s: € P € tal que AB ¢ um vetor
normal o P.

Como St = [e1 — eq, €4, €3 + €5 vemos que as variedades euclideanas
Pl e P? que passam por B e tém a diregio de St = [AB,e4] e S? =
[AB, e, — e5] respectivamente, sio perpendiculares a P e tém dimensdo

2.
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A wvariedade euclideana que passa por A, é perpendicular a P e tem
dimensao 5 —2 =3 é:

P'={(0,0,1,1,0)5 + aler — e2) + Bes +y(ez +es5) s @, 8,7 € R}

O ponto B =P NP =(1/2,-1/2,-1/2,0,1/2)s € a projecio orto-
gonal do ponto A em P.

FEzxercicio: Usando a notacao do Teorema acima prove que se A € P
entdo a reta determinada por A e B é perpendicular & variedade P.
Prove também que essa reta tem a direcao de um vetor normal a P.

Ezercicios.

(1) No R* com o produto interno usual:

(a) Calcule a distancia entre os pontos A = (1,0,—1,1) e B =
(—1,2,1,—1).

(b) Dé equagdo de uma reta que passa pelo ponto médio do segmento
AB e é perpendicular a reta determinada por A e B.

(c) Determine um ponto C' € R* tal que o triangulo ABC' seja equi-
latero.

(2) Considere em R? o produto interno dado por < X,Y >= 2xy, +
xoys onde X = (x1,x2) e Y = (y1,¥2).

(a) Mostre que os pontos Py = (0,0), P, = (1/v/2,0) e P, = (0,1)
determinam um sistema de coordenadas ortogonal em R2.

(b) Prove que um ponto A = (a;,a) € R? dista 1 de P, se e somente
se 2a? +a3 = 1. (Essa ¢ a equagao da circunferéncia de centro Py e raio

1)
OBS.: Nos exercicios de (3) a (9) use o produto interno usual em R?.

(3) No R? considere os planos: 7 : x+y—2+3=0 e m:2z—y—1=
0.

a) Calcule d(A,m) e d(A,m) onde A = (—1,1,1).

b) Ache a distancia da origem O = (0,0,0) a intersecao m; N 7.

a) A= (1,1,1) e a cota de C' é maior do que a de A;

()

(b)

(4) Ache o vértice B de um triangulo retangulo ABC sabendo que:
()

(b) a hipotenusa AC' é ortogonal ao plano = +y — z — 10 = 0 e mede

o lado AB é ortogonal ao plano 2x —y — z = 0.

w

C

(c)
(5)

Determine a projecao ortogonal
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a) do ponto A = (4,0, 1) sobre o plano 7 : 3z — 4y + z = 0,
b)daretar:z+1=y+2=32z—3sobreoplano7m:x—y+2z=0.
6) Ache o simétrico de P em relagao a reta r:

a) P=1(0,2,1) r: X =(1,0,0)4+ A(0,1,—1)

b) P=(1,1,-1) r: %2 =y==z

7) Ache equagoes paramétricas da reta simétrica da reta r em relagao
ao plano 7 sendo r determinada por A = (1,0,0) e B = (0,—1,—1) e
Tir+y—z=3.

(a)
(b)
(6)
(a)
(b)
(7)

(8) Um cubo tem diagonal AB e uma de suas faces esta contida no
plano m : z —y = 0. Determine seus vértices dados A = (1,1,0) e

B =(1,3,v2).

(9) Determine o ponto de 7 : 2z —y+ 2z — 2 = 0 tal que a soma de suas
distancias a P e () seja minima nos seguintes casos:

(a) P=(2,1,0) e Q = (1,—1,-1);

(b) P=(2,1,0)e Q= (1,-1,2);

() P=(2,1,0)e Q= (0,1, —1).

(10) No R? com o produto interno usual considere os planos 7 : 2z —
3y+z=0em : x—3y—2—2 = 0. Esses planos determinam
quatro diedros. Chame de [ o diedro que contém B = (3,2, —1), e de

I1 o diedro que contém A = (1,0,0). Quais pontos da reta o : X =
(1,2,—2) + A(—1,1,1) pertencem a I e quais pertencem a [I?

(11) Considere R* como espago euclideano munido do produto interno
usual. Seja Y = (O, eq, s, 3, e4) um sistema de coordenadas ortogonal
em R?* em que {e1, e, €3, ¢4} € a base canonica de R™.

Seja P a variedade euclideana que passa pelo ponto A = (1,0,0,—1) e
tem a direcdo do subespaco S = [e; + €2, 61 — e4].

(a) Determine a variedade euclideana P’ que passa por A, é perpendic-
ular a P e tem dimensao 2.

(b) Prove que P\/ P’ = R.

(¢) E possivel achar uma reta que seja paralela simultaneamente a P e
a P’'? Justifique.

(12) Seja S é um subespago vetorial de V com 1 < dimS < m. Fixe
um ponto A em U. Verifique que

R={XclU:<AX,s>=0 Vsc S}

é uma variedade afim euclideana cujo subespaco diretor é S+.






CAPITULO 3

Transformacoes Afins

1. Transformacgoes Afins

Sejam U' e U? espacos afins associados aos espacos vetoriais V! e V2
respectivamente. Seja f : U' — U? uma funcdo. Para cada ponto
A € U"' definimos uma funcao ¢4 : V! — V? da seguinte forma: para
v € V4 seja B o tnico ponto de U tal que v = AB,

¢a(v) = ¢a(AB) = f(A)f(B).

TEOREMA 1.1. Se ¢4 for uma transformacao linear, entao para
todo ponto A’ € U" a funcdo ¢ coincide com a funcdo ¢ 4.

Prova: Usando o axioma (i) da defini¢ao de espago afim, dados v € V'
e A" € U" podemos achar B’ € Y' tal que v = A’B’. Vamos provar
que ¢4(v) = ¢a(v). Usando o axioma (ii) da defini¢do de espago afim
escrevemos:

AR = AB — AX

AN F(B') = [(A)J(B) = fF(A)f(A).

Como ¢4 é uma transformacao linear obtemos:
¢a(A'B') =
PA(AB') — pa(AA) =
FA)F(B) = f(A)f(A) =
fANf(B') =
¢ (A'D).

Entao ¢a(v) = ¢pa(v), para todo v em V!, e assim ¢4 = ¢ 4.0
O teorema acima mostra que dada uma funcao f : U' — U? a condigao

de que a funcao ¢4 seja uma transformagao linear implica que ¢4 esta
determinada independentemente da escolha do ponto A.
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DEFINIGAO 1.2. Uma fungio f : U' — U? é chamada de trans-
formacao afim se ¢ for uma transformacao linear para algum ponto
A € U'. Essa transformacao linear serd denotada por ¢ e chamada de
transformagao linear associada o transformacao afim f.

EXEMPLO 1.3. Seja U um espaco afim associado a um espaco ve-
torial V. Fize um vetor vg € V. A funcdao f U — U definida por:

f(A>:A+U0 VAelu

é uma transformacao afim cuja transformacao linear associada é a
func¢ao identidade em V.

De fato, fixe um ponto A, € U e vamos determinar a fun¢ao ¢4, .
Seja v € V. Pelo arioma (i) da defini¢cio de espaco afim existe um
tinico ponto B, € U tal que v = A,B,.

Como ¢a,(v) = da,(AoBo) = f(A)f(Bo), f(As) = As+uo e f(B,) =
B, + vy, entao A,f(A,) = vo = Bof(B,).

Pelo Teorema 1.9, que fala da ler do paralelogramo em U, temos que
m = f(Ao)f(Bo) e iss0 nos diz que ¢Ao (AOBO) = AoBo ou Seja ¢Ao
€ a funcao identidade.

A transformagao afim f : U — U definida por f(A) = A+vy é chamada
de translacao pelo vetor vy.

EXEMPLO 1.4. Seja U um espaco afim associado a um espaco ve-
torial V. Fize um ponto Ay em U e um niumero real p. A func¢ao

f U — U definida por:
f(X) = Ag + p(AgX)
€ uma transformacao afim denominada de homotetia de centro Ay e
raza0 p.
A transformacao linear associada é a homotetia v € V — pv € V.

De fato, vamos provar que ¢4, -V — V € essa homotetia.
Seja v €V e escreva v = A,B,. Por definicao temos:

( ¢Ao (AOBO) = f(Ao>f<Bo)7
+

)=
mas, f(Ao) = Ao (B ) =4, p(A B,), entao Ao f(B,) = p(AoBo).
Portanto ¢a, (v ) 4, (AoBo) = Aof(B,) = p(A,B,) = pu.
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EXEMPLO 1.5. Mais geralmente, dados dois pontos A e B de um
espaco afim U associado a um espaco vetorial V' e uma transformacao

linear T :V — V a funcao [ :U — U definida por
f(X)=B+T(AX)

¢ uma transformacao afim cuja transformacao linear associada € T e

satisfaz f(A) = B.

O Teorema que segue d4 uma caracterizacao geométrica das transfor-
macoes afins.

TEOREMA 1.6. Uma funcio f : U' — U? é uma transformacdo

afim se e somente se a imagem por f de uma reta qualquer em U*, 1 :
X = A+ MAB, for um ponto, no caso em que f(A) = f(B), ou for

uma reta que passa por f(A) e tem a dire¢iao de f(A)f(B).

Prova: Suponhamos que f : U* — U? seja uma transformacdo afim.
Entao a funcao ¢ : V! — V2 definida por

¢(PQ) = f(P)f(Q), VYPQeU

¢ uma transformacao linear.
Consideramos a reta, r : X = A+ AB, em U'. Como ¢ ¢ linear temos

$(AX) = ¢(ANAB) = A\o(AB) = Af(A) f(B).

Sabemos que ¢(AX) = f(A)f(X), por defini¢do, entdo f(A)f(X) =
A (A)f(B) o que implica f(X) = f(A)+Af(A)f(B). Assim se f(A) =
f(B) temos que f(X) = f(A) para todo X em U' e neste caso a
imagem de f é o ponto f(A). Caso contrario temos que f(X) = f(A)+
Af(A)f(B), ou seja, a imagem de f é uma reta que passa por f(A) e
tem a diregdo de f(A)f(B).

Reciprocamente suponhamos que a imagem por f de uma reta qualquer
em U, r: X = A+ NAB, seja o ponto f(A) ou seja uma reta que
passa por f(A) e tem a direcdo de f(A)f(B). Em qualquer um desses
casos podemos supor que f(X) = f(A) + Af(A)f(B).

Fixamos um ponto A, € U* e consideramos a fungao ¢4, : VI — V2
definida por ¢a,(A4,Q) = f(A,)f(Q). Vamos mostrar que ¢4, ¢ uma
transformacao linear.

Vamos provar inicialmente que ¢4,(Au) = A4, (u), para todo A € R e
para todo u € V1.
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Sejam A € R e u € V!. Usando o axioma (i) da definigao de espago
afim escrevemos u = A,B,, e A\u = A,X. Entao

$a,(Mu) = ¢a,(AA,B,) =
$a,(AX) =
f(Ao) f(X) =
Af(Ao) f(Bo) =
AP, (AB,) =
AP, (u),

pois a imagem por f da reta X = A, + aA,B, ¢ f(X) = f(A,) +
af(Ao)f(Bs).

Agora sejam u,v € V. Vamos provar que ¢4, (u+v) = da,(u)+da, (v).
Usando o axioma (i) da defini¢ao de espago afim escrevemos u = A,B, e
v = A,C,.Se u = av para algum o € R temos que v+u = (1+a)v € V?
entao pelo caso anterior, concluimos a tese. Caso contrario, ou seja,
quando A,, B, e C, nao pertencem a mesma reta, consideramos o ponto
D = B,+(1/2)B,C, que pertence a reta determinada por B, e C,. Por
hipotese temos que f(D) = f(B,) + (1/2)f(B,)f(Cy).

Como na demonstragao do Teorema 2.14 construimos o ponto E =
A, + 2A,D entdo temos que A,E = u + v. Assim

¢Ao (u + U) = ¢Ao (AOE) = 2¢Ao (AOD) - 2f(Ao)f(D>

Mas
f(Ao) (D) = f(Ao) [(B,) + f(Bo) [ (D) = ¢a,(u) + (1/2) f(B,) f(C)

€

F(A) (D) = f(A) f(Co) + f(Co) (D) = da,(v) = (1/2)f(Bo) f(Co).

Portanto

P, (1) + ¢a,(v) = 2f(Ao) f(D) = ¢pa,(AE) = ¢a,(u+v). O

2. Matriz de uma Tranformagao Afim

Seja U um espago afim associado a um espaco vetorial V de dimensao n.
Sejam f : U — U uma trasformacao afim e ¢ : V — V a trasformacao
linear associada.

Vamos agora expressar a transformacao afim f em termos de um sis-

tema de coordenadas afins de U fixado, > = (O, ey, ..., €,).
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Sejam (b, ..., bp)s s (1, -, Tn)s € (Y1, .., Yn)y as coordenadas afins de
f(O),de X € U e de f(X) € U respectivamente.

Sendo M = (a;;), 1 < i,j < n a matriz da transformacao linear ¢,
em relagdo & base {ey, ..., e, } e lembrando que f(O)f(X) = ¢(OX), ou
que f(X) = f(O) + ¢(OX) temos:

yi:ZaijIj—i—bi, i:1,...,n (*)

j=1

ou equivalentemente

n T by
: — M| o
Chamamos [ = (b;) a matriz n x 1. Podemos assim expressar as

equacoes (*) matricialmente na forma:

Y1 Ty
2 ( s ) :
Yn 0 1 e
1 1

: M . :
A matriz ( 0 ? representa a transformacao afim f relativamente

ao sistema de coordenadas afins ) .

EXEMPLO 2.1. Consideramos R?® como espaco afim associado ao
espaco vetorial R3. Fizamos em R3 um sistema de coordenadas afins,

Z = (0,61,62763)-

Denotamos por f : R3 — R3 a translacdo pelo vetor vy, isto €,
f(A) = A+, VAcR?

Vimos que a transformacao linear associada a f € a funcao identidade.
Se f(O) = O+/UO = (a‘a b7 6)27 X = (xlax%xfi)z € f<X> = (y17y27y3)z
entao a representacao matricial da translacao pelo vetor vy é:

1 1 00 a T

y | | 01 00 T

y3 | | 0O 0 1 ¢ T3
1 0001 1
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EXEMPLO 2.2. Seja R? espaco afim associado ao espaco vetorial
R2. Consideramos o sistema de coordenadas afins >, = (O, e1,e3) em
R2. Fizamos o ponto A, = (a, b)z em R? e o niimero real p. Denotamos

por [ : R? — R? a homotetia de centro A, e razio p, isto ¢,
F(X)=A,+ pAX.
Vimos que a tranformacao linear associada a f € a homotetia:
¢ :R* — R?, ¢(v) = puv.
Nessas condigoes
f(O) = A, + pA,0 = ((1 = pa, (1 = p)b)y-

pois Of(O) = A,f(O) — A,O.
Se X = (z1,22)5- € f(X) = (y1,92)5 @ representagio matricial da
homotetia de centro A, e razao p é:

U1 p 0 (1—pa T
Y2 = 0 p (1 - P)b T2
1 00 1 1

Consideremos agora dados um sistema de equagoes lineares com coefi-

cientes em R:
n

yi:Zaijxj+bi, 1=1,...n
j=1

um espago afim U e um sistema de coordenadas afins > = (O, ey, ..., ;)
em U.

Deixamos para o leitor verificar que a funcao que ao ponto de coorde-
nadas afins (z1, ..., xn)z faz corresponder o ponto de coordenadas afins
(Y1 ey yn)Z é uma transformacao afim de U em U cuja transformacao
linear associada é representada pela matriz M = (a;;) em relagdo a
base (eq, ..., e,).

Com a mesma notagao anterior chamamos 5 = (b;) a matriz n x 1.
Essa tranformacao afim pode ser representada pela matriz

M p
0 1
em relagao ao sistema de coodenadas afins ) .

DEFINICAO 2.3. Uma transformacao afim f : U — U é chamada
de transformacao afim central se f fiza algum ponto de U.
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TEOREMA 2.4. Seja A, um ponto em um espaco afim U. FEntao,
toda transformacao afim f : U — U pode ser expressa de forma unica
como um produto f = hg, em que g € uma transformacao afim central
que fiza o ponto A, e h € uma translacao.

Prova: Consideramos h a translacio dada pelo vetor A,f(A,); entao
a transformacdo g = h™'f fixa o ponto A, e, por construcdo,f = hg.
Essa representacao de f é tnica pois f(A,) = hg(4,) = h(A4,), assim
a transformacao h deve ser a translacao pelo vetor A,f(4,). O

Observacao: O teorema acima interpretado em termos de matrizes diz
que toda matriz M € M, (R) pode ser expressa de forma tinica por um
produto de matrizes da forma:

(0 5)=(5 )V 1)

(1) Sejam U' e U? espagos afins.

(a) Prove que se uma funcao f : U' — U? ¢ uma transformagao
afim entao f leva reta paralelas em retas paralelas.

(b) Prove que se f : U' — U? ¢ uma transformagao afim entdo
a imagem por f de uma variedade afim P! de U', f(P!), é uma
variedade afim em U2.

Ezercicios.

(2) Considere f : R?* — R? a transformagio afim cuja representagao
matricial é:

Yo | = 11 2 T
1 00 1 1

Ache a imagem por f de cada uma das retas abaixo e descreva geome-
tricamente a variedade afim encontrada.

(a) 1 = 9

(b) 21‘1 — Ty = 3
(3) Seja U um espaco euclideano de dimensao n e seja f : U — U uma

transformacao afim. Prove que a imagem por f de um semi-espaco é
um semi-espago.

(4) Ache uma transformagao afim f : R?> — R? tal que f(P) =
Qi, 1=0,1,2 sendo
Py =(0,0), P, =(1,0), P, =(0,1),
QO - (172)7 Ql = (17 _1) € 2 = (07 1)

Dé a forma matricial de f.
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(5) Ache uma transformagiao afim f : R® — R? tal que f(FP)
Qi;, 1=0,1,2,3 sendo
P(]:(l,o,l), Plz( ,1,1 5
QO = (17271)7 Ql = (_17270)7 QQ

Dé a forma matricial de f.
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