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1 Variedades Projetivas e Fibrados Vetoriais

1.1 Espaco Projetivo

O espago afim A™ possui uma compactificacao natural P™ obtida adicionando um
ponto no infinito em cada direcao. Esta compactificacao serda chamada espago pro-
jetivo e nesta se¢ao vamos mostrar como defini-la e algumas propriedades.

Definicao 1.1. O espaco projetivo P ¢ o conjunto dos subespagos de dimensao 1
de C™*1,



O espago projetivo pode ser interpretado como o quociente

(o)

Y

P’I”L

onde ~ denota a relacao de equivaléncia de dois pontos que estao sobre a mesma
reta através da origem ou seja, (xg,...,%,) ~ (Yo,--.,Yn) se existe A € C tal que
A#0e (xo,...,2,) = (Mo, ..., Ayn). Um ponto no espago projetivo P"* pode ser
visto como uma classe de equivaléncia

[(zo..., )] = {(Ax0, ..., Azy); A € C, X # 0}

Denotamos um ponto em P por um representante de sua classe de equivaléncia
e para distinguir a classe de equivaléncia de um representante usamos a seguinte
notagao [zo : ... : x,| para a classe de equivaléncia e dizemos que [z : ... : ;] s@o
coordenadas homogéneas.

Seja U; = {[zo: ... x,) € P";x; # 0}. Com a fungao
Zo Tn
N — .1, —
[0 x]H(xi %)

identificamos cada U; com um C" e assim obtemos uma cobertura do espago projetivo
com espagos afins. Pensando no U; como a parte finita de P" e em P \ U; como
os pontos no infinito podemos ver de varias maneiras o espaco projetivo escolhendo
diferentes U; como a parte finita.

1.2 Variedades Projetivas

Vamos definir nesta se¢ao o que serao variedades projetivas. Dizemos que um polind-
mio F' € Clzy, ..., ,] ¢ homogéneo de grau d se F(Axg, ..., \1,) = MNF(zg...,2,).
Observe que se um ponto (zg . .., x,) é tal que F(xy,...,z,) = 0entao F'(Azo, ..., A\x,) =
0 para todo A € C. Logo o conjunto de zeros de um polindémio homogéneo esta bem
definido em P™.

Definicao 1.2. Uma variedade projetiva V' em P™ é o conjunto de zeros de uma
colec¢@o de polinomios homogéneos em n + 1 variaveis ou seja, V- = V({ F; },cr) C P™.

Ezemplo: A variedade projetiva V = V(2% + y? — 2%) C P? ¢ chamada de conica.
Esta conica pode ser escrita como V = (V NU,)U(VNU,)U(VNU,). Em U, esta
conica pode ser escrita como x? + 32> — 1 = 0 ou seja, é um circulo. Por outro lado
em U, e em U, a conica sera dada pelas equagoes 1+ y> — 22 =0ea?+1—22 =0
ou seja, hipérboles.

Temos em geral assim como no exemplo que toda variedade projetiva pode ser escrita
como uniao de variedades afins usando a mesma decomposi¢ao.

1.3 Fibrados Vetoriais Algébricos

Nesta secao variedade significa variedade algébrica abstrata, a definicao e algumas
propriedades podem ser consultadas em [7] e [9].
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Definicao 1.3. Um fibrado vetorial de dimensao n sobre uma variedade X é uma
variedade E e um morfismo p: £ — X chamado projecao tal que as seguintes
condigoes sao satisfeitas:

e Existe uma cobertura aberta | J, U; de X tal que existem isomorfismos
pi:p (Ui) = Uy x C"

de forma que o seguinte diagrama comuta:

pt i—>U><C”
\l

onde 7w é a projecao no primeiro fator

e Os isomorfismos ¢; sao compativeis no seguinte sentido: Em U; NU; a compo-
sicao
gOiOQOJ-_li UZHUJ XC”-)Ul XU]' x C"
¢ da forma (z,v) — (z, A(z)v), onde A: U;NU; = GL,(C) é um morfismo de

variedades.

Fixando um x € X observamos que esses isomorfismos ¢; induzem um isomor-
fismo de variedades entre p~1(x) e C"*. Com isso obtemos uma estrutura de espago
vetorial em cada fibra e usando a segunda propriedade na definicao de fibrados ve-
toriais obtemos que esta estrutura nao depende do U; escolhido que contém x.

Observe que o morfismo X % E definido por  +— ¢; !(x,0) estd bem definido,
este morfismo é chamado de secao zero do fibrado vetorial. Todo fibrado vetorial
possul uma se¢ao zero.

Definigdo 1.4. Seja F 2 X um fibrado vetorial e seja U C X um aberto. Uma
secao de F sobre U é um morfismo U = F tal que po s é a identidade em U.

Sabemos que todo fibrado vetorial admite ao menos uma secao, a se¢ao zero.
FExemplos:

Fibrado Trivial: O fibrado trivial sobre X é
XxC& X

onde p é a projecao na primeira coordenada.
Observe que uma secao deste fibrado é dada por x + (z, f(z)), onde f é uma funcao
regular em X. Portanto uma secao do fibrado trivial é o mesmo que uma funcgao

regular X ENY

Fibrado Vetorial Tautologico: Seja X C P" uma variedade projetiva. Seja
B = {(z,]) € C"*' x Pz € I} com a projecio B & X. B % X ¢ um fibrado
vetorial de dimensao 1 sobre X.



2 Teorema de Grothendieck

2.1 Fibrados vetoriais sobre P*(k)

Fibrados vetoriais sobre Al(k)

Nesta segdo vamos mostrar que todo fibrado vetorial p: E — Al(k) ¢ trivial. Para
isso mostraremos que as segoes globais I'(A'(k), F) sao finitamente geradas como
modulo sobre k[t] e usando o teorema de classificagao de modulos sobre dominios de
ideais principais concluiremos que I'(A!(k), E) ¢ livre sobre k[t].

Proposigao 2.1. E ¢ um fibrado vetorial trivial se, e somente se, T'(Al(k), E) ¢ um
k[t]-modulo livre.

Demonstragdo. Observe que se E ¢ trivial entao é claro que T'(Al(k), E) é livre. Se
(Al (k), F) é livre entao uma base deste médulo sera um conjunto de segoes L.i. que

formam uma base em cada fibra e portanto E é trivial.
m

Proposigao 2.2. T'(Al(k), E) é finitamente gerado como um k[t]-médulo.

Demonstra¢ao. Temos um conjunto finito de polindémios { f;} tais que E é trivial
sobre Uy, e Al(k) = Uy,.

Para cada Uy, existe um conjunto finito de se¢oes {s;} C I'(Uy, E) que geram
I'(Uy,, E) como O(Uy,)-mdbdulo.

Dada uma segao s € I'(Uy,, F) existe N € N tal que f¥s € I'(A'(k), E). Por-
tanto temos um conjunto finito de segoes {s;} C I'(A'(k), E) tal que {Si|Uf } geram

I'(Uy,, E) como O(Uy,)-modulo.
Dado s € T'(A'(k), E) temos que

_ i i
SlUfi = ;rjsjbfi,rj € O(Uy,).
Existe N € N tal que g/ = f¥r} € k[z] para todo i,j. Temos

ooy (), se e Uy,
gi(@) = {0, sex € V(f)

Temos

s =) gjs;
J
e como Al (k) = J U~ existem Q; € k[z] tais que > Q;f¥ = 1. Logo
=T,
g

Portanto {s;} geram T'(A!(k), E) como um k[t]-médulo. O

Proposigao 2.3. T'(Al(k), E) é um k[t]-modulo livre.
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Demonstragao. Seja M = T'(Al(k), E). Pelo teorema 1.3, temos que M ¢ finitamente
gerado sobre k[t] e como k[t] é um dominio de ideais principais pelo teorema de
classificagao de modulos sobre um dominio de ideais principais temos que M =
Mp & T, onde Mg é um modulo livre e T' é o submoédulo de torgao de M.

Basta mostrarmos agora que M nao tem elemento de torc¢ao ou seja, 7' = 0.

Seja f € k[t] e s # 0 € M, vamos mostrar que fs =0= f = 0.

Se s # 0 existe # € Al(k) tal que s(z) # 0. Existe uma vizinhanca aberta U de x
em Al(k) tal que p~*(U) = U x k™. Portanto s é da forma s(y) = (s1(y), ..., 5.(¥))
para y em U.

Como s(z) # 0 algum s; é tal que s;(z) # 0, logo existe uma vizinhanca aberta W
de z tal que s;(y) # 0 paray € WNU.

Como z € WNU temos que W NU # () e como W NU é aberto temos que W N U
é infinito.

Se fs = 0 temos que fs;(y) = 0 para todo y € W NU e portanto f(y) = 0 para
todoy € WNU. Como W NU ¢ infinito concluimos que f tem infinitas raizes e
portanto f = 0.

Assim, M = Mg e portanto M é livre. O]

Observagao: Na verdade vale o teorema mais geral que todo fibrado vetorial
E % A™ ¢ trivial. Este teorema é conhecido como teorema de Quillen-Suslin e foi
um problema posto por Serre em [8] e resolvido por Daniel Quillen e Andrei Suslin
independentemente em 1976. Mais sobre este topico pode ser consultado em [5].

Fibrados vetoriais sobre P!(k)

Dado um fibrado vetorial de dimensio m, E £ P'(C) temos que E’UY, i=20,1,¢6

trivial, onde U; sao os abertos afins de E. Logo E é isomorfo a variedade obtida
colando Uy x A™ e U; x A™ identificando Uy \ {0} x A™ e U; \ 0 x A™ através de
uma bijecao ¢: Up \ {0} x A™ — U; \ 0 x A™ da forma (s,v) — (s, A(s, s7')v),
onde A(s,s™!) ¢ uma matriz inversivel para todo s # 0.

Proposigao 2.4. Os elementos inversiveis de k[s,s™!| sdo os da forma as™, com
ackencl.

Demonstragao. Temos que (as™)(a"ts™™) = 1 logo todos elementos desta forma sao
inversiveis. Defina as fungdes gr*(p) = a maior poténcia de s em p e gr~(p) = a
menor poténcia de s em p.

Observe que temos gr*(p) = gr~(p) < p é da forma as™ e como k é um corpo temos

que gr(p) > gr=(p), gr*(pq) = gr*(p) +gr"(q) e gr—(pq) = gr~(p) + gr~(q) se
p.q € kls,s7'].
Logo se pg = 1 temos 0 = gr™(p) + gr*(q) e 0 = gr~(p) + gr—(q) =

gri(p) > gr-(p) = = —gr (q) > —gr*(q) = gr"(p)
= grt(p) = gr=(p) e gr*(q) = gr~(q) = p e ¢q sdo da forma as". O

Temos que E esté definido exceto por um isomorfismo pela matriz A e se tro-
carmos os isomorfismos de trivializacao obtemos uma matriz A’ tal que

Al(s,s7h) =V(sHA(s, s HU(s).
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Pela proposicao 2.4 temos que det A(s,s™!) = as™ para algum a € C e n € Z.
Segue que:

Proposicao 2.5. Classes de isomorfismo de fibrados vetoriais de dimensao m sobre
P!(C) correspondem bijetivamente a classes de equivaléncia de matrizes m x m
sobre Cls, s7!] tais que det A(s,s™) = s", n € Z, onde a relagao de equivaléncia é
a seguinte: A(s,s™!) ~ A'(s,s7!) se existirem matrizes inversiveis U(s) sobre C[s] e

V(s71) sobre C[s™!] tais que A'(s,s71) = V(s 1) A(s, s 1)U (s).

2.2 Forma Canodnica para matrizes sobre k[s, s™!]

Proposigao 2.6. Se A ¢ uma matriz m x m sobre k[s, s7!] com determinante igual
a s" para algum n € Z, entdo existem matrizes inversiveis U(s) e V(s7!) tais que

S0 0
0 s™ 0
V(s’l)A(s, s’l)U(s) = _
0 0 g™

comry > 719> ... > 7y, r; €Z e os r; sdo unicamente determinados por A(s,s™!).

Demonstragao. Seja

s 0 0
0 s 0
D(Tla ) Tn) = .
0 0 s™
Suponha que existam duas matrizes D(rq,...,r,) e D(r},... 7)) equivalentes a

A(s,s1). Logo existem matrizes inversiveis U(s) e V(s™1) tais que

V(s HD(r1,...,mm) = D(r}, ..., 7 )U(s).

r'm

Se A ¢ uma matriz, seja Aj""* o determinante obtido eliminando as linhas com

indice em {1,...,m}\{i1,... i} e as colunas com indice em {1, ..., m}\{j1,...,jr}.
Entdo temos (AB)S "7 = 3~ Aleois Btk

J1yeesJk s 1y Jk
r1<---<Tg
/

Usando essa igualdade em V (s~ 1) D(ry,...,r,) = D(r},...,r.)U(s) temos que

r'n

L (5T s = gk ()
para todo iy < --- < ig. Para algum i; < --- < i; temos Ullllzk (s) #0.

Logo ri + -+ 1, < ry +---+ 1, para algum i3 < --- < 4, e portanto
ri 4+ +7), <1+ -+ 7 para todo k. Multiplicando por V(s™1)™! pela esquerda
e por U(s)™! pela direita em V(s 1) D(ry,...,r,) = D(r},...,7,)U(s) e repetindo
o argumento nos da ry + -+ +rp < r] + -+ + r; para todo k e portanto r; = r},
1=1,...,m.

Agora resta provar a existéncia. Primeiramente multiplique A(s,s™!) por uma
poténcia s", n € N U {0}, de forma que s"A(s,s™!) seja uma matriz polinomial
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B(s). Multiplicando pela direita por uma matriz U(s) adequada podemos obter
uma matriz B'(s) com b, # 0 e b, = 0,4 = 2,...,m. Temos que b;; = s
para algum k; € N U {0} pois det B(s) é uma poténcia de s. Vamos terminar a
demonstracao por indugao no tamanho m da matriz. Para m = 1 o resultado é
trivial. Seja By a matriz (m — 1) x (m — 1) obtida eliminando a primeira linha e a
primeira coluna de B. Pela hipotese de indugao existem matrizes Va(s™') e Us(s)
tais que V(s 1) BylUs(s) = D(ka, ..., kp), com ky > -+ k,.

Portanto
skv0 o0
k
10 1 0 cg 52 -0
Ole) = (o V2>B<o Uz) R

Cm o+ 0 gkm
com ¢; € k[s,s7!], i = 2,...,m. Subtraindo k[s~!]-multiplos da primeira linha
das linhas 2, ..., m, o que corresponde a multiplicar pela esquerda por uma matriz

V(s™1), podemos assumir que ¢; € kls|.

Agora considere todas as matrizes no mesmo formato de C'(s) que sao equivalen-
tes a B(s). Podemos escolher uma matriz entre essas de forma que k; seja maximal
pois k1 < grau(det B(s)) devido ao fato de ko, ks, ..., k;, > 0. Vamos mostrar que
neste caso k; > k;, i = 2,...,m. Suponha que k; < k; para algum 7. Subtraindo
um k[s~!]-multiplo adequado da primeira linha da i-ésima linha obtemos uma ma-
triz do mesmo formato com ¢; = s"*1¢/(s). Agora troque a primeira linha com a
i-ésima linha para obter uma matriz polinomial B’(s) tal que o mdc dos elementos
da primeira linha ¢ s com &} > k; + 1. Agora aplicando em B’(s) o mesmo proce-
dimento aplicado em B(s) nos da uma matriz C’(s) do mesmo formato de C(s) com
K} > ki, uma contradi¢ao pois k; é maximal. Portanto podemos assumir que k; > k;,
¢; € k[s], 1 = 2,...,m. Subtraindo k[s]-multiplos adequados das colunas 2,...,m
da primeira coluna obtemos uma matriz do mesmo formato com grau(c;) < k;. Mas
entao grau(c;) < k; logo um k[s~!]-multiplo adequado de s** ¢é igual a ¢; e portanto
uma multiplicacdo a esquerda por uma matriz V(s~!) nos da uma matriz do mesmo
formato com ¢, = --- = ¢,, = 0. Logo, permutando linhas e colunas se necessa-
rio, existem ky,...,k,, € NU {0} tais que k; > --- > k,,, e matrizes U(s), V(s7!)
inversiveis tais que

V(s)s"A(s,s YU (s) = V(s HB(s)U(s) = D(k1, ..., kn).
Multiplicando por s™" obtemos V(s ')A(s,s 1) U(s) = D(r1,...,rm), onde r; =
2.3 Teorema de Grothendieck

Seja O(n) o fibrado vetorial sobre P!(C) definido pela matriz A(s,s™!) = s™". Temos
que o fibrado vetorial definido pela matriz

st 0 0

0 s™ 0
D(ry,...,rm) = _

0 0 s™



¢ igual a soma direta O(—7r1) ® O(=13) & -+ B O(—1y,).
Temos entao o Teorema de Grothendieck:

Teorema 2.7. Se F ¢ um fibrado vetorial algébrico de dimensao m sobre P!(C)
entdao F é isomorfo a uma soma direta de fibrados vetoriais de dimenséao 1

E=0(k)®O0(ks) ® - ® Okn)

com ki > ko >k, ki € Z, e 0s k; sao unicamente determinados pela classe de
isomorfismo de E.

3 Quocientes em geometria algébrica

3.1 Quocientes

Seja GG um grupo algébrico agindo em uma variedade X isto é, através de um mor-
fismo G x X — X. Nosso objetivo é construir um "bom"quociente para esta agao.
"Bom"pode ter dois significados neste contexto:

1. Espaco de orbitas: E quando o conjunto de 6rbitas X /G possui uma estru-
tura de variedade.

2. Quociente Categorico: Dizemos que ¢: X — Y é um quociente categorico
de X por G se todo morfismo X — Z que é constante nas orbitas se fatora
através de ¢.

Nosso objetivo sera construir quocientes categéricos com boas propriedades geomé-
tricas. Isto sera feito usando a teoria geométrica de invariantes de Mumford.

3.2 Quociente Afim

Suponha que X é variedade afim e que buscamos um quociente que também é uma
variedade afim. Uma ideia é tomar o anel de invariantes A(X )% e definir o quociente
como sendo SpecmA(X)¢

Temos o morfismo inclusao A(X)Y — A(X) que induz um morfismo de variedades
afins X — Speem(A(X)).

Agora resta a questao de quando Specm(A(X)“) sera uma variedade afim, o que se
traduz em A(X)Y ser uma k-dlgebra finitamente gerada e sem nilpotentes. Temos
que A(X)Y nao tem nilpotentes pois A(X) nao tem nilpotentes.

Agora temos apenas: A(X)® é finitamente gerado?

A resposta em geral para esta questdao é nao porém para uma classe de grupos
chamados redutivos(que inclui os GL,,, SL,, PGL,, etc.) a resposta é sim.

Agora temos que isso é suficiente para construirmos quocientes no caso afim.

“)

Teorema 3.1. Seja GG um grupo redutivo agindo em uma variedade X. Entao existe
uma variedade afim Y e um morfismo ¢: X — Y tal que:

1. ¢ é constante nas orbitas;



2. ¢ & sobrejetora;

3. se U é um aberto de Zariski de Y, o homomorfismo induzido ¢*: A(U) —
A(p71(U))% & um isomorfismo;

4. se W C X é um fechado de Zariski G-invariante, entao ¢(W) ¢é fechado em Y;

5. se Wi, Wy C X sao fechado de Zariski G-invariantes e W, N W5 = (), entao
o(W1) N gp(W2) = 0.

Corolario 3.1.1. 1. Para cada aberto de Zariski U C Y, U é um quociente
categorico de ¢~ 1(U) por G;

2. Se ¢(x1) = ¢(x9), entdo G.xy N G.xq # ;

3. Se G age em ¢~ '(U) com orbitas fechadas, entao U = ¢~ (U)/G(ou seja, U ¢é
um espago de orbitas).

3.3 Estabilidade

Suponha que X C P". Para construir um quociente podemos tomar uma cobertura
afim de conjuntos abertos invariantes de X, construir os quocientes afins e depois
colar esses quocientes. Nem sempre podemos cobrir X dessa forma porém sempre
podemos construir um quociente de um aberto de X, a uniao dos conjuntos abertos
invariantes.

Observe que para a agao de G em X estender para k[zo,...,x,] ela deve ser
linear. Se f ¢ um polindmio nao constante G-invariante para esta agao entao
X¢={r € X; f(x) # 0} é um aberto afim invariante de X.

Definicao 3.2. Um ponto z € X é

e semi-estdvel para a acdo de G se existe f € k[xo,...,x,] homogéneo e invari-
ante de grau maior que 0 tal que f(x) # 0;

e cstdvel para a agao de GG se x possui estabilizador finito e existe f como acima
tal que G age em Xy com orbitas fechadas.

Lema 3.3. Os subconjuntos X** (X?) de pontos semi-estdveis (estdveis) de X sao
abertos G-invariantes de X e as condigoes do teorema

Demonstragao. [
Definigao 3.4. ¢: X — Y &

e um bom quociente de X por G se ¢ é um morfismo afim (isto ¢, a imagem
inversa de cada aberto afim em Y ¢é afim) e as condigoes do teorema 3.1 séo
satisfeitas;

e um quociente geométrico se ¢ um bom quociente e um espago de orbitas.



Teorema 3.5. Se G é redutivo entao:
1. existe um bom quociente ¢: X** — Y e Y = X*°/ /G é projetivo;

2. existe um aberto Y* de Y tal que ¢! (Y*) = X® e Y* = X*/G é um quociente
geomeétrico de X*®/G;

3. para x1,xs € X%, ¢(x1) = ¢(12) & G.x1 N G.xy #

4. se € X*, x é estavel se e somente se x tem estabilizador finito e G.x é fechado
em X°°.

3.4 Critério Numérico

Em geral é muito dificil calcular o anel de invariantes de uma agao para poder fazer
o quociente. Por outro lado, para mostrar algumas propriedades do quociente basta
saber quais sao os pontos estaveis e semi-estaveis da agao. Para isso Hilbert mostrou
um critério para o caso em que G = SL(n) e este mesmo critério foi posteriormente
generalizado por Mumford para o caso em que GG é um grupo redutivo qualquer.

Proposicao 3.6. Seja X C P" uma variedade projetiva e G um grupo redutivo
agindo linearmente em X. Seja xr € X e & € k"™ um ponto sobre x. Entao:

e 1 é semi-estavel se e somente se 0 € G.7;

e 1 ¢ estavel se e somente se o estalizador de Z ¢é finito e G.Z é fechado em k"1,

Acoes de k*
Suponha que k* age linearmente em uma variedade projetiva X C P". A agao
induzida em k"' pode ser diagonalizada, logo existe uma base ey, ..., e, de k™!

tal que t.e; = t"e; para inteiros 7;.
Escolha & € k"™ tal que & € z € X e escreva & = Yi;e;, logo

Defina

w(z) = mazx{—r;z; # 0},
Logo p(x) é o unico inteiro p tal que o limite lim, o t*(t.2) existe e é diferente
de zero. Observe uma mudanca da escolha do Z s6 altera o valor de t.z por uma
constante e

Obeserve que

p(z) > 0 < limt.2 nao existe,
t—0

wx) =0« lir% t.2 existe e ¢é diferente de zero.
—
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3.5 Exemplos

Pontos em P!

Considere o espago vetorial V,,11 = {f = >_ a;2" 'z} de polindmios homogéneos de
grau n. Chamaremos de forma binaria de grau n um elemento de P(V,,,4).
Podemos representar uma forma binaria por um f € V41 nao nulo. Cada f € V11
pode ser fatorado em fatores lineares e portanto determina um conjunto de n pontos
contados com multiplicidade em P*. Por outro lado, dado n pontos (contados com
multiplicidade) em P! podemos obter uma forma bindria. Logo a agdo usual de
SL(2) em P! induz uma agao em P(V,, ;). Vamos usar isso para descobrir quais as
formas binéarias que sao estéveis e com isso ver quais as distribui¢coes de pontos em
P! que sao estaveis para a agao usual de SL(2) em P!

Sabemos que cada subgrupo 1-paramétrico de SL(2) é conjugado a um da forma A,

para algum r > 0, onde
0
)\r(t) - (0 t—r) .

Levando em conta a formula p(z,\) = u(gr,gAg™') vemos que basta verificar o
valor de p para os A da forma A,. Sabemos que uma forma binéria é nao-estével(nao-
semiestéavel) se, e somente se, ¢ equivalente sob a a¢ao de SL(2) a uma forma binéria
f tal que u(f, A\.) <0(< 0) para algum r.

Vemos que

/\T(t)(z a;xl " rh) = Z @ g gn=igt
Logo a acao de A, é diagonal com a base usual de V1 e

= M(Z a;xy ') = r(n — 2ig),

onde iy é o menor valor de 7 tal que a; # 0. Logo p < 0(< 0) se, e somente se,
a; = 0 sempre que 7 < §(i < §), isto é, se, e somente se, o ponto [1 : 0] ocorre como
um ponto de multiplicidade > %(> %) para a dada forma. Observando que a acao
de SL(2) é transitiva nos pontos de P! temos que:

e a forma binaria ¢ estavel se, e somente se, nenhum ponto de P! ocorre como
um ponto de multiplicidade > Z;

e a forma binéria ¢ semi-estavel se, e somente se, nenhum ponto de P! ocorre
como um ponto de multiplicidade > 7.

4 Representagao de Aljavas

4.1 Aljavas e Representacgoes de Aljavas

Defini¢ao 4.1. Uma aljava () é uma quadrupla (Qo, Q1, ¢, f), onde Qg é o conjunto
de vértices, Q1 é o conjunto de flechas e ¢, f: Q1 — @y sao fungoes que levam uma
flecha ao seu inicio e fim, respectivamente.

11



Exemplos de aljavas:

Exemplo 1:
e — o
Exemplo 2:
° ) > )
Exemplo 3:
»
Exemplo 4
QO
& =~
U
Exemplo 5
>
[ ] [ ]
~_

Definicao 4.2. Uma aljava Q' = (Qf, @1, ¢, f') é dita subaljava de @ se Q) C Qo,
Q1 C Q1, (@) C Qp, f(Q)) C Qe e fsao as respectivas restrigoes de c e f.

Seja k um corpo. A partir de agora todo espago vetorial V' considerado serd um
k-espaco vetorial.

Definicao 4.3. Uma representacao de uma aljava @) ¢ da forma M = (M., M,) s q,
onde M, & um espago vetorial para cada x € Qo, e My: Mooy — M) sao trans-
formagoes lineares, para cada a € Q).

Logo uma representacao de uma aljava é apenas associar a cada vértice um espago
vetorial e a cada flecha uma transformagao linear.

Se cada M, em uma representagao M tiver dimensao finita dizemos que M tem
dimensao finita, ¥ dim;M, é a dimensao de M e que dimM = (dimM,).eq, € 0
vetor dimensao de M.

Ezxemplo :

onde a flecha é a identidade.

Um homomorfismo entre representagoes ¢ um homomorfismo entre espagos vetoriais
que é compativel com as flechas ou seja, dadas representacoes M, M’ um homomor-
fismo g: M — M’ ¢ dado por g = (9z)zeq,, onde g,: M, — M. sao transformagoes
lineares tais que para cada « € (); o seguinte diagrama comuta:

9e(a)
M)y — Mc,(a)

v | | o

95 ()
Myy — M}(a)
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Ezxemplo:

Um loop é uma aljava composta de um vértice ¢ e uma flecha « tal que c¢(a) = f(a).
Uma representagao do loop é um par (V,h), onde V é um espago vetorial e h um
endomorfismo de h. Um isomorfismo u: (V,h) — (W, g) é um isomorfismo linear
u: V. — W tal que gu = uh.

Escolhendo uma base para V' e para W podemos identificar h e g com matrizes
H,G € M,,. Portando H = UGU !, onde U é a matriz correspondente a u. Logo
classes de isomorfismo de representagoes correspondem a classes de conjugacao de
matrizes n X n.

Dadas duas representacoes M, M’ de uma aljava () podemos construir uma repre-
sentacao M @ M’ fazendo (M & M'), = M, & M, e usando os mapas usuais entre
somas diretas.

Quando uma representacao M pode ser escrita como uma soma direta de represen-
tagoes P @ (Q onde P # 0 e () # 0 dizemos que M é decomponivel, caso contrario
M é dita indecomponivel.

Observe que toda representagao pode ser decomposta como soma de incecomponi-
veis. A unicidade da decomposicao é dada por:

Teorema 4.4 (Krull-Schmidt). Os indecomponiveis aparecendo na decomposi¢ao
sao unicos exceto por ordem e isomorfismo. Mais precisamente, se Vi,...,V; e
Wi, ..., Wy sao representacoes indecomponiveis tais que Vi &...6V, = W d.. . dW;
entao s = t e existe uma permutacao o € 5; tal que V; = W, ;) para todo 1 <i <t

4.2 Teorema de Gabriel

O Teorema de Gabriel responde a pergunta: Quais as aljavas possuem um conjunto
finito de classes de isomorfismo de representagoes indecomponiveis?

Teorema 4.5 (Teorema de Gabriel). Dada uma aljava @) e um vetor dimensao d,
entao () tem um numero finito de classes de isomorfismo de representacoes indecom-
poniveis com dimensao d se, e somente se, o grafo obtido "esquecendo"a orientagao
de @) é um dos diagramas Dynkin ADE.

4.3 Espaco de Médulos de Representacoes

Seja Q uma aljava e d um vetor dimensao. Nos casos em que nao temos o teorema de
Gabriel uma outra forma de classificar as representacoes de () com vetor dimensao d é
construir uma variedade de forma que cada ponto desta variedade esteja identificado
com uma representacao indecomponivel de () com vetor dimensao d. Como existe
apenas um espaco vetorial de dimensao d; podemos assumir que temos um espago
vetorial V; associado a cada vértice de ().

Seja k um corpo algébricamente fechado de caracteristica zero. Considere o
k-espaco afim Ry(Q) = @q.imjHomy(V;,V;). Este é um espago para todas as
representagoes de (Q com vetor dimensao d. O grupo Gy = [[ GL(V;) age em

1€Q0
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R4(Q) via (4:)i(Va)a = (gj © Va0 g7 a:isj. Observe que duas representacdes siao
isomorficas se, e somente se, elas estao na mesma oOrbita desta acao, logo as orbitas
desta acao correspondem a classes de isomorfismo de representacoes de () com vetor
dimensao d.

A teoria geométrica de invariantes nos diz entao que podemos construir uma
variedade tal que cada ponto corresponde a uma 6rbita desta acao.

5 Fibrados Vetoriais sobre P2

Seja M(c1, c2) o espago de modulos de fibrados vetoriais estaveis de dimensdo dois
sobre o plano projetivo P? com classes de chern ¢; e ¢;. Temos que esta variedade
M(cy, o) depende apenas do discriminante D = 4cy — ¢3 e usaremos a notagao
M(D).

Nesta se¢ao vamos mostrar uma maneira de calcular y(M(D)). O método de
calcular a caracteristica de Euler sera baseado no fato de que se um toro 1" age em
uma variedade suave X, entao x(X) = y(X7).

Temos a seguinte descricao dos fibrados vetoriais sobre P? com a acao de um
toro T

Teorema 5.1. A categoria dos fibrados vetoriais T-equivariantes sobre P? é equi-
valente a categoria dos espagos vetoriais com uma tripla de filtragoes decrescentes
E*(i), « =1,2,3,i € Z.

..CEi+1)CE*(i)CE“i—1)C...,
com E*(i) =0 parai> 0e E*(i) = F para i < 0.

Temos no caso de fibrados vetoriais de dimensao 2 sobre P? que o conjunto
M(D)™ ¢ finito e portanto x(M(D)) = x(M(D)T) = |M(D)T|.

Para encontrar o valor de ‘M(D)T’ precisamos calcular ¢; e co em termos das
filtragoes correspondentes. A partir deste ciaculo obtemos que ‘M(D)T‘ ¢ 0 nimero
de solugoes (aq, ag, a,) de

—D =a? + a% + a% — 2aqa8 — 2agay — 2aa,,

onde a,, ag, a, € N satisfazem as desigualdades triangulares.
Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.

X(M(D)) =

3H(D); D = —1(mod4),
3H(D) — 2d(2); D = 0(mod4),

onde H é a fungao de Hurwitz e d(n) é o namero de divisores do nimero n.

Coroléario 5.2.1. Existe apenas um niimero finito de valores D = 4c¢, — ¢? tais que

M(D)T = 0.
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