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Resumo

Guilherme da Costa Cruz. Homologia de Algebras Pseudocompactas: as fronteiras
da conjectura de Han. Dissertacido (Mestrado). Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

Esta dissertacdo possui como fio condutor a seguinte conjectura, proposta por Y. Han em 2006 e ainda
néo solucionada, acerca de algebras de dimensao finita: se a dimensido da homologia de Hochschild é finita,
entdo a dimensio global também é finita. Assim, iniciamos o texto com um capitulo introdutoério sobre os
dois conceitos de Algebra Homoldgica — e algumas das ferramentas da area — que concernem a conjectura.
Em seguida, apresentamos um panorama consideravel dos métodos utilizados para se tratar do problema
e detalhamos as diversas respostas parciais obtidas ao longo nas ultimas décadas. Tais trabalhos podem
ser enquadrados em dois tipos. O primeiro deles esta relacionado em encontrar exemplos que satisfazem o
problema — por exemplo, sua validade j4 foi verificada para algebras comutativas, monomiais e de grupos. Em
uma segunda direcdo, mostrou-se mais recentemente que certas extensdes de algebras preservam a conjectura
de Han. Em seguida, propomos tratar o problema por meio de um terceiro ponto de vista: investigar, além
do mundo das algebras de dimenséo finita, limites superiores para o reino das algebras que satisfazem a
propriedade acima. Para tanto, buscamos estudar a homologia de algebras pseudocompactas, isto é, algebras
topoldgicas que sdo limites de algebras de dimensio finita. Em especial, mostramos que certos resultados
sobre a dimenséo global de algebras de dimenséo finita continuam validos nesse mundo e verificamos que a

conjectura de Han ¢é valida para certas classes de algebras de grupos profinitos.

Palavras-chave: homologia de Hochschild; dimensao global; algebras pseudocompactas; conjectura de

Han; grupos profinitos; algebras associativas.






Abstract

Guilherme da Costa Cruz. Homology of Pseudocompact Algebras: the frontiers of
Han’s conjecture. Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University
of Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

The main thread of this dissertation is the following unsolved conjecture, proposed by Y. Han in 2006,
concerning finite-dimensional algebras: if Hochschild homology dimension if finite, then global dimension
is also finite. Therefore, the text begins with an introductory chapter about both concepts of Homological
Algebra concerning Han’s conjecture. We then present a considerable overview of the methods used to
address the problem and we give details on the various partial answers obtained over the past decades.
Such works can be classified in two types. The first one is concerned in finding examples satisfying the
conjecture - which have been seen to include commutative, monomial, Koszul, and group algebras. In a
second direction, it has been shown, more recently, that certain extensions of algebras preserves Han’s
conjecture. Next, we propose to address the problem through a third viewpoint: to investigate, beyond
the finite-dimensional scope, upper bounds for the realm of algebras satisfying it. To do so, we chose to
study the homology of pseudocompact algebras, that is, topological algebras which are given by a limit
of finite-dimensional algebras. In particular, we show that certain results about the global dimension of
finite-dimensional algebras remain valid in this world, and we verify that Han’s conjecture holds for certain

classes of profinite group algebras.

Keywords: Hochschild homology; global dimension; pseudocompact algebras; Han’s conjecture; profinite

groups; associative algebras.
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Introducao

E bastante conhecido que os primeiros conceitos de homologia e cohomologia surgiram
no estudo de espacos topologicos e variedades dentro do contexto que chamamos hoje de
Topologia Algébrica. Pode-se dizer que as primeiras ideias surgiram ainda no século XIX
com os trabalhos de B. Riemann (1851) e E. Betti (1871). Eles buscaram definir conceitos
de conectividade de superficies e medir isso a partir de certos niimeros, hoje conhecidos
como numeros de Betti. Na nomenclatura atual, eles correspondem aos postos dos grupos
de homologia (singular) de um espaco topologico e, intuitivamente, representam as quanti-
dades de “buracos” do espago topologico. Outro antigo resultado que enxergamos, hoje, a
partir de conceitos homolodgicos é o teorema das sizigias de Hilbert (1890), que trata da
“aproximacéo” de mddulos sobre anéis de polindmios por meio de mddulos livres. Ainda
no século XIX, ndo pode-se deixar o citar o “Analysis Situs” de H. Poincaré (1895), artigo
que marca o nascimento da Topologia Algébrica. Nesse trabalho, a palavra “homologia” é
utilizada para se referir a certas relagdes entre algumas variedades de mesma dimensao.
Uma delas seria a relacdo V; + ... + Vi ~ 0, que busca expressar que as (n — 1)-variedades V;
formam a borda de uma certa n-variedade. Apds essa publicacgao, diversos avancos foram
dados na area recém-formada e a homologia continuou sendo usada como importante
ferramente no estudo de espacos topoldgicos. Durante a década de 1920, foi observado
(por exemplo, por E. Noether (1925)) que a homologia nos fornece uma estrutura de grupo
abeliano. Isso lancou uma nova luz a teoria e, possivelmente, foi o passo inicial para o
surgimento de uma area independente focada nos aspectos algébricos da teoria.

Entre os anos 1940 e 1955, homologia e cohomologia também passaram a ser aplicadas
em algumas estruturas algébricas: a saber, grupos, algebras associativas e algebras de Lie.
Nessa mesma época, J. Leray também definiu a chamada cohomologia de feixes [Wei99,
p.797], utilizada tanto em Topologia Algébrica quanto em Geometria Algébrica. Nesse
mesmo periodo, uma indispensavel companheira da Algebra Homologica também estava
dando seus primeiros passos: a Teoria de Categorias. Hoje em dia, é quase impensavel
conceber a teoria homologica sem a linguagem de Categorias. Por exemplo, dois dos
conceitos mais basicos da area, Ext e Tor, sdo funtores. Além disso, a utilizacdo de diagramas,
que é essencial para a formulacdo dos diversos conceitos homologicos (complexos de cadeia,
modulos projetivos, sequéncias exatas, etc.) é largamente utilizada nessa teoria: do ponto de
vista de Categorias, as caracteristicas de um objeto nao sido dadas pelo objeto em si e, sim,
pelas suas relacdes com outros objetos, através das conhecidas propriedades universais. Por
outro lado, pode-se dizer que a Algebra Homoldgica também foi crucial para o surgimento
da teoria de Categorias, visto que S. Mac Lane e S. Eilenberg tratavam de um problema
mais concreto de cohomologia quando chegaram a ideia geral de funtores e categorias,



0 | INTRODUCAO

devidamente formulada num artigo de 1945 [Eall, p.195]. Alguns anos antes, em 1942,
eles haviam introduzido um conceito de funtor e também nomearam Ext pela primeira vez
[Wei99, p.803]. Apesar disso, Ext ainda néo era visto explicitamente como um um funtor,
mas, sim, como um grupo.

Apos esse periodo de formacao e experimentagao da (co)homologia em alguns contextos
diferentes, temos, no ano de 1956, um importante marco para a area: a publicacdo do
livro “Homological Algebra” de H. Cartan e S. Eilenberg. As diferentes teorias criadas
anteriormente sao, finalmente, englobadas e unificadas a partir de uma teoria geral de
(co)homologia, garantindo um sélido firmamento da entao inaugurada area de pesquisa.
Para tanto, eles introduziram, pela primeira vez, conceitos como os de mddulos projetivos
e de funtores derivados, além das notacdes Ext" e Tor, [Wei99, p.813].

Dentre as tantas teorias de homologia que surgiram durante e apo6s esse desenvol-
vimento, podemos citar: a cohomologia de de Rham (introduzida em 1931), que possui
diversas aplicacdes no estudo geométrico de variedades suaves; a cohomologia de Galois
(década de 1950) e a cohomologia étale (1960), bastante utilizadas em Geometria Algébrica
e Teoria dos Numeros; a cohomologia de André-Quillen (entre 1967 e 1974), que surge no
ambiente de Algebra Comutativa; a (co)homologia ciclica (década de 1980), que generaliza
a cohomologia de de Rham dentro do contexto de geometria ndo-comutativa.

Outra importante teoria homologica, e que serd o foco do deste trabalho, é a
(co)homologia de Hochschild, que foi definida, pela primeira vez, em 1945 [Hoc45]". Ela
pode ser definida de uma forma mais sintética utilizando os funtores Ext e Tor, o que foi
feito no livro de Cartan e Eilenberg [CE56, p.169]: explicitamente, sendo A uma algebra e
M um A-bimoédulo, seus n-ésimo grupos de homologia e de cohomologia de Hochschild
sdo dados, respectivamente, por

HH,(A, M) = Tor2®*"(M,A) e HH"(A, M) = Ext’g 1,(A, M).

No entanto, também levando em conta que tais funtores ainda nido estavam tdo bem
estabelecidos no ano da publicacdo de G. Hochschild, sua definicdo na época foi dada
explicitando um complexo de cocadeias com seu devido operador de cobordo.

Durante a década de 1980, através do desenvolvimento da chamada geometria néo-
comutativa por Alain Connes [Con94], torna-se possivel uma interpretagdo geométrica
para os grupos de homologia de Hochschild: seus elementos correspondem a formas
diferenciais. Outra nocdo geométrica que pode ser caracterizada por meio da homologia de
Hochschild é a de suavidade de algebras comutativas. Assim, através dessa teoria, podemos
analisar como tais conceitos se comportam no mundo ndo-comutativo.

Além dessas aplicacdes, sabe-se que os grupos de cohomologia de graus 0, 1 e 2 medem,
respectivamente, a comutatividade, a semissimplicidade e as extensdes de uma algebra.
Em especial, no caso de grau 2, isso permite entender as deformacgdes de uma algebra.
Por exemplo, se HH*(A, A) = 0, entéo a algebra A é rigida, ou seja, ela basicamente néo
pode ser deformada. Em outro aspecto, tal (co)homologia, munida a técnicas de geometria

! Para ser mais preciso, o artigo de G. Hochschild citado define somente os grupos de cohomologia, deixando
os grupos de homologia de lado.
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algébrica, também possui aplica¢des no estudo de representacdes. Em mais detalhes, para
cada modulo M, pode-se definir através da cohomologia de Hochschild uma variedade
algébrica, cujas propriedades geométricas podem codificar caracteristicas relevantes do
ponto de vista da teoria de Representacdes [Wit19, Chapter 8] (veja também [Cib88]).

Além dos funtores derivados, outra importante nogao homoloégica introduzida no livro
de H. Cartan e S. Eilenberg foi a de dimenséo global projetiva de um anel — que pode ser
interpretada como uma medida de o qudo longe um anel esta de ser semissimples. Durante
a década de 1950, houve uma profusdo de publicacdes — como na série de dez artigos
publicados na revista Nagoya Mathematical Journal com o nome de “On the Dimension of
Modules and Algebras” [Aus55; ENN56; Aus57; Kap58] — que estavam focadas em entender
as dimensodes homologicas e como propriedades de anéis poderiam ser entendidas a partir
delas. Tais esforgos trouxeram algumas recompensas valiosas: por exemplo, trabalhos de
M. Auslander, D. Buchsbaum e J.-P. Serre puderam resolver diversos problemas acerca de
anéis anéis regulares — que possuem um papel crucial em Geometria Algébrica. Ainda
sobre dimensdes homologicas, H. Bass publicou em 1960 [Bas60, p. 487] o que é hoje,
provavelmente, o mais antigo problema em aberto de Algebra Homolégica: a conjectura
da dimensao finitista.

Durante a década de 1970, P. Gabriel forneceu um ambiente concreto para o estudo de
algebras de dimensao finita: aljavas (i.e. grafos orientados). Ele mostrou que toda algebra de
dimenséo finita poderia ser associada — sem grande perda para o estudo de seus modulos —
a um quociente de uma algebra de caminhos [Gab80, §4.3]. Possivelmente estimulado por
tais resultados, surgiu um certo interesse na computagao da (co)homologia de Hochschild
dessas algebras, o que ficou claro na influente publicacdo de D. Happel [Hap89], na qual
cruciais resultados anteriores de C. Cibils também foram apresentados.

Um dos focos desta dissertagio reside essencialmente em uma observacio feita nesse
artigo [Hap89, §1.4]: se uma algebra possui dimenséo global finita, entdo sua cohomologia
de Hochschild é nula para graus suficientemente grandes; o que se pode dizer sobre a
reciproca? Uma resposta para a pergunta apenas foi encontrada em 2005, quando Bu-
chweitz, Green, Madsen e Solberg [BGMS05] publicaram um contraexemplo. Durante esse
tempo, foram realizados importantes trabalhos sobre a homologia: provou-se, para algebras
comutativas, que o anulamento da homologia de Hochschild é equivalente a finitude da
dimensao global; E. Skoldberg [Sko99] forneceu computagdes de dois tipos de quocientes
de algebras de caminhos; e outros também contribuiram para o estudo da homologia ciclica
— que é intrinsecamente conectada a de Hochschild. Levando tudo isso em consideracio,
e ap0s notar que o contraexemplo é bem comportado em relacdo a homologia, Y. Han
[Han06, 3.4] propos que a questao de Happel fosse reformulada para a homologia. Isto é,
ele propos a seguinte conjectura: uma algebra possui dimensao global finita se, e somente
se, sua homologia de Hochschild é anulada em graus suficientemente grandes.

Ja sao sabidas algumas respostas parciais para a conjectura: como citado acima, sabe-se
que ela é valida para algebras comutativas; no mesmo artigo em que a propds, Y. Han
também provou que ela é verdadeira para algebras monomiais [Han06, Thm 2]; artigos
mais recentes também mostraram que a classe das algebras que satisfazem a conjectura de
Han é fechada por extensdes “limitadas” [CLMS22; IM21].

Como pode-se notar no paragrafo anterior, dentre as maneiras usadas para tratar
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um problema, algo bastante comum ¢ tratar da pergunta para casos particulares e, nesse
sentido, exemplos tornam-se essenciais. Uma maneira de encontrar novos exemplos e
obter uma nova luz ao problema seria buscando generaliza-lo ou reformula-lo para um
novo contexto. Nesse sentido, a fim de generalizar propriedades de algebras de dimensédo
finita, uma classe bastante natural a ser considerada é a das algebras pseudocompactas, que
sdo dadas por limites (inversos) de algebras de dimenséo finita. Por exemplo, enquanto o
conjunto dos polinémio de grau menor que um numero natural fixado formam algebras de
dimenséo finitas, o limite delas nos da o conjunto das séries de poténcia, que contém todos
os anteriores e possui dimensao infinita. Outros exemplos importantes dessa classe de
algebras sdo dadas a partir de limites de algebras de grupos kG e de algebras de caminhos
kQ, nos fornecendo as chamadas algebras de grupos e de caminhos completas.

Uma motivacdo mais geral para o estudo de algebras pseudocompactas esta no fato de
que elas possuem um comportamento similar ao dos grupos profinitos (i.e. limites inversos
de grupos finitos), que possuem uma rica teoria. Historicamente, podemos dizer que eles
surgiram primeiro: apesar de que uma abordagem mais sistematica s6 tenha ocorrido
durante a década de 1960, exemplos de grupos profinitos sdo estudados desde o inicio do
século XX. Enquanto isso, o estudo de algebras pseudocompactas foi inaugurado pelos
trabalhos de P. Gabriel [Gab62] e A. Brumer [Bru66].

Estrutura e objetivos da dissertacao

No primeiro capitulo, descrevemos as bases de Algebra Homolégica necessarias para
tratarmos da conjectura de Han. Isso é feito em trés partes: na primeira, tratamos de
conceitos fundamentais como objetos projetivos, funtores derivados e Morita-equivaléncia;
na segunda, veremos a defini¢do da dimenséo global e como ela se comporta através de
varios exemplos; na terceira, apresentamos os grupos de (co)homologia de Hochschild e
suas propriedades basicas.

No capitulo seguinte, discorremos sobre algumas classes de anéis que possuem ca-
racterizacdes através de conceitos de Algebra Homolégica. Outras dessas classes foram
compiladas no apéndice A. Em especial, sintetizamos diversas caracterizac¢des de anéis
comutativos suaves, sendo que algumas delas foram estabelecidas somente nas décadas de
1990 e 2000. Tais anéis serdo utilizados no capitulo 3, no qual abordamos sobre a conjectura
de Han e os mais diversos avancos feitos até hoje para respondé-la. Em particular, compi-
lamos em tabelas todas as algebras, até onde sabemos, que satisfazem a conjectura e as
extensoes de algebras que a preservam. Quando possivel, apresentamos as demonstracoes
para alguns casos, exemplificando também alguns métodos de computacdo da homologia

de Hochschild.

Finalmente, abordamos no capitulo 4 sobre a homologia de algebras pseudocompactas.
Inicialmente, apresentamos sua definicdo e as maneiras de utilizar conceitos homolégicos
nesse mundo algébrico-topoldgico. Em seguida, generalizamos resultados sobre a dimensao
global que tornam legitimo o estudo da conjectura de Han nesse mundo. Enfim, mostramos
que, apesar de ser possivel construir um contraexemplo, ela é valida para alguns exemplos
pertinentes.
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Como conclusdo, apresentamos na discussao final alguns problemas que nasceram
naturalmente deste estudo e ndo foram resolvidos, mas que poderiam ser tratados em
pesquisas futuras.

Tendo em mente a extensdo do texto, propomos algumas trilhas rapidas de leitura a de-
pender do interesse do leitor. Primeiramente, nota-se que o capitulo 1 contém basicamente
preliminares para o restante da dissertagio; assim, o leitor que ja conhece os conceitos de
dimensao global e de homologia de Hochschild podera pula-lo. Em seguida:

« Para conhecer somente os resultados mais “originais” da dissertag¢do acerca de
algebras pseudocompactas, leia as se¢des 3.1, 4.1, 4.3 e 4.4.

« Caso o interesse esteja no estudo da homologia de Hochschild e, em especial, da
conjectura de Han para algebras de dimensao finita, basta ler o capitulo 3.

« Para entender como ferramentas homoloégicas podem ser utilizadas na teoria de
anéis (comutativos ou nio), leia o capitulo 2 e o apéndice A. Neste caso, a se¢do 1.3
é pouco utilizada.

Terminologia e Notacdes

Ao longo desta dissertacdo, assumimos que todo anel (e, em particular, toda algebra) é
associativo com unidade.

Em definicOes e teoremas, palavras entre parénteses sao utilizadas, em geral, para dizer
que elas sdo opcionais.

A palavra “bilateral” serd omitida quando falarmos sobre anéis bilateralmente artinianos
ou noetherianos ou sobre ideais bilaterais. Omitiremos, também, as palavras “a esquerda”
ou “a direita” quando for indiferente o lado de um modulo.

Para definir fungdes, utilizaremos frequentemente o seguinte: quando um conjunto
for denotado por uma letra maitscula (e.g. A), um elemento genérico desse conjunto sera
denotado pela letra minuscula correspondente (e.g. a ou a’).

Além disso, utilizaremos as seguintes notacdes como padrao:
e R é um anel arbitrario.

J(R) é o radical de Jacobson de R.

R-Mod (resp. Mod-R) é a categoria de R-mddulos a esquerda (resp. a direita).

R-mod e mod-R denotam as categorias de mddulos finitamente gerados.

Modulos arbitrarios de um anel serdo usualmente denotados por M, N, L e K.

« k é um anel comutativo de coeficientes, mas muitas vezes assumiremos — e o leitor
que preferir sempre podera assumir — que k é um corpo.

Se k for um corpo, k& denotara o fecho algébrico de k.

A é uma k-algebra.
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. ® denota o tensor sobre k, i.e. ® = Q.

Quando necessario, novas notagdes e suposicdes serdo elencadas no inicio de alguns
capitulos ou secdes.



Capitulo 1

Homologia de Algebras
Associativas

Neste capitulo, buscamos apresentar de maneira geral as duas no¢des homoldgicas que
estdo envolvidas na proposicdo da conjectura de Han: a dimenséo global e a homologia de
Hochschild. Para tanto, registramos, na primeira se¢ao, alguns dos preliminares necessarios,
como as nog¢des de modulos projetivos, injetivos e planos, dos funtores Ext e Tor e de
equivaléncia de Morita.

Buscando ser mais abrangentes, tratamos sempre que possivel de categorias abelianas
— ainda que seja possivel trabalhar com Algebra Homoldgica em ambientes nio-abelianos,
veja [nLa23]. Um dos motivos disso é que, no capitulo final, iremos tratar de uma categoria
que ndo é exatamente igual a categoria de mddulos de um anel. Mesmo assim, para
facilitar a leitura, o leitor que desejar podera sempre assumir que uma categoria abeliana é
simplesmente uma categoria de moédulos.

As referéncias basicas utilizadas para esse capitulo sdo os livros de Cartan e Eilenberg
[CE56], de Weibel [Wei94] e de Lam [Lam99].

1.1 Conceitos de Algebra Homolégica

Comecaremos definindo categorias abelianas, as quais nos fornecem o ambiente ade-
quado para se definir sequéncias exatas e provar propriedades cruciais para o desenvolvi-
mento de teorias homoldgicas, como o lema dos 5, o lema da serpente e tantos outros.

Definicao 1.1.1. Uma categoria A é abeliana se satisfaz as seguintes propriedades:
+ A possui objeto zero, produtos finitos e coprodutos finitos;
+ todo morfismo em .4 possui ntcleo e contucleo;
+ todo monomorfismo é um nucleo e todo epimorfismo é um conucleo.

Proposicao 1.1.2. Se A é uma categoria abeliana, entdo:
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a) A é aditiva, i.e. Hom 4(M, N) é um grupo abeliano para todos M, N e a composi¢do de
morfismos respeita a soma de morfismos.

b) O produto finito coincide com o coproduto finito.

¢) Todo morfismo f pode ser fatorado unicamente como composicio f = io p de um
monomorfismo i e um epimorfismo p. Além disso, i = ker(cokerf) e p = coker(ker f).

Demonstracgao. [Bor94b, 1.2.4,1.5.5,1.6.4]. O

Utilizando a tltima propriedade, podemos definir a imagem Im( f) de um morfismo
f+ M — N como o objeto dado por ker(coker f) ou, equivalentemente, por coker(ker f).
Isso nos diz essencialmente que, em categorias abelianas, vale o teorema do isomorfismo

Im(f) = M/ ker(f).

Definicao 1.1.3. Seja .A uma categoria abeliana. Um complexo de cadeias é uma familia
de objetos {C,},cz em A munida de morfismos 9, : C, — C,_; que satisfazem 9,9, = 0.
Tais morfismo serdo chamados de mapas de bordo. O n-ésimo grupo de homologia desse
complexo é definido por
ker(o
Hn(c*aa) = ( n) °

Im(an+1)

Dualmente, um complexo de cocadeias é uma familia de objetos {C"},cz em .A munida
de morfismos d" : C" — C"*! que satisfazem d"d"! = 0. Tais morfismos serdo chamados
de diferenciais. O n-ésimo grupo de cohomologia desse complexo é definido por

H(C d) = 1)
Im(d"1)

Em categorias abelianas gerais, o quociente possui uma definicdo em termos de propri-
edades universais que depende dos morfismo envolvidos. Assim, acreditamos ser legitimo
dizer que a definigdo de (co)homologia acima necessite de uma maior precisdo. Para tanto,
consulte [Rui].

Observacao 1.1.4. Acima, utilizamos a terminologia “mapas de bordo” para tratar de com-
plexo de cadeias, pois eles, de fato, sdo dados pelo bordo de simplexos no caso da homologia
singular de um espaco topoldgico. No caso de complexos de cocadeia, a nossa motivagéo
para o uso do termo “diferencial” vem do complexo da cohomologia de de Rham. Vale
ressaltar que, muitas vezes, este ultimo termo é utilizado para tratar indiscriminadamente
de complexos de cadeia ou de cocadeia.

Definicao 1.1.5. Uma sequéncia exata é um complexo de cadeias (C.,d) satisfazendo
H,(C.) = 0 para todo n; ou seja, ker(d,) coincide com Im(d,,) para todo n.

Agora, definiremos os conceitos de funtores derivados, que nos fornecem um processo
consideravelmente geral de se obter uma (co)homologia. Foi essa construcdo que permitiu H.
Cartan e S. Eilenberg a unificar as teorias de (co)homologia de grupos, algebras associativas
e algebras de Lie definidas durante a década de 1940.
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Antes disso, necessitamos dos conceitos de objetos projetivos e injetivos. Do ponto
de vista homologico, podemos dizer que médulos desse tipo sao os tijolos da categoria de
modulos de um anel.

Definicao 1.1.6. [CE56, p. 6] Um objeto P de uma categoria C é dito projetivo se satisfaz
a seguinte propriedade: para todo epimorfismo f : M — N e todo morfismo g: P — N,
existe um morfismo h : P — M tal que fh = g.

h lg
1z

M—L N

Dualmente, um objeto I de uma categoria C ¢é dito injetivo se satisfaz a seguinte propriedade:
para todo monomorfismo f: N — M e todo morfismo g: N — I, existe um morfismo
h: M —Italquehf =g.

I

<

~_h

8 AN
~

N
~

Um modo mais preciso de dizer que os dois conceitos da definicdo acima sdo duais é o
seguinte: um objeto é projetivo em C se, e somente se, ele é injetivo na categoria oposta
C°? (onde as flechas dos morfismos sao invertidos).

Precisaremos de tais objetos para construir o que chamamos de resolucgoes projetivas
(resp. injetivas) de um objeto M, o que é simplesmente uma sequéncia exata da forma

«—=>P—>P>M-—>0

(resp.0 > M > I° > T' > I* - -..).

onde cada objeto P; é projetivo (resp. cada I’ é injetivo). Quando tais resolucdes existem
para todo objeto de uma categoria, dizemos que ela possui suficientes projetivos (resp.
injetivos).

Seja F: A — B um funtor covariante exato a direita entre categorias abelianas.
Assuma, também, que .4 possui suficientes projetivos. Os funtores derivados a esquerda
de F, denotados por L;F : A — B (i > 0), sdo definidos da seguinte forma: tomando uma
resolucdo projetiva (P,),>o de M € A, definimos

LiF(M) = H/(F(P.))

Caso o funtor F seja contravariante, podemos assumir que ele é covariante quando o
consideramos partindo da categoria oposta .A°?. Nesse caso, devemos supor que .4 possui
suficientes injetivos para obter uma resolugao projetiva em .A°?.

Se o funtor F for exato a esquerda e .A possuir suficientes injetivos (ou suficientes
projetivos caso F seja contravariante), entdo definimos os funtores derivados a direita de F,
denotados por R'F : A — B (i > 0), da seguinte forma: tomando uma resolucéo injetiva
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(I")u>0 de M € A, defina
R'F(M) = H'(F(P,))

Alternativamente, podemos defini-lo a partir da seguinte identidade R'F = (L;F°?)°?, onde
F°P é o funtor oposto induzido F°? : A°? — 3°P.

Duas propriedades que seguem da defini¢ao sao:
« LF=FeR'F=F.

« Se P é projetivo (resp. I é injetivo), entdo L;F(P) = 0 (resp. R'F(I) = 0) para todo
i>0.

« Se F é um funtor exato, entdo L;F = 0 e R'F = 0 para todo i > 0.

Uma aspecto interessante dos funtores derivados é que, a partir de uma sequéncia exata
curta0 - K - L - N — 0 em A, temos induzida as sequéncias exatas longas:

w = LiF(K) > LiF(L) - L,F(N) — LoF(K) = LoF(L) — LyF(N) — 0

0 — R°F(N) — R°F(L) —» R°F(K) — R'F(N) — R'F(L) - R'F(K) — -

Para mais detalhes sobre funtores derivados, como a independéncia da definicdo em
relacdo a escolha das resolugdes projetivas e injetivas, a demonstragao da sequéncia longa
induzida e sobre a universalidade dos funtores, consulte [Wei%4, §2.4, 2.5].

Aqui estaremos focados apenas nos dois exemplos mais comuns de funtores derivados,
o Ext e o Tor, que séo os funtores derivados do Hom e do tensor respectivamente. Em mais
detalhes:

Definicao-proposicao 1.1.7. Seja .A é uma categoria abeliana com suficientes projetivos
e injetivos. Se M, N € A, definimos Ext"(M, N) (n > 0) como o grupo abeliano dado pelos
seguintes objetos isomorfos:

R"(Hom(M, —))(N) = H"(Tot(Hom(P,,I"))) = R"(Hom(—, N))(M)

onde P, é uma resolucdes projetiva de M e I* é resolucio injetiva de N e Tot(—) denota o
complexo total de um bicomplexo, veja [Wei%4, p. 8].

Agora, sendo M € Mod-R e N € R-Mod, definimos Torff(M, N) (n > 0) como
L,(M ®g —)(N) = H,(Tot(P, ®z Q.)) = L,(— ®z N)(M),

onde Q. é uma resolucio projetiva de N.

As demonstracoes dos isomorfismos enunciados acima podem ser conferidas em [Wei94,

§2.7].

A razdo para a utilizac¢do da notacdo Ext"(M, N) é o fato de que, no caso de modulos,
tais grupos estdo em correspondéncia com classes de equivaléncia das n-extensoes de M
por N, isto é, sequéncias exatas da forma

0>N->X,1—>>Xo—>M-—>0
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Jano caso do Tor, pode-se ver que ele esta fortemente conectado com a nocao de torcio
de grupos abelianos, veja [Wei%4, §3.1].

Como ja percebemos, os funtores derivados de um funtor exato é trivial. A seguir,
veremos uma boa propriedade de funtores exatos.

Lema 1.1.8 (Funtor exato preserva funtores derivados). Seja F: A — B um funtor
covariante entre as categorias abelianas A e B. Seja, também, C mais uma categoria abeliana
eT : B — C um funtor (aditivo) exato.

« Se F € exato a direita e T é covariante, entdo T(L,F) = L,(TF).
« SeF é exato a direita e T é contravariante, entdao T(L,F) = R"(TF).
« Se F é exato a esquerda e T é covariante, entao T(R"F) = R"(TF).

« Se F é exato a esquerda e T é contravariante, entdo T(R"F) = L,(TF).

Demonstragao. Este é um detalhamento do exercicio 2.4.2 de Weibel [Wei94]. Provaremos
o primeiro item, enquanto que os outros podem ser deduzidos de maneira analoga. Sendo
P, uma resolucéo projetiva de um objeto M de A, basta provarmos o isomorfismo natural
H,(TF(P.)) = TH,(F(P.)) ou, em outras palavras, que a homologia comuta com funtores
exatos. Isso segue do fato de que funtores exatos preservam nucleos (em inglés, kernels) e
conucleos, cf. [Bor94b, Prop. 1.8.5]. Desse modo, para todo complexo de cadeias (C., 9),
temos que:

H,(T(C,)) = coker(lm(T8n+1) — ker(Tan)> = T(coker(lm(anH) — ker(an))>. O

Na demonstracdo acima, vimos que funtores exatos comutam com os funtores de homo-
logia. Na verdade, como veremos agora, o mesmo pode ser provado quando consideramos
um bifuntor exato.

Teorema 1.1.9 (Formula de Kinneth). SejaT : A;x.A, — A um funtor (aditivo) covariante
e exato a direita em ambas coordenadas. Assuma que as categorias abelianas A, e A, possuam
projetivos suficientes e que A possua coprodutos arbitrarios.

Se Li(T)(M,N) = 0 para todos M € A;,N € A, (e.g.T é exato), entdo
T(H.(X1), H.(Xz)) = H.Tot(T(X3, X3))

onde X; e X, sdo complexos de cadeia em A, e A, respectivamente e Tot indica o complexo
total de um bicomplexo.

Demonstragao. Isso é uma reformulacdo do teorema 7.2 do livro de Cartan e Eilenberg
[CE56, Chap. IV] no contexto de categorias abelianas. Os detalhes dessa generalizacdo
foram desenvolvidos na dissertagao de Fluch [Flu04, Thm 3.19, Prop. 4.1]. O

Corolario 1.1.10. Dadas as k-algebras A e B com k semissimples, vale que

Tor/®* (M, ® My, N; ® Ny) = @B Tor(My, Ny) ® Tor?(My, Ny).

i+j=n

11
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onde M, e N; sdo A-mbdulos e M, e N, sdo B-médulos.

Demonstracgdo. Primeiramente, esclarecemos que — ® — é exato sempre que k é semis-
simples. Agora, sendo P! e P? resolucgdes projetivas de N; e N, respectivamente, vale que
P! ® P? é resolucio (A ® B)-projetiva de N; ® N,, cf. [CE56, IX: Cor. 2.7]. Assim, obtemos
os seguintes isomorfismos

Tor®5(M; ® M, Ny ® Ny) =H,((M; ® M,) ® g5 (P} ® P2))
=H,((M; ®4 P1) ® (M, ®5 P2))
= (P H(M, ®, P) ® H{(M, ®4 P?)

i+j=n

= @ TOI'IA(MI, Nl) ® TOI?(MZ, N2),

i+j=n
sendo que aplicamos o teorema anterior com T = (— ® —) no penultimo isomorfismo. [
Como ja foi observado, os mddulos injetivos e projetivos formam uma base da teoria

de funtores derivados. A seguir, realizamos uma compilagao das diferentes caracterizacoes
desses modulos.

Proposicao 1.1.11. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes sobre um objeto P de uma
categoria abeliana A:

(1) P é projetivo.

(2) A sequéncia exata curta0 - M — N — P — 0 cinde (em inglés, splits) para todos
M,N € A.

(3) Exty(P,M) = 0 para todo M € A.
(4) O funtor Hom 4(P, —) é exato.

No caso em que A é uma categoria de R-modulos, temos mais uma equivaléncia:
(5) P é somando direto de um R-modulo livre L.

Observacido 1.1.12. Um modo de enunciar uma afirmacao similar a equivaléncia (5) para
categorias mais gerais seria assumindo que .4 possui um gerador G (veja defini¢do 1.1.21).
Assim, poderiamos afirmar que P é projetivo se, e somente se, G — P cinde para todo
gerador G.

Como apresentado abaixo, as quatro primeiras equivaléncias acima podem ser du-
alizadas para o caso de injetivos. Mesmo assim, tais modulos possuem caracterizac¢des
particulares, como é o caso do critério de Baer, que foi provado mesmo antes da introdugéo
dos modulos projetivos.

Proposicao 1.1.13. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes sobre um objeto I de uma
categoria abeliana A:

(1) I é injetivo.

(2) A sequéncia exata curta0 — I - M — N — 0 cinde para todos M, N € A.
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(3) Exty(M,I) = 0 para todo M € A.
(4) O funtor Hom 4(—,I) ¢é exato.
No caso em que A = R-Mod, temos ainda as equivaléncias:

(5) (Critério de Baer) Para todo ideal a esquerda ] de R, todo morfismo ] — I pode ser
estendido a um morfismo R — 1.

(6) Extiy(R/J,I) = 0 para todo ideal a esquerda ] de R.
Demonstragao parcial. (1) < (5): A implicagdo = segue diretamente da defini¢do
aplicada ao monomorfismo J — R. Para a reciproca, veja [Wei%4, 2.3.1].
(5) < (6): Aplicando Hompg(—, I) a sequéncia exata 0 - ] - R — R/] — 0, obtemos

a seguinte sequéncia exata:

0 — Homg(R/J,I) — Homg(R,I) % Homg(J,I) — ExtL(R/J,T) — 0

pois Exty(R,I) = 0. Agora, o critério de Baer é equivalente a dizer que o morfismo ¢ é
sobrejetor para todo J, o que é equivalente a dizer que Exty(R/J,I) = 0. O

Como visto acima, o funtor Homg(P, —) é exato quando P é projetivo, o que nos diz que
o Ext aplicado em P possui um comportamento trivial. De forma analoga, podemos pensar
nos moédulos que tem um comportamento trivial em relagcdo ao Tor. Tais moédulos sdo
chamados de planos (em inglés, flat) e sdo caracterizados pelas propriedades abaixo.

Proposicao 1.1.14. Dado um R-modulo a esquerda M com uma sequéncia exata curta
0> K — L— M — 0 tal que L livre, valem as seguintes equivaléncias:

(1) M é plano, i.e. — ®g M é um funtor exato
(2) M* = Homz(M,Q/Z) é um R-mddulo a direita injetivo

(3) O mapa natural I g M — IM é injetor (ou um isomorfismo) para todo ideal a direita
I deR

(4) Tor®(M,R/I) = 0 para todo ideal a direitaI de R.
(5) Toda sequéncia exata curta0 - N’ — N - M — 0 é pura'.
(6) A sequéncia exata0 - K — L — M — 0 é pura.

(7) Para todo{x;, -, x,} C K, existe f € Homg(L, K) tal que fi(x;) = x; Vj, onde1: K <
L.

(8) Para todo x € K, existe f € Homg(L, K) tal que fi(x) = x, onde1: K < L.
Demonstragao. Para as quatro primeiras equivaléncias, consulte [Wei94, Prop. 3.2.4], onde é

utilizado o critério de Baer. Para as duas caracterizacdes seguintes, veja [Lam99, 4.8.5, 4.8.6]
e, para as duas ultimas, veja [Oso73, Thm. 1.33]. ]

! Isso significa que a sequéncia permanece exata ao aplicarmos o tensor X ®g — para qualquer R-médulo a
direita X.

13
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A penultima caracterizacdo acima pode ser interpretada da seguinte forma: um moédulo
M é plano se, e somente se, a sequéncia exata curta 0 - K — L — M — 0 cinde apenas
para os submoédulos finitamente gerados de K. Desse modo, néo é surpreendente que temos
os proximos dois resultados

Proposicao 1.1.15. Se todo submodulo finitamente gerado de um R-modulo M é plano, entdo
M é plano.

Esbogo da demonstragao. Isso segue dos seguintes fatos:
+ Todo moédulo ¢ limite direto de seus submoddulos finitamente gerados.
+ Limite direto de médulos planos é um modulo plano.

O segundo item pode ser deduzido do fato de que o limite direto de mddulos preserva
monomorfismos, cf. [Wei%94, Thm 2.6.15]. O

Da demonstracdo acima, segue que um limite moédulos livres é sempre plano. Na
verdade, pode-se provar que todo mddulo plano é dessa forma, veja [Lam99, 4.34].

Para enunciarmos o proximo resultado, lembramos que um R-médulo M é finitamente
apresentavel se M = R"/Q para algum R-moddulo finitamente gerado Q ou, equivalente-
mente, se ele pode ser inserido numa sequéncia exata da R" — R" - M — 0 para alguns
m,n = 0.

Lema 1.1.16. Todo R-modulo projetivo é plano. A reciproca é valida se M é finitamente
apresentavel.

Demonstragao. A primeira afirmacéo pode ser deduzida através de diversas caracterizacoes:
por exemplo, ao notar que todo somando de médulo livre L satisfaz L ®g — é exato ou que
todo médulo projetivo satisfaz TorX(N, P) = 0 para todo N.

Alternativamente, tome uma sequéncia curta0 - K — L — M — 0 para um médulo M
com L livre. Se M for projetivo, entdo existe uma cisdo (em inglés, um splitting) f : L - K
e, portanto, M é plano pela caracterizacdo (7). Reciprocamente, assuma que K é gerado por
uma quantidade finita de elementos x;, -+, x, e que M é plano. A mesma caracterizacio nos
garante que a sequéncia exata curta cinde e M é, portanto, um somando de um moédulo
livre.

Uma demonstracéo alternativa pode ser conferida em [Wei94, Thm 3.2.7] 0

Uma caracteristica importante dos mddulos planos é que eles podem substituir o papel
dos médulos projetivos na definicio de Tor. Isto é, para calcularmos Tor*(M, N), podemos
utilizar resolucdes de M ou de N por mddulos planos ao invés de resolugdes projetivas,
veja [Wei9%4, Lemma 3.2.8].

Note que, no caso em que R é comutativo, os grupos Tor® e Extg também sio R-modulos.
Abaixo, veremos que eles comutam com o tensor por R-algebras planas.

Proposicao 1.1.17. Seja ¢ : R — S um morfismo entre as algebras comutativas R e S tal
que S é R-plano.
S ®g TorX(M,N) = Tor’(M ®z S, S ®g N)
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Se R é noetheriano e M é um R-médulo finitamente gerado, entdo

S ®g Ext’(M, N) = Ext’(S ®g M, S ®; N)

Demonstragao. Primeiramente, usando que S ®y — é exato, obtemos pelo lema 1.1.8, que
S ®g Tor{(M,N) = S ®g L,(M ® —)(N) = L,(S ® M ®g —)(N) = TorX(S ® M, N)

Agora, tomando uma resolu¢ido R-projetiva P, de N, temos que S ® P, também é resolugio
S-projetiva de S ®x N. De fato, se P é somando de um R-mddulo livre L, entdo S ® P é
somando do S-médulo livre S ® L. Com isso,

Tor®(S ®; M,N) = H,(S ®; M ®z P.) = H,(S ® M ®3 S ® P.) = Tor)(S ®; M,S ®; N)

Para obter o resultado para o Ext, basta repetir o mesmo processo notando o isomorfismo
abaixo quando M é finitamente apresentavel

S ®r Homy(M, N) = Homg(S ®r M,S ®r N),
veja [Wei9%4, pp. 75-76]. [

O isomorfismo acima pode ser utilizado, em especial, quando S = S™'R é alguma
localizacédo de R.

Equivaléncia de Morita

Um dos objetivos desta dissertacao esta em entender como conceitos homologicos sdo
utilizados para entender propriedades de uma algebra associativa A. Como os objetos da
Algebra Homolégica sio essencialmente A-médulos, muitas dessas propriedades dependem
somente da categoria de modulos. Assim, acabamos ndo distinguindo duas algebras cujas
categorias de modulos sdo equivalentes. Isso nos leva a propor a seguinte pergunta: o
quanto de informacéo esta sendo perdida através dessa aproximacao? Até o final dessa
secdo, buscaremos apresentar um teorema de Morita que nos fornece um bom entendimento
nessa direcdo. Para mais detalhes sobre a teoria de Morita, veja [Lam99, Chapter 7].

Definicdao 1.1.18. Um funtor F: C — D entre duas categorias induz uma fungéo
Fxy : Hom¢(X,Y) - Homp(F(X),F(Y)), X,Y € C. Dizemos que

« F ¢ fiel se Fxy é injetora para todos X,Y.
« F é pleno (em inglés, full) se Fxy é sobrejetora para todos X,Y.

Definicao-proposicao 1.1.19. Um funtor F : C — D é uma equivaléncia de categorias se
satisfaz alguma das condi¢des equivalentes:

(1) Existe um funtor “inverso” G: D — C com isomorfismos naturais FG = 1p e
GF = 1.

(2) F é fiel, pleno e todo objeto D de D é isomorfo a algum objeto da forma F(C), C € C.
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(3) F éfiel, pleno e possui um adjunto a esquerda G que é fiel e pleno.
Demonstragao. [Bor94a, Prop. 3.4.3] O

Corolario 1.1.20. Se F : A — B é uma equivaléncia entre categorias abelianas, entdo F é
um funtor exato.

Demonstragao. Pela (demonstragio da) proposicao acima, temos que F possui um adjunto
a esquerda G que é uma equivaléncia de categorias. Desse modo, também vemos que F é
adjunto a esquerda de G. Assim, o resultado segue do seguinte fato: se F possui um adjunto
a esquerda (resp. a direita), entao F é exato a esquerda (resp. a direita). O]

Definicao-proposicio 1.1.21. Dizemos que um R-modulo a esquerda P é um gerador se
satisfaz as seguintes condi¢des equivalentes:

(1) Todo M € R-Mod é quociente de alguma soma direta ®;P.

(2) Homg(P, —) é um funtor fiel

(3) tr(P) = R, onde tr(P) := ZfeHomR(P’R) f(P).

(4) R ¢é somando direto de @, P para algum n.
Demonstragao. [Lam99, 18.8] O
Observacao 1.1.22. A caracterizacdo (2) acima é utilizada para definir geradores em

categorias gerais.

Definicdo 1.1.23. Um gerador de R-Mod que ¢ projetivo e finitamente gerado é chamado
de progerador.

Teorema-definicao 1.1.24 (Morita). Sobre dois anéis R e S, as afirmagoes abaixo sao
equivalentes:

(1) As categorias de modulos Mod-R e Mod-S sdo equivalentes.

(2) Existe um progerador P € Mod-R tal que S = Endg(P).

(3) Existem bimodulos P € S-Bimod-R e Q € R-Bimod-S tais que PQrQ =SeQ®sP = R.
Nesse caso, dizemos que R e S sdo Morita-equivalentes.
Demonstragao parcial. (1) = (2): Tome uma equivaléncia de categorias F : Mod-S — Mod-
R.Dado que S é um progerador de Mod-S, pode-se provar que F(S) também é um progerador

em Mod-R. Desse modo, temos os isomorfismos de anéis Endz(F(S)) = Ends(S) = S, sendo
que o segundo isomorfismo é dado por f — f(1).

(2) = (3): Tomando o progerador P de Mod-R, podemos dar a ele uma estrutura de
S-R-bimddulo através do isomorfismo S = Endz(P) e que Endg(P) age em P a esquerda:

s-p :=s(p), s€Endg(P), peP



1.2 | DIMENSOES HOMOLOGICAS

Agora, o bimddulo “inverso” de P é definido por Q := Homg(P, R), com as seguintes
acoes de R e de Endg(P) = S:

(r-q@)(p) :=rq(p)
(q-s)(p) :=(q°s)(p)

Utilizando que P é um gerador, prova-se o isomorfismo de R-bimddulos Q ®s P = R,
enquanto que o isomorfismo P ® Q = S segue de P ser um projetivo finitamente gerado.

(3) = (1): O seguinte par de funtores formam uma equivaléncia de categorias:
—Q®s P: Mod-S — Mod-R — ®rQ : Mod-R — Mod-S,

pOiS (— ®5P) ®RQE—®5 (P®R Q)E—@sSEidMod.s. ]

Observacao 1.1.25. Usando a ultima caracterizacdo, podemos notar que Morita-
equivaléncia nao é alterada se considerarmos moddulos a esquerda ou a direita. Em
mais detalhes, vale que R-Mod é equivalente a S-Mod se, e somente se, Mod-R e Mod-S
sdo equivalentes.

Exemplo 1.1.26. 1. Se e é um idempotente de R tal que ReR = R, entdo R é Morita-
equivalente a eRe por meio do progerador eR de R-Mod, cf. [Lam99, §18.E]. Em
particular, podemos aplicar esse resultado quando R ¢ a algebra de matrizes M, (S)
para algum anel S e e = Ej;. Desse modo, concluimos que M,(S) é Morita-equivalente
aSparatodon > 1.

2. Se R é um anel artiniano (ou, mais geralmente, semiperfeito), entdo podemos escolher
um sistema de idempotentes primitivos ortogonais {e;}i-;.., de R de modo que
e:R, -+, e,R € um conjunto completo das isoclasses de projetivos f.g. indecomponiveis.
Chamamos e = e; + - + e, de um idempotente basico e R” := eRe de o anel basico
associado a R. Pelo item acima (veja [Lam01, 25.6]), vale que R é Morita-equivalente
a eRe através do progerador eR de R-Mod.

3. Como sera apresentado mais a frente (veja teorema 3.4.3), toda algebra de dimenséo
finita sobre um corpo algebricamente fechado é Morita-equivalente a um quociente
de uma algebra de caminhos.

1.2 Dimensdes Homologicas

A conjectura de Han é uma equivaléncia entre duas no¢des homologicas acerca de alge-
bras associativas. Nesta secdo, apresentaremos o primeiro deles: a dimensao global.

Definicao 1.2.1. [CE56, pp. 109, 111, 122] Seja M um objeto em uma categoria abeliana .A.

1. Se A possui suficientes projetivos, definimos a dimensdao projetiva de M, , denotada
por pd ,(M), como o menor n € IN para o qual M possui uma resolucéo projetiva P,
de comprimento n:

0—->P, —>..>oFP—>M-=>0.

2. Se A possui suficientes injetivos, definimos a dimensdo injetiva de M, denotada por
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id 4(M), como o menor n € N para o qual M possui uma resolugio injetiva I* de
comprimento n:
0->M->I'> .. >I"—0.

3. Se A = R-Mod ou A = Mod-R, definimos a dimensdo plana (ou dimensao fraca) de
M, denotada por fdg(M), como o menor n € IN para o qual M possui uma resolucéo
por moédulos planos F, de comprimento n:

0—->F,—>..>F—->M-0.

Se ndo existirem resolucdes finitas como acima, dizemos que as dimensdes sao infinitas.

Proposicao 1.2.2. Seja A uma categoria abeliana com suficientes projetivos. Sobre um objeto
M de A, sdo equivalentes:

(1) pd (M) < n.
(2) Ext'(M,N) = 0 para todoi > n e todo N € A.

(3) Ext""'(M,N) = 0 para todo N € A.

(4) Ext"(M,—) : A — Ab é um funtor exato a direita.

(5) Para toda sequéncia exata0 — X, - P,_;... > ... > Py > M — 0 tal que cada P; é
projetivo parai = 0,--,n — 1, vale que X,, também é projetivo.

Esbogo da demonstracgdo. Sempre podemos construir uma resolucao projetiva de M da
forma do item (5). Lembrando, ainda, que Ext'(M, N) é calculado a partir de uma resolucio
projetiva de M, obtemos as implicacdes (5) = (1) = (2) = (3).

A implicagdo (3) = (4) segue diretamente da sequéncia exata longa do Ext*(M, —).
Para obtermos a implicagao restante (4) = (5), basta provarmos que Hom(X,, —) é exato
a direita. Desse modo, tomando um epimorfismo N — N’, temos o seguinte diagrama
comutativo:

Hom(P,_,N) —— Hom(X,,N) —— Ext"(M,N) —— 0

! | !

Hom(P,_;,N’) —— Hom(X,,N’) —— Ext"(M,N’) —— 0

Para provar que as linhas sdo exatas, note que o caso n = 1 é o inicio da sequéncia exata
longa induzida por Hom(—, N), enquanto que o caso geral pode ser provado indutivamente
ao quebrar a resolucdo de M em duas partes exatas menores 0 > X, -» P,y = P/, = 0
e0>P > P y..—> ..—> P > M — 0. Além disso, os morfismos das colunas a
esquerda e a direita sdo epimorfismos, porque P,_; é projetivo e estamos assumindo que
Ext"(M, —) é exato a direita. Desse modo, o morfismo da coluna central também é um
epimorfismo. [

De forma analoga, é possivel de se provar resultados parecidos para a dimenséo injetiva
e a dimensao plana (usando Tor ao invés de Ext), veja [Wei94, §4.1]. Usando isso, podemos
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definir um dos principais invariantes homoloégicos desta dissertacao.

Definicao-corolario 1.2.3. [CE56, p. 111] Seja .4 uma categoria abeliana com suficientes
projetivos e injetivos. A sua dimensao global (projetiva), denotada por gl.dim(.A), é definida
pelo seguinte comum valor

sup{pd(M) : M € A} = sup{n : Ext"(M, N) # 0 para alguns M,N € A}
= sup{id(M) : M € A}

No caso em que A = R-Mod (resp. A =Mod—R), ela é chamada de dimensao global a
esquerda (resp. a direita) de R e a denotamos por Lgl.dim(R) (resp. r.gl.dim(R)). Quando
ambas dimensdes coincidem, ela sera denotada simplesmente por gl.dim(R).

De forma similar, introduzimos a dimenséo obtida a partir das dimensdes planas, ou
equivalentemente a partir do Tor.

Definicdo 1.2.4. A dimensao global fraca (ou plana) de um anel R, denotada por
w.gl.dim(R), é definida pelo seguinte comum valor

sup{fd(M) : M € Mod-R} = sup{n : TorX(M, N) # 0 para alguns M € Mod-R, N € R-Mod}

Segue do corolario 1.1.20 que duas categorias abelianas equivalentes possuem as
mesmas dimensoes globais. Em particular, se R é Morita-equivalente a S, entdo suas
dimensdes globais (a esquerda, a direita e fraca) sao iguais.

Exemplos 1.2.5. Nos trés primeiros exemplos abaixo, veremos que alguns tipos de anéis
podem ser caracterizados em termos da sua dimenséo global. Para mais detalhes, consulte
o apéndice A.1.

1. Um anel R é semissimples se, e somente se, todo R-mddulo a esquerda (ou a direita)
€ projetivo (veja teorema A.1.3). Desse modo, R é semissimples precisamente quando
gl.dim(A) =0

2. Um anel que satisfaz w.gl.dim(R) = 0 é chamado de regular segundo von Neumann.
Por exemplo, isso é valido para produtos arbitrarios de corpos IT;k.

3. Um anel satisfazendo l.gl.dim(R) < 1 é chamado de hereditario a esquerda. Um
dos exemplos mais importantes de algebras hereditarias é dado pelas algebras de
caminhos kQ. Para mais detalhes sobre essas algebras, veja a se¢io 3.4.

4. Algebras noetherianas auto-injetivas (também conhecidas como quase-Frobenius)
s6 possuem duas opg¢des para sua dimenséo global: 0 ou oo, cf. corolario A.2.3. Essa
classe de algebras contém as algebras de Frobenius A, i.e. algebras de dimenséo
finita satisfazendo A = Homy(A, k) como A-mddulos, que por sua vez contém as
algebras simétricas, i.e. aquelas que satisfazem A = Hom(A, k) como A-bimddulos.
Para mais detalhes sobre esses anéis, veja o apéndice A.2.

5. Dada uma algebra de Lie de dimensao finita g sobre um corpo k, a dimenséo global
da sua algebra envolvente universal Ug satisfaz

gl.dim(Ug) = pdy, (k) = dimy(g),
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cf. [Wei94, Ex. 7.3.5, Applicaton 7.7.4].

6. Denotamos por Cz,(Vecty) a categoria de complexos Z,-graduados de k-espagos
vetoriais. Ela é formada por objetos da forma

dy
Vi&aZV,,
0

onde d;dy = 0 = dyd, e V1,V sdo k-espagos vetoriais. Pode-se provar que a dimenséo
global dessa categoria ¢ infinita.

7. Outro exemplo diferente de categorias de médulos é dado por categorias da forma
AL, que é definida por funtores de um conjunto parcialmente ordenado I para a
categoria abeliana .A. A dimensao global de algumas dessas categorias pode ser
conferida no artigo de Spears [Spe72].

Abaixo, veremos que, para calcular a dimenséo global de um anel, basta analisarmos
os modulos gerados por um elemento.

Teorema 1.2.6 (Auslander [Aus55, Thm 1]). Dado um anel R, temos que
l.gl.dim(R) = sup{pdz(R/I) : I é ideal a esquerda de R}
Como consequéncia, se gl.dim(R) # 0, entdo
l.gl.dim(R) = 1 + sup{pd(I) : I é ideal a esquerda de R}

As igualdades analogas sao validas para as dimensdo globais a direita e fraca.

Demonstragdo. [Wei94, p. 94] Para a primeira igualdade, sendo d = sup,{pdz(R/I)}, basta
provarmos que idg(M) < d para todo R-mddulo a esquerda M. Para tanto, tome uma
resolugdo de M

0-M-I"> .. > 5 X4 50

de modo que cada I’ ¢ injetivo. Assim, para todo ideal I a esquerda de R, temos que
0 = Ext3"'(R/I, M) = ExtL(R/I, X?). Pela caracterizacio de injetivos 1.1.13, isso nos diz
que X ¢ injetivo.

Como possuimos uma caracterizagao similar para médulos planos, a demonstragio
acima pode ser reproduzida para o caso da dimenséo global fraca. A segunda igualdade é
obtida ao notar que pd,(R/I) = 1 + pdz(I) sempre R/I ndo é R-projetivo. O

Exemplo 1.2.7. Se R é um dominio e todo ideal I a esquerda de R é principal, isto é, I = Rr
para algum r € R, entdo a multiplicacdo por r nos fornece um isomorfismo de R-moédulos
R = 1. Desse modo, todo ideal de R é projetivo e, pelo teorema de Auslander, concluimos
que Lgl.dim(R) < 1. Em particular, isso vale para R = Z ou R = k[x] com k um corpo.

Com o exemplo acima, podemos notar que, a partir de um corpo k — que possui
dimenséo global zero —, obtemos um anel de dimensao global maior em 1 unidade ao
introduzir uma variavel. Na verdade, veremos agora que esse processo também é valido
quando k é um anel qualquer.
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Teorema 1.2.8 (Teorema das sizigias de Hilbert). Dado um anel R, temos que
Lgl.dim(R[xy, -+, x,]) = Lgl.dim(R) + n. As igualdades analogas sdo validas para r.gl.dim e
w.gl.dim.

Demonstragao. Veja [Wei94, Thm 4.3.7]. Para a dimenséao global fraca, também pode-se
consultar [Jen66, Thm 2]. [

Historia do teorema. Tal resultado € atribuido a D. Hilbert por conta do Theorem III da sua
publicagdo de 1890 [Hil90]. Naturalmente, o enunciado néo foi formulado dessa maneira,
visto que o artigo é anterior até mesmo a clara introducao do conceito de modulos, feita por
volta de 1920. Uma reformulacdo mais proxima do teorema de D. Hilbert seria a seguinte:
seja A = k[x;, -, x,] com k um corpo e M um A-mddulo graduado e finitamente gerado.
Se construirmos uma sequéncia exata

0—-X,—»L,y...>...>Ly>M-—>0

de modo que cada L; ¢ livre (e finitamente gerado), entdo X, (que é chamado de a n-ésima
sizigia de M) também ¢é livre.

Visto que o conceito de sequéncias exatas também nao existia, D. Hilbert concebe a
i-ésima sizigia (i > 1) — que é dada pelo nacleo de L, ; — L;_, — como certas m;-uplas de
elementos de A (onde L;_; = A™) que satisfazem um sistema de equagdes. Desse modo, o
resultado é enunciado dizendo que o n-ésimo sistema de equagdes nunca tera solucdes (ou
seja, a (n + 1)-ésima sizigia é o mddulo zero!).

Em termos de dimensdes homologicas, isso significa que pd,(M) < n para todo M f.g.
graduado. Tal forma do teorema é enunciada, por exemplo, no livro de Cartan e Eilenberg
[CE56, VIII : Thm 6.5] e é provada através dos complexos de Koszul.

Dentro do contexto de Algebra Comutativa e Geometria Algébrica, uma outra prova
do teorema de Hilbert (sem a necessidade de assumir que o moédulo é graduado) foi dada
por F.-O. Schreyer na década de 1980 através do uso de bases de Grobner, veja [BS15].

Um contraexemplo de B. Osofsky (item 6. dos contraexemplos 1.2.13 abaixo) mostra
que o teorema de Auslander acima nao é valido se considerarmos o supremo das dimensoes
injetivas ao invés das projetivas. Mesmo assim, tal resultado é valido para dois casos
consideraveis de algebras:

Teorema 1.2.9. [Oso67, Thms B, C] Se R é perfeito a direita (veja definicdo A.3.1) ou
noetheriano a direita, entdo:

r.gl.dim(R) = sup{id(R/I) | I é ideal d direita deR} = sup{id(I) | I¢ ideal a direita deR}

Vejamos, agora, como podemos comparar as dimensoes globais projetiva e fraca de um
anel. Do fato de que todo médulo projetivo é plano, segue que sempre temos a desigual-
dade

w.gl.dim(R) < min{l.gl.dim(R), r.gl.dim(R)}
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Por outro lado, se assumirmos que todo R-moédulo plano é projetivo — o que é uma
caracteristica dos anéis perfeitos —, obtemos que as duas dimensdes globais coincidem.
Veremos, agora, que tal conclusdo também ¢é valida para anéis noetherianos.

Proposicao 1.2.10. Se R ¢é noetheriano a esquerda e M é R-modulo finitamente gerado a
esquerda, entdo pdy(M) = fdr(M).

Demonstrag¢ao. Como todo médulo projetivo é plano, sempre temos que fd(M) < pd(M).
Para a desigualdade contraria, assuma que fd(M) < n. Como R é noetheriano e M é
finitamente gerado, podemos tomar uma resolucao de M

0-X,—»L,y..>...o>Li>M->0

de modo que cada L; é um R-moédulo livre finitamente gerado e X, é finitamente apresen-
tavel. Como fd(M) < n, devemos ter que X, é plano e, portanto, também é projetivo, cf.
lema 1.1.16. Logo, pd,(M) < n. O

Unindo a proposicao acima ao teorema de Auslander, obtemos a seguinte consequén-
cia.

Corolario 1.2.11. Se R ¢ noetheriano a esquerda (resp. a direita), entdo
lLgl.dim(R) = w.gl.dim(R) (resp. r.gl.dim(R) = w.gl.dim(R)).
Em particular, se R é bilateralmente noetheriano, entdo
l.gl.dim(R) = w.gl.dim(R) = r.gl.dim(R)

Dado um cardinal X, pode-se generalizar o resultado acima através da nogao de um
anel X,-noetheriano a esquerda (resp. a direita), isto é, anéis cujos ideais a esquerda (resp. a
direita) sao gerados por, no maximo, X, elementos.

Teorema 1.2.12 ([Os068], [Os073, Cor. 2.47] ). Se R é um anel X,-noetheriano a esquerda,
entdo l.gl.dim(R) < w.gl.dim(R) +n+ 1. O andlogo é valido para a dimensao global a direita.
Em particular, se R é bilateralmente X,-noetheriano, entdo

[Lgl.dim(R) — r.gl.dim(R)| < n+ 1.

Vale ressaltar que o caso particular n = 0 do teorema acima fora obtido anteriormente
por Jensen [Jen66]. Um teorema como o acima nos indica que o estudo das dimensdes
globais podem possuir fortes conexdes com questdes de Teoria dos Conjuntos. Tal correla-
cdo pode ser evidentemente encontrada nos trabalhos de Barbara Osofsky, nos quais sdo
construidos diversos contraexemplos que nos permitem entender os limites de diferentes
teorias, veja 2.2.12 e [Lam99, pp. 79, 80, 249, 509, 514, 539]. Um curioso resultado obtido
por ela é que a hip6tese do continuo 2% = &, é equivalente a dizer, por exemplo, que o anel
ILiewk, dado pelo produto de corpos k, possui dimenséo global 2; ou a dizer que o corpo
de fragdes R(x;, x2, x3) possui dimenséo projetiva igual a 2 como R[xy, X3, x3]-mddulo, veja
[Os073, pp. 60, 65].
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Na mesma direcéo, outra afirmacdo que pode ser formulada em termos homologicos e é
independente dos axiomas de ZFC ¢é a seguinte: todo grupo G satisfazendo Ext}(G, Z) = 0
¢ um grupo livre. Isso foi provado por Shelah [She74].

Contraexemplos 1.2.13. Apesar dos resultados acima, que limitam a diferenca entre
as dimensoes globais a direita, a esquerda e fraca, existem exemplos mostrando que elas
podem ser arbitrariamente diferentes. Aqui, apresentaremos uma progressao historica de
tais contraexemplos, construidos essencialmente durante a década de 1960.

1. [Kap58] Este foi o primeiro exemplo conhecido de um anel hereditario a direita que
nao é hereditario a esquerda. Tome V um espago vetorial de dimensdo enumeravel
(e infinita) sobre um corpo k e seja C a subalgebra (sem unidade) de Endi(V) das
transformagoes lineares com imagem de dimensao finita. Também, denote por B a
algebra com unidade dada pela produto direto C x 1 - k. O anel desejado é dado por
A = B® B. Kaplansky mostrou que A é um anel regular segundo von Neumann cujos
ideais a direita sdo todos enumeravelmente gerados e que, portanto, sdo projetivos.
Além disso, foi encontrado um ideal a esquerda (ndo-enumeravelmente gerado) que
néo é projetivo para concluir que L.gl.dim(A) > 2. Pode-se mostrar que, na realidade,
vale a igualdade.

2. [Chaé1, Prop. 3.1] Sendo S um anel regular segundo von Neumann e que possua
um ideal I que ndo é somando direto de S. (e.g. um produto infinito de corpos), o
S/ S/I| .
I
semihereditario a esquerda, mas nao é semihereditario a direita (definicao A.1.12).
Veja a prova em [Lam99, 2.34].

anel S/I continua sendo regular segundo von Neumann. O anel R =

3. [Sma65] Seja D um dominio comutativo noetheriano de dimensao globaln > 0 e

F(D) o seu corpo de fracdes. Além disso, assuma que F(D) possui um D-submddulo
D F(D)
0 F(D)
que r.gl.dim(R) = n e l.gl.dim(R) = n + 1. Para concluir que L.gl.dim(R) > n + 1,

M tal que pd,(M) = n, entdo o anel R = ¢ noetheriano a direita e satisfaz

: X . _ |0 M . ~ -
pode-se mostrar que o ideal a esquerda M* = [ 0 0 ] tem dimensao projetiva n.

Para um exemplo mais concreto, pode-se tomar D = Z, o que nos fornece um anel
hereditario a direita que nao é hereditario a esquerda. Nesse caso, pode-se provar
ainda que R é semihereditario a esquerda, veja [Lam99, 2.33].

4. [Sma66] Para obter um anel cuja dimensdes globais a direita e a esquerda possuam
uma diferenca de 2, L. Small propds novamente uma algebra triangular. Dessa vez,
porém, foi utilizada a k-algebra A de I. Kaplansky do primeiro exemplo, que possui
um ideal a esquerda I com pd,(I) = 1. Explicitamente, foi mostrado que o anel

A A/l
T = 0 k/ é hereditario a direita e possui dimensao global a direita 3. De fato
vale gl.dim(T) > 3, pois 0 A-mddulo a esquerda A/I, de dimenséo projetiva 2, nos

0 A/I] .
, que possul mesma

fornece o ideal de T a esquerda (finitamente gerado) [ 0 0

dimensao projetiva.
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5. O exemplo mais simples de um anel comutativo cuja dimenséao global é diferente

da dimenséo fraca que encontramos foi o anel R = k[x, Q] dos polindmios em uma
variavel com expoentes racionais ndo-negativos:

gldim(k[x,Q]) =2 w.gldim(k[x, Q]) = 1.

Basta calcularmos a dimenséo dos ideais I de R. Seja C = {deg(r) | r € I}. Se C admite
um minimo d, entdo I é um ideal principal gerado por um elemento de grau d e,
portanto, é projetivo. Caso contrario, tomando uma sequéncia (r;);en em I tal que
o grau dos polindmios 7; tenham como limite inf(C), vale que I = ) ., r;R. Além
disso, usando que k[x, Q] é um dominio de Bézout (i.e. todo ideal f.g. é principal),
podemos assumir que r;,;; divide r; para todo i. Desse modo, pode-se construir a
seguinte resolu¢do projetiva para I:
0 — @izo(b; — bH—lri) — @ixobiR - Z R —0,

i+1 i>0

onde {b;} é uma base sobre R e definimos v(b;) = r;. Prova-se que, de fato, o nicleo de v
¢ dado pelo termo da esquerda, o qual é livre. Logo, pd;(I) < 1paratodoideal I de Re,
portanto, gl.dim(R) < 2. Para obter a desigualdade contraria, basta notar que o ideal
I =73,.,x""R nio é projetivo. Com efeito, se I fosse projetivo, entio haveria uma
cisdo de v dada por f: I — @,>,b,R, onde podemos escrever f(r) = 3 -, b, fu(r)
com f, € Homg(I, R). Agora, a identidade x'/* f,(x) = x**! f,(x'/¥) para todo k > 0
nos fornece

k—o00

1
deg(fi(x"/)) = deg(filx) + 1 = 1=k = —,
o que é um absurdo, pois deg(f;(x'/¥)) > 0 para todo k > 1.

O valor da dimenséo global fraca também é obtido pelos argumentos acima ao notar
que os ideais da forma ) -, ;R sdo planos (pela caracterizacio (8) em 1.1.14), de
modo que a dimensao plana dos ideais de R é, no maximo, 1.

Veja [GM21] para os anéis dessa forma em mais de uma variavel.

. [0s067, Cor. 2] (ou [Oso073, Prop. 2.62]) Seja I' um grupo abeliano linearmente

ordenado. O anel k[[x,T]] da séries de poténcia em uma variavel x com expoentes
emI" ={y €T |y > 0} é um exemplo de dominio de valorizagio. Assim, vale que
w.gl.dim(k[[x,T*]]) = 1. Para todo n > 0, B. Osofsky exibiu um I, de cardinalidade
X, (ou 8, se n = o) adequado para mostrar que a dimensédo global de tais anéis
podem atingir qualquer valor: gl.dim(k[[x,T,]]) = n+ 2.

. [Jat69, Thm 4.10] (veja também [Oso73, pp. 69-70]) Aqui, apresentaremos uma classe

de anéis hereditarios a esquerda que possuem dimensao global a direita arbitraria.

Sendo Q um ordinal e D um anel de divisao, denotamos por D[x,; a, | 1 < Q] o anel
(generalizado) de polinémios torcidos, onde x, sdo as variaveis, , sio monomor-
fismos de anéis o, : D[x,;a, | v < ] — D e a multiplicacdo satisfaz x,, - x, = a,x,,.
Desse modo, cada elemento de D se escreve como soma de mondmios axy, ... X,
coma€Dep < ... < . Prova-se que tal anel ¢ um dominio de ideais a esquerda
principais e, portanto, l.gl.dim(R) = 1.
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Além disso, para todo n > 1, tomando Q como um ordinal de cardinalidade X,_;

(ou R, no caso n = o), existe um anel da forma acima com cardinalidade X, ;.

Desse modo, pela desigualdade 1.2.12, podemos concluir que r.gl.dim < n+ 1. Um
outro resultado de Osofsky [Os073, Thm 2.57] nos fornece um ideal de dimenséo
projetiva n e, como consequéncia, a desigualdade contraria r.gl.dim > n + 1. Tal anel

R também pode ser escolhido como sendo local ap6s realizar uma certa localizagéo.

Alternativamente, pode-se tomar o anel das séries de poténcias torcidas k[[x, «]]
(com k um corpo infinito), como construido por Cohn [Coh66, §4] para obter um
anel local hereditario a esquerda que ndo o é a direita.

Com isso, pode-se construir anéis cujas dimensao globais a esquerda e a direita
atinjam qualquer valor. Em mais detalhes, para 1 < m < n < oo, tomando o dominio
R acima com r.gl.dim(R) = n — m + 1, temos que o dominio noetheriano a esquerda
A = R[x, ..., Xpn_1] satisfaz

lLgldim(A) = lgldim(R)+ m—1=m rgldim(A) = r.gldim(R)+ m —1 = n.

Apoés notar o quao complicado as dimensdes homoldgicas se comportam num mundo
mais geral, vejamos alguns dos 6timos resultados que a tornam mais simples no mundo
das algebras de dimensao finita. Na verdade, apresentaremos a seguir um resultado de
Auslander que é provado num ambiente levemente mais geral.

Definicao 1.2.14. Um anel R é dito semiprimario se o seu radical de Jacobson J(R) é
nilpotente e se R = R/J(R) é um anel semssimples.

Todo anel artiniano (a esquerda ou a direita) é semiprimario, cf. [Lam01, 4.12,4.14]. Em
particular, isso vale para toda algebra de dimensao finita sobre um corpo. Mesmo assim,
muitos anéis noetherianos ndo sao semiprimarios:

« Se J(R) = 0 e R néo é semissimples, entdo R ndo é semiprimario. Em particular, os
anéis Z e k[x] ndo sdo semiprimarios.

« A algebra das séries de poténcias k[[x]] sobre um corpo k nao é semiprimaria, pois

J(k[[x]]) = (x) ndo é nilpotente.

O teorema abaixo nos diz que se um anel semiprimario é noetheriano, entdo ele é, na
verdade, artiniano.

Teorema 1.2.15 (Hopkins-Levitzki, 1939). Se R é semiprimario, entdo temos as seguintes
equivaléncias sobre um R-médulo M:

M é artiniano <= M é noetheriano < M admite uma série de composicdo

Em particular, um anel R é artiniano a esquerda se, e somente se, ele é noetheriano a esquerda
e semi-primario

Demonstragao. [Lam01, 4.15] O

O seguinte resultado de Auslander nos diz que, para obter a dimenséo global de um
anel semiprimario, apenas precisamos calcular as dimensdes projetivas de seus modulos
simples.
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Teorema 1.2.16. [Aus55] Se R é um anel semi-primario, entdo
Lgl.dim(R) = w.gl.dim(R) = r.gl.dim(R).

Além disso, usando a notacio R = R/J(R), sdo equivalentes:
(1) gl.dim(R) < n
(2) Exth(R,R) =0
(3) Exti(S,S’) = 0 para todos R-modulos simples S e S’
(4) Tor®(R,R) =0
(5) Tork(S,S") = 0 para todos R-médulos simples S e S’

Munidos do resultado acima, calcularemos a dimensao global de algumas algebras de
dimensao finita construidas através de algebra de caminhos.

Exemplo 1.2.17. Sendo Q uma aljava (definicdo 3.4.1) e k um corpo, denote por Ry o
ideal de kQ gerado pelas flechas. Abaixo, analisaremos o dimensao de algumas algebras
“truncadas”. Para tanto, basta calcularmos as dimensdes projetivas dos médulos simples
S(i), que estdo em bijecdo com os vértices de Q. Denotamos por P(i) o modulo projetivo
dado pelos caminhos de kQ que come¢am no vértice i. A notacao A, é utilizada para a
aljava abaixo:

A, 11— 2«—3¢«— - «—n

1. Sendon >3el = ng;l, temos que gl.dim(kA,/I) = 2. De fato, todo modulo simples
S(i) tem dimensio projetiva < 2 pela seguinte resolugio projetiva:

0—> P(1) > P(i—1)—> P@{) - SG) — 0,

onde i > 3. Repare que P(1) = S(1) e que pd(S(2)) = 1. Pode-se mostrar ainda que
tais resolucdes sdo minimais e, portanto, pd(S(i)) = 2 para todo i > 3.

2. Sendon >2el = Rin, temos que gl.dim(kA,/I) = n— 1. Nesse caso, para cada i > 1,
temos a seguinte resolugao projetiva minimal:

0—->P(1)—>P2)—> - —>P@i—-1)—>P@l)—> SG)—0

Assim, pd(S(i)) = i — 1 para todo i e gl.dim(kA,/I) = pd(S(n)) =n — 1.

3. Sendo Q a aljava abaixo, vale que gl.dim(kQ/R3) = oo.

2
1+ _ 3

Para encontrar uma resolugéo projetiva de S(i), somos for¢ados a obter uma resolucio
de comprimento infinito. De fato, a seguinte resolu¢do é minimal:

- —> P(1) > P(3) »>— P(2) > P(1) > S(1) > 0
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Pode-se notar nesses exemplos que a dimensao global ¢é infinita precisamente quando a
aljava possui um ciclo orientado. Como mostraremos a frente em 3.4.16, isso é um fato
relativamente geral.

1.3 (Co)Homologia de Hochschild

Agora, apresentaremos o segundo (e mais complicado) invariante homoldgico envolvido
no enunciado da conjectura de Han: a homologia de Hochschild. Apresentaremos a sua
definicdo tanto em termos de complexos de (co)cadeias como em termos dos funtores Ext
e Tor. Em seguida, além de mostrar suas propriedades basicas, veremos como esses grupos
de (co)homologia se comportam para alguns exemplos mais simples.

As referéncias basicas para esta secdo sdo as seguintes: uma introducéo palatavel da
teoria é dada em [Kas06]; os textos classicos sao [Hoc45] e [CE56, Chapter IX]; textos mais
recentes e com maior nivel de detalhes sdo [Wei9%4, Chapter 9], [Lod98] e [Wit19].

Notacgdes: Nesta secdo, a menos que se diga o contrario, utilizaremos as seguintes
notacoes:

« M é um A-bimddulo (onde A é uma k-algebra sobre um anel comutativo k).

c AV = ke AT =A®..Q A.
| —
q vezes

« A° ¢ a algebra oposta, i.e. A com multiplicacdo invertida.
« A°é aalgebra envelopante A ® A?.

Definicao 1.3.1. [Hoc45] A cohomologia de Hochschild de uma k-algebra A em relacédo ao
A-bimédulo M, denotada por HH"(A, M), é a cohomologia do complexo de cocadeias (de
k-mo6dulos) abaixo

0 - Homp(A%, M) 2 ... - Homp(A®", M) 2> Homp(A®™', M) — ... |

onde a operador diferencial J, é definido por

5.(f)a;®...® apy1) = a1 f(az ® ... @ apyy) + Zn:(—l)if(al ®...Q a1 R ... ® Apyy )+

i=1

+(=1)""f(a; ® ... ® ap)an

Ou seja, HH"(A, M) = ker(8,)/Im(8,—1) para n > 0. Quando M = A, usaremos simples-
mente a notacdo HH"(A).

Para tentarmos criar uma intuicéo do tipo de informacgido que podemos obter através
dessa cohomologia, computaremos os casos n = 0, 1.

Quando n = 0, temos que HH’(A, M) = ker(8,), onde &, : Hom(k, M) - Homy(A, M)
satisfaz 8y(f)(a) = af(1) — f(1)a. Usando o isomorfismo de k-mddulos Homy(k, M) = M,
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dado pela funcgao f — f(1), obtemos que:

HH°(A,M) = {f € Homp(k, M) : af(1) = f(1)a,a € A} ={m e M: am = ma,a € A}.

Para o graun = 1, temos que §; : Homy(A, M) - Hom(A® A, M) é definida por

61(f)a1 ® az) = a1 f(az) — f(araz) + f(a1)as.

Os elementos do ker(d;) (os 1-cociclos) sdo as chamadas de derivagoes, pois satisfa-
zem:

f(a1a,) = a, f(az) + f(ay)a,.

Os elementos da imagem de J, (os 1-cobordos) sdo chamados de derivagdes internas, isto é,
eles sdo da forma
f=()m-m-(-)p/algumme M

Resumimos esses dois casos através do seguinte:
Proposicao 1.3.2. Usando as notacoes M* = {m € M : am = ma} para os elementos de

M simétricos pela acao de A, Der(A, M) para o conjunto das derivagoes em Homi(A, M) e
Inn(A, M) para as derivagoes internas, vale que:

Der(A, M)

HH°(A, M) = M* HH'Y(A, M) =
( ) ( ) Inn(A, M)

Em particular, para M = A, temos que HH°(A) = Z(A) € o centro de A;

O leitor familiarizado com cohomologia de grupos ou de algebras de Lie pode ter
notado que o resultado acima também aparece de forma similar nesses dois ambientes.
Outro fato com a mesma natureza é que a cohomologia de grau n = 2 classifica certas
extensoOes de algebras. Abaixo, tornamos essa afirmac¢ao mais precisa.

Definicao 1.3.3. Uma extensdo de quadrado nulo de A por M é uma k-algebra E munida de

um epimorfismo de anéis E > A tal que ker(e)? = 0 e vale o isomorfismo de A-mo6dulos
ker(e) = M.

Proposicao 1.3.4. Existe uma bijecdo entre os elementos de HH*(A, M) e as (classes de
equivaléncia de) extensoes de quadrado nulo de A por M que cindem sobre k.

Agora, vejamos como produzir tal cohomologia através do funtor Ext. Primeiramente,
notemos que um A-biméodulo é 0 mesmo que um (A ® A°?)-moddulo a esquerda ou a direita
através das identificacoes

(a®@d) m=ama’ =m-(d ®a), a,a e AmeM (1.3.5)

Por exemplo, podemos ver o A-bimédulo C/(A) := AQ A®*"® A como um (A® A°?)-modulo
a esquerda através da acio:

(a®ad) (4 ®...0 ap) =aay R ... ® ap1a’

Lema 1.3.6. Se A é k-projetivo (resp. k-plano), entdo C,(A) = A®"** é um (A ® A°?)-mddulo
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projetivo (resp. plano) para todon > 0.

Demonstragao. Primeiramente, para n = 0, o resultado é valido, pois C;(A) = AQ A é
isomorfo a A ® A°? como (A ® A°?)-mddulos. Agora, se A é k-projetivo, entaio A@V = k!
para algum cardinal I e algum k-moédulo complementar V. Assim, temos os isomorfismos
de (A ® A°?)-moddulos:

(AQA = AQK ®A=(ARARA) B ARV ® A)

Com isso, C;(A) também é (A ® A°?)-projetivo. Podemos repetir o mesmo processo para
C/(A) apds notar que A®" é k-projetivo para todo n. Isso segue do fato de que Hom(P®Q, —)
é funtor exato para todos k-mddulos projetivos P e Q, o que vale pela adjuncio Tensor-Hom

Hom(P, Hom(Q, —)) = Hom(P ® Q, -).
Para concluir que C;(A) é k-plano, notemos o isomorfismo dos funtores abaixo

— Quear A® (A% ® A) = — @, A"
— Qugar Ay ® * ® apy1 > (—-(A) ® A1) ® a1 ® - R ay

Logo, se — ®; A é um funtor exato, entdo — ® aga» C,(A) também é. O

A importancia de C;(A) é que ela nos fornecera uma resolugéo projetiva de A. Para
tanto, definamos, para 0 < i < n, o morfismo de A-bimddulos:

di: Ci(A) > C_,(A)

QR ... A1 ™ a1 R ...QA;A+1 B ... ® dpyq

Lema 1.3.7. Denotando b, := Y.\ (—1)'d; , temos que a sequéncia abaixo é exata:

b b, b b
S CHA) D DB CA) D CA=AAL Ao,
onde y é o mapa de multiplicacdoa ® a’ — aa’.
Esbogo da demonstracdo. Utilize as igualdades did; = d;_1d; com i < j para concluir que os
morfismos formam um complexo.

Defina o mapa de A-médulos s : C,(A) = C,,,(A)poray®-®a,1 = 1®ay Q-+ ®apsy
e note as igualdades dys = id e dis = sd;_; parai > 0. Conclua que s ¢ uma homotopia entre

a identidade e o mapa nulo, ou seja, vale que b’s + sb” = id. O
Usando a notacdo CY(A,M) = Homi(A®, M), temos o isomorfismo (de k-
modulos):

¥+ C1(A, M) — Homyug a0 (C,(A), M)
Y(f)a® ... ® ag1) = agf(a; ® ... ® ag)ag
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Através desse isomorfismo, podemos transportar o diferencial §; para formar um novo
complexo de cocadeias (isomorfo):

5; = Ipéq[p_l : HomA®Aap(C;(A), M) e d HomA®Aap(C;+1(A), M)

Lema 1.3.8. O diferencial 5, acima satisfaz que 5;(f) = f o by, para todo f. Em outras
palavras, temos 8" = Homy(b', M).

Demonstracgao. Basta realizar as contas:

5;(f)(ao ® ... ® agsz) = a8~ f)a1 ® ... ® Ggi1)agsa,

onde:
Gy ' Na1®...Q0ap1)=a; f(1R®a; ®...Q ag; ® 1)+
Zq:(—l)if(l ®a;®...0 Ay Q... ® dg ® 1)
i=1
+ (DM f1®a; ®...Q a; ® 1)ag
Logo:

5;(f)(a0 ®...® ag+2) = f(aa1 ® a, ® ... ® Age1 ® Aguz)+
q
DD [0 @ ® ... ® 4 B ... ® i1 ® dgi2)

i=1

+ (D" fa®a, ®...® ag ® agi104+2)

O

Proposicao 1.3.9. [CE56, IX : §6] Se A é k-projetivo, entao HH"(A, M) = Ext)}g 100 (A, M)
para todo A-bimodulo M.

Demonstragao. Usando os trés lemas acima, concluimos que o complexo de cocadeias
(Homuga (Ci(A), M), &'):
« é isomorfo ao complexo da cohomologia de Hochschild definido em 1.3.1

« édado aplicando o funtor Hom yg aer (—, M) & resolugéo (A® A°?)-projetiva (C.(A),b")
de A.

Assim, pelo primeiro item, a homologia desse complexo é isomorfa a HH"(A, M) e, pelo
segundo, é isomorfa a Ext’} 4o,(A, M). O

De forma dual, podemos definir os grupos de homologia através do Tor.

Definicao 1.3.10. [CE56, p. 169] Assuma que A é uma k-algebra k-plana. A homologia de
Hochschild de A em relagdo a um A-bimédulo M é dada por

HH,(A, M) = Tor’®” (M, A) = Tor’®*"(A,M), n >0
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Na defini¢do acima, é equivalente, de fato, considerar M a esquerda ou a direita no Tor,
pois as identificacdes na equacdo 1.3.5 nos garantem que temos um isomorfismo natural
M Qugar N = N ®pgar M para todos A-bimddulos M e N.

De modo inverso ao feito para a cohomologia, pode-se utilizar a resolu¢édo k-plana
(CL(A),b") de A para obter um complexo-padrao para a homologia de Hochschild. A parte
crucial é notar o isomorfismo de k-mddulos:

M Quganr (AQ A®" @ A) = M ® A®"
m @agar A ® = ® Aney > (M- (a9 ® an1)) ® 41 @ -+ @ ay

Proposicao 1.3.11. A homologia de Hochschild é dada pelo complexo de cadeias (de k-
modulos)

0 ME | EM@A™ &M@ AT
onde mapa de bordo b, é dado por

n—1
bi(m®a;®..0a,) =ma; ® .8 a, + Y .(-1)m®a; ® ... ® 4411 ® ... ® a,+
i=1

+(-D'am®a; ® ... ® a,_;

Esse complexo é denotado por (C.(A, M), b) e é chamado de complexo-padrao de Hochschild.

Equivalentemente, ao considerar M como (A ® A°?)-mddulo a esquerda, obtemos o
seguinte complexo alternativo para o calculo da homologia de Hochschild:

DAY RS VIR LU VI

onde o mapa de bordo b, é dado por

n—1
b(@ ®...8a,®m) = a,® ... ®ma, + ) (—1)'a; ® ... ® 4811 ® ... ® @, ® m+
i=1

+(-D'a; ®...Qa, 1 @ a,m

Observacao 1.3.12. Dentro da teoria de operades, que estuda objetos capazes de codificar
diversas estruturas algébricas, pode-se ver que a homologia do operade Ass, que codifica
as algebras associativas, coincide com a homologia de Hochschild, veja [LV12, Prop. 9.1.6].

Proposicao 1.3.13. Usando a notagdo [M, A] para o k-submédulo de M gerado pelos ele-
mentos da forma ma — am, ondea € A em € M, vale que HHy(A, M) = M/[A, M].

Demonstragao. Temos que HHy(A, M) = M /Im(b,), sendo que b; : M ® A — M satisfaz
b:(m ® a) = ma — am. O

Como pode ser notado acima, necessitamos da hipotese de A ser k-plano (resp. k-
projetivo) para que as defini¢des da (co)homologia através dos complexos explicitos
coincidam com a dada pelos funtores Ext e Tor. Caso o interesse seja trabalhar sobre
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um corpo k, tal exigéncia é inofensiva. Para o caso geral, essa hipotese pode ser eliminada
ao utilizar os funtores Tor e Ext relativos, veja [Wei94, Lemma 9.1.3] e [Hoc56].

Proposicdo 1.3.14. Para cadan € N, temos que HH,(—) : Alg, — Vecty é um funtor da
categoria de k-algebras para a categoria de k-modulos.

Demonstragao. Isso pode ser provado através do complexo-padrao da homologia (C.(A), b).
Se g : A — B é um morfismo de k-algebras, entdo podemos definir o mapa

g® . A®n+1 - B®n+l

a4 ® - ®a, — glay) ® - ® gla,)

Uma conta direta mostra que g% é um morfismo entre os complexos (C.(A),b) e (C.(B),b),
isto é, que comuta com os mapas de bordo b. Com isso, temos uma fun¢io induzida entre
os grupos de homologias. [

A propriedade acima néao é valida para os grupos de cohomologia. Isso ocorre, pois
nio temos uma forma natural de definir um morfismo entre Hom(A, A) e Homy(B, B) a
partir de um morfismo entre as k-algebras A e B. Por exemplo, em grau 0, temos que o
centro Z(—) = HH(-) néo é um funtor. De fato, tomando as algebras

UMl ke
(x%) (x%, y%, xy + yx)

sobre um corpo k, podemos definir fun¢des A— B - A de modo que i = id4. No entanto,
visto que Z(A) = A e Z(B) = k (quando char(k) # 2), concluimos que Z(—) néo pode
satisfazer Z()Z (i) = idz(a). Isso mostra que nao ha um modo natural de definir Z( f) para
um morfismo de algebras f; por exemplo, a imagem da restri¢do de f : A — B para Z(A)
nio necessariamente esta contida em Z(B).

Exemplos 1.3.15. Agora, veremos como a homologia de Hochschild se comporta para
alguns exemplos simples. Com excecdo do primeiro item, todos eles sao calculados usando
a definicdo por meio do funtor Tor.

1. No caso trivial em que A = k, pode-se ver que o complexo-padrao C,(k, M) é isomorfo
ao seguinte complexo

OeMEMeMEMEME ...

Logo, HHy(k, M) = k e HH,(k, M) = 0 para todo n > 0. O mesmo comportamento é
valido para a cohomologia.

2. (Algebras de polinémios) Notando que k[x] ® k[x] = k[x, y] e usando o isomorfismo
k[x] = k[x, y]/(x — y), temos que uma resolu¢do de A = k[x]| através de (A ® A°?)-
modulos livres é:

0 — kx,y] = Klx,y] — k[x] - 0

Aplicando k[x] ®j[x,] — notamos que a homologia de Hochschild é dada pelo com-
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plexo:
0 — k[x] RN k[x] =0

Logo, HHy(k[x]) = HH;(k[x]) = k[x] e HH,(k[x]) = 0 paran > 2.

3. (Algebras simétricas, [Lod98, 3.2.2]) Sendo V um k-médulo plano, denote por S(V)
(também denotada por Sym(V)) a algebra simétrica sobre V. Isto ¢, a dlgebra graduada
dada pelo seguinte quociente da algebra tensorial S(V), = V®"/ ~ com a relagéo de
equivaléncia v; ® - @ v, ~ V(1) ® =+ ® V,(y) para toda permutacdo o € S,. No caso
em que V é livre de dimensao n, entdo S(V) = k[xy, -, x,].

Para todo n > 0, temos que HH,(S(V)) = S(V) ® A*(V), onde A*(V) denota a algebra
exterior. No caso de k[xy, -+, x,] sobre um corpo k, isso pode ser provado utilizando
o item acima junto a propriedade do produto tensorial 1.3.16 abaixo.

4. (Algebra tensorial, [Wei94, Prop. 9.1.6]) Sendo V um k-moédulo, a algebra tensorial
T(V') é definida como a algebra graduada T(V), = V®" de modo que a multiplicacdo
¢ dada pela concatenacdo de produtos tensoriais. Ela satisfaz

®n>OV®”/(1 - T)V®n, n=20
HH,(T(V)) = {®piiveV®|v=1@)}, n=1,
0, n>1

onde 7 : V®" — V®" é o operador ciclicov; ® - ® v, = 0, QV; ® -+ ® Uy_1.

5. (Algebras de polindmios truncadas, [Kas06, 5.9]) Se k é um corpo e A = k[x]/(p)
para algum polinémio p, entdo os grupos de homologia HH,(A) sdo dados pela
homologia do seguinte complexo:

Sasal Al as,

onde p’- representa o mapa de multiplicacdo pela derivada (formal) p’. Também,
temos que HH,(A) = HH"(A), pois A é auto-injetiva simétrica, veja 1.3.19 e [Lam99,
3.15A, 16.55] .

Em particular quando p = x™, obtemos que, se char(k) { m, entdo

]\ _ [KIxl/em), n=0
HH”<%> B {k[x]/(x’"_l),n >0

Se char(k) | m, entdao HH,(k[x]/(x™)) = k[x]/(x™) para todo n > 0.

A seguir, faremos uma compilacdo das propriedades basicas da (co)homologia de
Hochschild.

Proposicao 1.3.16. Sejam A e B duas k-algebrasen > 0.

1. (Mudanca do anel base) Dado um morfismo de anéis comutativos k — ¢, a {-algebra
A, = AQ® ¢ satisfaz HH,(A,, M) = HH,(A, M) para todo A,-bimodulo M.
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2. (Produto direto) Para todo (A x B)-bimddulo M, temos que
HH,(Ax B,M) = HH,(A, AMA) & HH,(B, BMB),

onde usamos a nota¢do AMA = (14,0)- M - (14,0) e BMB = (0, 13)M(0, 13).

3. (Localizagado) Se S é um conjunto multiplicativo central em A, entdo:
HH,(S'A) = ST'HH,(A)

4. (Produto tensorial) Se k é semissimples, entdo
HH,(A®B,M ® N) = (P HH(A,M) ® HH;(B,N)
i+j=n
para todos A-bimédulo M e B-bimodulo N.

As duas primeiras propriedades também sao validas para os grupos de cohomologia
HH"(A,M). A quarta propriedade também é valida com a seguinte hipdtese adicional: k é
um corpo e A ou B possui dimensdo finita sobre k.

Demonstragao. O primeiro item pode ser provado a partir dos complexos explicitos
da (co)homologia de Hochschild aplicando os isomorfismos M ®, A>" = M ®; A e
Homy(A®", M) = Hom (AP, M).

Os trés itens seguintes podem ser provados a partir de propriedades dos funtores Ext e
Tor. Provaremos apenas o quarto item, enquanto que os outros podem ser conferidos em
[Wei94, Thm 9.1.8]. Para o segundo item, também vale notar que M = AMA & BMB.

Usando o isomorfismo de algebras (A ® B)* = A° ® B°, o quarto item é consequéncia
do corolario 1.1.10:

HH,(A® B,M ® M) = Tor{*» (M ® M, A® B) = (] Tor/ (M, A) ® Tor" (M, B)

i+j=n
[

Proposicao 1.3.17 (Morita-invariancia). Sejam A e B duas k-algebras k-planas. Se A e B
sdo Morita-equivalentes, entao HH,(A) = HH,(B) e HH"(A) = HH"(B).

Ideia da demonstracdo. Através do teorema de Morita 1.1.24, temos um progerador P de
Mod-A e Q um progerador de Mod-B que induzem o seguinte par de equivaléncias entre
as categorias de bimodulos

F=PQ®s—®4Q: A-Bimod — B-Bimod

G=Q®p—®pP: B-Bimod — A-Bimod.

Usando que P e Q sdo projetivos tanto como A-moddulos quanto como B-mddulos (veja
[Wei94, Lemma 9.5.4]), pode-se provar que esses funtores:

« sdo exatos: de fato, eles sdo composicoes de funtores exatos.
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+ levam bimoédulo projetivo em projetivo: isso segue de [CE56, IX : Prop. 2.3]

Com isso, ao tomar uma resolucido (A ® A°?)-projetiva P, de um A-bimddulo M, obtemos
uma resolucdo (B® B°?)-projetiva F(P,) de F(M). Assim, o resultado segue da interpretagio
da (co)homologia de Hochschild através de Tor e Ext.

HH,(B, F(M)) = H,(F(A) ®pgp» F(P.)) = FH,(A ®aga» P.) = HH,(A, M)

Podemos usar argumentos analogos para obter o resultado para a cohomologia, veja
[Ben91b, Thm 2.11.1]. Uma demonstracao feita a partir do complexo-padrao de Hochschild
pode ser conferida em [Wei94, Thm 9.5.6]. O

Repare que, ao focarmos somente na cohomologia de grau zero HH°(A) = Z(A), obte-
mos uma consequéncia interessante — que também pode ser provada diretamente através
do teorema de Morita: duas algebras Morita-equivalentes possuem centros isomorfos. Logo,
Morita-equivaléncia é o mesmo que isomorfismo para algebras comutativas.

Observacao 1.3.18. Vale ressaltar que uma generalizacdo da Morita-invariancia foi pro-
vada por D. Happel no contexto de algebras de dimenséo finita [Hap89, §4.2] — explicita-
mente as cohomologias de A e B coincidem quando A é “inclinavel” (em inglés, tiltable) até
B. Isso foi mostrado num cenéario mais geral (que inclui qualquer k-algebra k-plana) por
J. Rickard [Ric91, Prop. 2.5] apds fornecer uma profunda caracterizacio da propriedade
inclinante para anéis em geral [Ric91, Thm 1.1]. Em mais detalhes, ele provou que B ¢ incli-
navel até A se, e somente se, suas categorias derivadas sdo equivalentes. De modo similar,
é possivel provar que a homologia de Hochschild também é invariante por equivaléncias
derivadas, cf. [Kel96, Thm 2.2].

Proposicao 1.3.19. Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo k. Se A é auto-
injetiva simétrica®, entdo HH,(A) = HH"(A).

Demonstrag¢ao. Uma algebra simétrica A é caracterizada pela propriedade A = Homy(A, k)
como A-bimédulos. Assim:

HH"(A) = Ext)g 40 (A, A) = Ext)yg 40, (A, Homy (A, k))
Usando [Ben91a, Prop. 2.8.5] e que k é k-injetivo, deduzimos que
HH"(A) = Homy(Torg ., (A, A), k) = Homy(HH,(A), k).

Com isso, cada grupo de cohomologia é o dual do grupo de homologia. Logo, eles sdo
isomorfos quando A é de dimensao finita. [

Observacio 1.3.20. Niao conhecemos nenhum contraexemplo para a reciproca da propo-
sicdo acima.

2Tal conceito nio deve ser confundido com a algebra simétrica Sym(V) dada por um espaco vetorial V, que é
isomorfa a k[xi, ..., x,] se dimi(V) = n. Mesmo assim, a proposi¢éo é nio-intencionalmente também valida
para essas algebras.
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Antes de finalizarmos este capitulo introdutdrio, apenas apresentaremos um objeto
importante para o estudo da homologia de Hochschild de algebras comutativas.

Sendo A uma k-algebra comutativa, o A-mddulo de diferenciais de Kahler é denotado
por Q), e possui a seguinte apresentagdo: para cada elemento a € A, temos um gerador da
que esta submetido as seguintes relacdes: dA = 0 paratodo A € k e

dla+d)=d@a)+d@) d(aa")=ad(a)+d(a)d.

Sendo p1: A® A a funcéo de multiplica¢do a ® a’ — aa’, pode-se provar que ker(p) é
gerado como A-moédulo pelos elementos da forma 1 ® a — a ® 1. Através dele, pode-se
obter os seguintes isomorfismos de A-médulos, cf. [Wei9%4, 9.2.4]:

ker
HH (A) = Q) = et 5)2’

onde o segundo isomorfismo é dado porda— (1®a—a® 1).



Capitulo 2

Anéis com caracterizacoes
homologicas

Uma das principais qualidades da Algebra Homolégica est4 em fornecer uma nova
visdo de alguns objetos de estudo da Matematica. Aqui, buscamos apresentar alguns
anéis que podem ser caracterizados a partir de conceitos homologicos, seja em termos de
caracteristicas da sua categoria de modulos ou utilizando grupos de (co)homologia como
os de Hochschild.

Neste capitulo, apresentaremos apenas trés tipos de anéis, que serdo utilizados no capi-
tulo seguinte, enquanto que muitos outros exemplos poderao ser conferidos no apéndice.
Na primeira se¢do, veremos o caso das algebras separaveis, que estardo bastante presentes
nas hipoteses dos teoremas que circundam a conjectura de Han. Nas duas se¢des seguintes,
apresentaremos dois exemplos de algebras comutativas, que sdo essenciais para um bom
entendimento da demonstracdo da conjectura de Han nesse caso.

2.1 Algebras Separaveis

Suposicio: Nesta secdo, k sempre sera um corpo.

Antes de introduzirmos o conceito de algebras separaveis, lembremos que um polinémio
irredutivel f(x) € k[x] é separavel se todas as suas raizes tem multiplicidade 1 em k%2 ou,
equivalentemente, se sua derivada é diferente do polindémio nulo. Assim, dizemos que uma
extensdo algébrica de corpos £ 2 k é separavel se o polindmio minimal de cada elemento
de ¢ for separavel.

Proposicao 2.1.1. Sobre uma extensdo de corpos finita K 2 k, sdo equivalentes:
(1) K 2 k é uma extensdo separavel

(2) Oanel K ® ¢ é reduzido — i.e. 0 é seu tinico elemento nilpotente — para toda extensao
(finita) £ 2 k.

(3) Oanel K @ ¢ é semissimples para toda extensao (finita) £ 2 k.
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Demonstrag¢ao. Comecamos pela implicagdo (1) = (2). Pelo teorema do elemento pri-
mitivo, se K é extensdo separavel finita de k, entdo K = k[x]/(f) para algum polindmio
separavel f. Além disso, temos que K ® ¢ = {[x]/(f) sendo que podemos escrever f em
f[x] como produto f = f; ... f, de fatores f;’s irredutiveis e nao divisiveis entre si. Assim,
se p € {[x] satisfaz p" € (f) — ou seja, é nulo em {[x]/(f) —, entdo f; | p para todo
i e, portanto, p € ( f) Para a reciproca, utilizemos a contrapositiva: sendo ¢ € K um
elemento cujo polindmio minimal m,(x) € k[x] é inseparavel, vejamos que K ® £ ndo
é reduzido sendo ¢ o corpo de raizes de m,. Com efeito, podemos escrever m, em £[x]
da forma m,(x) = (x — f)*q(x) para algum S € ¢ e temos, também, que K ® £ contém
k() ® £ = €[x]/(m,). Logo, (x — B)q(x) nos fornece um elemento nao-nulo e nilpotente
em K ® ¢.

A equivaléncia (2) < (3) segue do fato de que, para algebras de dimensao finita,
o radical de Jacobson J(A) é nilpotente [Lam01, 4.12] e vale que A é semissimples se, e
somente se, J(A) = 0. O

Motivados pela resultado acima, temos que uma possivel generalizacdo do conceito de
separabilidade para algebras (de dimenséo finita) em geral é a seguinte:

Definicao 2.1.2. Uma algebra de dimenséo finita sobre um corpo k ¢é dita separavel se
A ® ¢ é semissimples para toda extensdo de corpos ¢ 2 k.

Também, existem outras possiveis razdes para considerar tal conceito. Por exemplo, a
referéncia mais antiga que encontramos introduzindo tal conceito é a de Albert [Alb39,
p. 44], o que é feito dentro do contexto do teorema da cisdo de Wedderburn — com efeito,
separabilidade fornece a hipotese perfeita para tal teorema. Ainda assim, o problema da
preservacdo da semissimplicidade de uma algebra apods a extensao do corpo base também
era tratado durante a época, veja [Wae50, §121]. Hoje em dia, podemos encontrar outras
utilidades para a nocdo de algebras separaveis, em especial quando generalizadas para o
caso em que k é apenas um anel comutativo. Para uma apresentacdo extensiva da teoria
de tais algebras, recomendamos o livro [For17].

Agora, vejamos como tal conceito poder ser caracterizado por meio de propriedades
homoloégicas.

Lema 2.1.3. [CE56, IX: 7.1, 7.3] Dadas duas k-algebras A e B sobre um corpo k, vale que:

a) pd(AxB)e(A x B) = max{pd,.(A), pd,.(B)}

b) pdiage:(A® £) = pd,.(A) para toda extensdo de corpos £ 2 k.

Demonstragao. O resultado segue das propriedades da homologia de Hochschild 1.3.16. O
primeiro item segue do isomorfismo

HH"(A x B, M) = HH"(A, sM,) ® HH"(B, sMz) YM € (A x B)-Bimod,
onde 4My = (14,0)-M-(14,0) e Mg = (0, 15)-M-(0, 15). Para o segundo item, o isomorfismo

HH,(A, M) = HH,(A, M) YM € A,-Bimod
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implica que pd 4. (A ® £) < pd,.(A). Para a desigualdade contraria, usemos que existe
uma cisdo de k = £. Assim, para todo A-bimédulo M, podemos considerar o A,-bimddulo
M ® ¢ de modo que a composicao dos morfismos

HH"(A,M) > HH"(A,M ® £) > HH"(A, M)

é igual a identidade. Assim, se o grupo de cohomologia HH"(A,,M ® £) = HH"(A,M ® ¢)
for nulo, entdo HH"(A, M) também ¢é nulo. O]

Teorema 2.1.4. As seguintes afirmacoes sao equivalentes para dizer que uma algebra A
sobre um corpo k ¢é separavel:

(1) A é projetivo como (A ® A°P)-mbdulo.

(2) Oepimorfismopu: AQA? — A(a®b — ab) cinde como morfismo em (A® A°?)-Mod.
(3) HH'(A, M) = 0 para todo A-biméodulo M.

(4) A® A°P é semissimples.

(5) A® A’ é noetheriana e A é plano como (A @ A°P)-moédulo.

(6) A tem dimensao finita sobrek e A ® { é semissimples para toda extensao € 2 k.

(7) A tem dimensdo finita sobre k e A ® k¥ é semissimples.

Demonstragao. A equivaléncia entre os trés primeiros itens segue das diferentes caracteri-
zacOes de modulo projetivo 1.1.11. A implicacdo (1) = (4) segue da desigualdade abaixo,
que sera provada mais adiante no contexto de algebras pseudocompactas (corolario 4.3.14):

gl.dim(A ® T') < pd g4, (A) para toda algebra I semissimples.

De fato, de A ser (A ® A°?)-projetivo, concluimos que A é semissimples ao tomar I' = k e,
em sequéncia, deduzimos que A ® A°? é semissimples ao tomar I' = AP,

A implicagao (4) = (5) é clara, enquanto que (5) = (1) segue da proposicéo 1.2.10.

Para ver que, a propriedade (1) implica em A ter dimensao finita, consulte [Wei94,
Lemma 9.2.12]. Com isso, a implicagdo (1) = (6) também segue da desigualdade acima ao
tomar I' = £. Visto que (6) = (7) é uma tautologia, s6 nos resta provar (7) = (1). Para
tanto, podemos usar o teorema de Wedderburn-Artin para deduzir que A ® k%€ é uma
soma direta de algebras de matrizes M, (k“¢). Verificando que tais algebras sio projetivas
como M, (k)-bimodulos (veja [Wei94, Lemma 9.2.10]) e usando o lema acima, obtemos
que

pd .. (A) = pdsgpasy (A ® ka8) = miax{deni(kazg)e(Mni(kalg N} =0. O

Historico do teorema. Assumindo A de dimensao finita, a equivaléncia (3) < (6) foi pro-
vada no artigo de 1945 de G. Hochschild’s 1945 [Hoc45, Thm 4.1], mostrando como sua
cohomologia poderia ser util para entender propriedades de uma algebra. Uma prova
usando como ferramenta o funtor Ext foi dada por Cartan e Eilenberg [CE56, IX: Thm
7.9, 7.10], onde também é demonstrada a equivaléncia com o item (4). O fato de que



40

2 | ANEIS COM CARACTERIZACOES HOMOLOGICAS

a propriedade (1) implica em A possuir dimensao finita foi mostrado por Rosenberg e
Zelinsky [RZ56].

O primeiro item passou a ser considerado a definicdo mais adequada de separabilidade
quando k é um anel comutativo, veja [AG60]. Ja a propriedade do item (5) foi analisada sem
a hipotese de A ® A°? ser noetheriana por Villamayor [Vil59], que provou ser equivalente
a “localmente separavel” em alguns casos.

Exemplo 2.1.5. 1. Se G é um grupo finito e k é um corpo cuja caracteristica nao divide
a ordem de G, entdo k[G] é separavel sobre k. Isso segue da existéncia do idempotente

1

e=—
|G

> g® g™ € k[Gl ®k[G]”

geG

Tal elemento satisfaz p(e) = 1 e (g ® 1)e = (1 ® g)e para todo g € G. Com isso,
podemos definir o mapa de k[G]-bimddulos o : k[G] — k[G] ® k[G]°? determinado
por (1) = e e notar que ele é uma cisdo de u : k[G] ® k[G]? — k[G].

2. Sendo A uma k-algebra de dimensao finita, dizemos que k é um corpo de cisdo para A
quando A/J(A) é um produto de matrizes sobre k, veja [Lam01, 7.7]. Isso é valido, por
exemplo, quando A = kQ/I é um quociente admissivel de uma algebra de caminhos.
Com isso, A/J(A) é separavel nesses casos.

Sabemos diretamente da definicdo que toda algebra separavel é semissimples. Assim,
podemos nos perguntar quando que vale a reciproca. Como veremos a seguir, a resposta
para isso esta em considerar corpos perfeitos. Fundamentalmente por essa razao, alguns
resultados do proximo capitulo ndo serdo validos sem a suposicdo de que k é perfeito.

Definicao-proposicao 2.1.6. Um corpo k é perfeito se satisfaz as seguintes condicoes
equivalentes:

(1) Toda extensdo algébrica (ou finita) de k é separavel.
(2) Todo polinémio irredutivel em k[x] é separavel.

(3) char(k) = 0 ou a funcéo a — a? é sobrejetora quando char(k) = p > 0.

Demonstracgdo. A equivaléncia entre os dois primeiros itens segue simplesmente do fato
que todo polindmio irredutivel é minimal para algum elemento algébrico sobre k. Agora,
assumindo que char(k) = p > 0, vejamos a partir da hipétese (2) que, para todo a € k,
existe b € k tal que b? = a. Para tanto, note que o polindmio inseparavel f(x) = x? —a
nio é irredutivel em k[x]. Tomando uma raiz a € k%8 de f, obtemos que f(x) = (x — )’ e,
portanto, (x — )" pertence a k[x] para algum n tal que 1 < n < p — 1. Isso nos garante que
o coeficiente de x"!, dado por na, pertence a k e, como n é inversivel em k, concluimos
que « € k. Com isso, provamos (2) = (3).

Para a reciproca, note que, em caracteristica zero, os polindmios constantes sao os
unicos com derivada zero. Assim, basta tratar do caso em que char(k) = p > 0. Suponha,
por absurdo, que k[x] possui um polindmio irredutivel f(x) tal que f’(x) = 0, entdo todo
monomio ax" de f(x) com p { n é nulo, sendo anx""! seria um termo nao-nulo de f’(x).
Assim, f(x) = g(x?) para algum polinémio g = a,x" + ... + ay, a; € k. Agora, a condigio
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(3) nos diz que podemos tomar b; € k tais que b’ = a;, de forma que podemos fatorar o
polinémio irredutivel f(x) = (b,x" + ... + by)?, uma contradicao. O

Desse modo, um corpo que seja finito, algebricamente fechado ou de caracteristica
zero sempre sera perfeito. De fato, ax + b (a # 0) sdo os Unicos polinémios irredutiveis
quando k = k% e a funcio injetora a — a” € k é sobrejetora quando k ¢é finito.

Proposicao 2.1.7. Um corpo k é perfeito se, e somente se, toda k-algebra semissimples de
dimensdo finita é separavel.

Demonstragdo. Uma algebra de dimensio finita A é semissimples se, e somente s, J(A) = 0.

Além disso, J(A® ) = J(A) ® ¢ para toda extensdo algébrica separavel ¢ 2 k, cf. [Lam01,
5.17]. Assim, quando k ¢ perfeito, vale que J(A ® k) = 0 para toda algebra semissimples
A. A reciproca segue imediatamente da definicdo 2.1.6: se k ndo é perfeito, entdo existe um
corpo ¢ de dimensao finita sobre k que néo é separavel. [

Tendo em mente a defini¢do de algebra separavel por meio do aniquilamento da
homologia de Hochschild e que um corpo de caracteristica zero é sempre perfeito, um
teorema analogo ao acima vale para algebras de Lie. Na realidade, tal resultado, provado
na década de 1930, foi uma das motivagdes para G. Hochschild desenvolver sua teoria, veja
[Hoc42].

Para enuncia-lo, notemos apenas que a cohomologia de uma algebra de Lie g pode ser
definida através da seguinte forma

H"(g, M) = Ext} (k, M),

onde M é g-moédulo e Ug € a algebra envolvente universal (em inglés, enveloping algebra)
de g.

Teorema 2.1.8 (Primeiro lema de Whitehead, [Whi37]). Seja g uma dlgebra de Lie de
dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero:

g é semissimples < H'(g,M) =0 VM € g-mod com dimi(M) < oo

Demonstragao. A implicagio = pode ser conferida em[Wei%4, Cor. 7.8.10]. Para a
reciproca, usaremos que g é semissimples se, e somente se, g ndo possui ideais abelianos
nao-nulos. Assim, assuma que h é um ideal ndo-nulo de g. Usando a hipdtese, temos que

Exty;,(h, 9/b) = H'(g, Homy(b, g/b)) = 0,

cf. [Wei94, Ex. 7.3.5]. Pela interpretacdo de Ext' por meio de extensdes, podemos concluir
que g = h @ g/bh. Assim, H'(h, k) é somando direto de H'(g, k) = 0, cf. [Wei94, Ex. 7.3.8].
Com isso, obtemos que

H'(h, k) = Homy(h/[h, b k) = 0,

cf. [Wei94, Cor. 7.4.8]. Logo, h = [, h] e, portanto, h ndo pode ser abeliano. O

41



42

2 | ANEIS COM CARACTERIZACOES HOMOLOGICAS

Vale ressaltar que tal resultado ndo é valido para nenhum corpo de caracteristica
positiva, cf. [Wei94, Ex. 7.8.2]. Outro resultado interessante é o segundo lema de Whi-
tehead': se char(k) = 0 e g é semissimples, entio H*(g, M) = 0 para todo M. Tal resultado
possibilitou uma nova prova para um importante teorema, publicado por E. E. Levi em
1905, que nos diz que toda algebra de Lie pode ser decomposta por meio de seu radical e
de uma subalgebra semissimples, veja [Whi36]. A seguir, também utilizando o anulamento
do segundo grau de homologia (de Hochschild), obteremos um resultado analogo para
algebras associativas.

Teorema 2.1.9 (Cisdo de Wedderburn). Para toda algebra de dimensao finita A tal que
A/J(A) é separavel, temos o isomorfismo de dalgebras A = A/J(A) @ J(A).

Ideia da demonstracgio. Como A/J(A) é separavel, temos que HH*(A/J(A), M) = 0 para
todo M. Isso significa, pela correspondéncia 1.3.4, que toda extensao B — A/J(A) cujo
nucleo ao quadrado é zero cinde. Mais ainda, pode-se provar que tal extensao cinde sempre
que o nucleo é nilpotente. Como J(A) é nilpotente, concluimos que o epimorfismo de

algebras A - A/J(A) cinde. H

Historico do teorema. Tal resultado foi provado por Wedderburn [Wed08, Thm 28] sim-
plesmente com a hipdtese de que A/J(A) é uma algebra de divisdo — ou “primitiva” na
sua nomenclatura. Como pode-se perceber, tal hipotese nio esta abrangida pelo nosso
enunciado e, de fato, o teorema nio é valido apenas com ela. Essa brecha em seu enunciado
é justificada pela falta de conhecimento na época sobre o comportamento de corpos de
caracteristica positiva. Por exemplo, o conceito de extensido separavel de corpos so viria a
ser introduzido por E. Steinitz alguns anos depois.

Uma formulacdo mais precisa para o resultado, mas sem citar a separabilidade de
A/J(A), foi provada no livro de Dickson [Dic23, p.125] com a hipotese de que o corpo tem
caracteristica zero — ou, na terminologia da época, que o corpo ndo é modular. Tal autor
também foi um dos primeiros a utilizar o jargdo “teorema principal” para tal resultado, que
¢ a nomenclatura mais encontrada na literatura. Outros, como G. Hochschild, utilizavam o
termo “terceiro teorema de estrutura de Wedderburn”, sendo que o “primeiro” e o “segundo”
se referiam ao que chamamos hoje de teorema de Wedderburn-Artin. Um enunciado como
o acima foi dado, por exemplo, em [Deu35, 1I§11].

G. Hochschild também forneceu uma prova desse resultado através de sua cohomologia
[Hoc45, §6]. Para mais detalhes sobre o historico dos teoremas de estrutura de Wedderburn,
consulte [Par85].

Observacao 2.1.10. A demonstragio e o teorema acima continuam validos se assumirmos
simplesmente que A é artiniana em vez de possuir dimenséao finita.

2.2 Anéis Regulares

Nesta secdo, apresentaremos um dos principais exemplos de como as ferramentas
homoloégicas acabaram sendo muito tteis dentro da Algebra Comutativa.

! Vale ressaltar que uma reciproca desse resultado s6 foi provada recentemente [Zus08].
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Notacao: Utilizaremos (R, m, k) para denotar um anel local comutativo com dnico
ideal maximal m e corpo residual k = R/m.

Seja (R, m, k) um anel comutativo local noetheriano. O polinémio de Hilbert-Samuel
P,(R) € Q[x] é definido como aquele que satisfaz P, (R)(n) = leng(A/m") paran > 0,
onde a notagao leng(M) indica o comprimento do R-médulo M. O teorema de dimensao
de Krull nos diz que

dimg,,;(R) = deg(Pn(R)) =inf{n e N | 3ry, -, 1, € m t.q. leng(R/(ry, -+, 1) < )}
=inf{n e N | 3ry, -, r, e mtq. \J(r, -, 1) = m}

cf. [TB15, Teo. 14.3.2] e [Ser00, p. 34]. Uma consequéncia disso é a seguinte desigual-
dade
dimK,ull(R) < dlmk(m/mz) < 00, (2.2.1)

De fato, o termo da direita é igual ao nimero minimo de geradores de m.

Defini¢ao 2.2.2. Um anel comutativo local noetheriano (R,m,k) é dito regular se
dimKrull(R) = dlmk(m/mZ)

A motivacdo para a nomenclatura da defini¢do acima é dada pelo seguinte resultado
de Geometria Algébrica.

Proposicao 2.2.3. SejaV uma variedade algébrica afim irredutivel e k um corpo. Um ponto
P €V é regular se, e somente se, a localizagdo do anel de coordenadas k[V] em P é regular.

Demonstragao. [Hul03, Corollary 3.29] O

Exemplo 2.2.4. 1. Seja Ay, alocalizagdo de A = k[x, ..., x,] (com k corpo) em relacio
ao ideal maximal m = (x; — ay, -+, X, — a,), a; € k. Vale que A,, é regular, pois mA,, é
gerado por, no minimo, n elementos e A, possui uma cadeia de primos de tamanho
n dada por 0 C (x;) C (x1,x3) C -+ C (1, -+, X,). Isso € ilustrado pelo fato de que o
espacgo afim A} é regular em qualquer ponto.

2. O anel das séries de poténcias k[[x, -+, x,]] é local com ideal maximal m = (x;, -+, x;,).
Pelos mesmos argumentos do item acima, tal anel é regular. Note, também, que ele
é noetheriano por uma demonstracdo analoga ao teorema da Base de Hilbert, cf.
[TB15, Teo. 6.2.1].

Do teorema das sizigias de Hilbert, ja sabemos que todo anel de polinémios possui
dimensao global finita. A seguir, apresentamos o surpreendente resultado de que, na
verdade tal propriedade homolodgica caracteriza os anéis regulares.

Teorema 2.2.5 (Serre-Auslander-Buchsbaum). Um anel noetheriano comutativo local
(R, m, k) é regular se, e somente se, gl.dim(R) < co. Nesse caso, vale que

dimg,,;(R) = dimg(m/m?) = pd,(k) = gl.dim(R)

Demonstragao. Veja [Wei%4, pp. 110-111] ou [Ser00, pp. 76-77] O
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Historico do teorema. O seguinte relato de 2016 de David Buchsbaum descreve os papéis
de algumas pessoas envolvidas para a obtencdo desse decisivo teorema:

“Em 1953-54 E. Artin me pediu para lhe descrever algebra homologica. Além
do Ext e do Tor, eu decidi lhe mostrar a ‘prova homologica’ do Teorema da
Base de Hilbert e indiquei que a mesma demonstragdo mostrava que um anel
local regular possui dimensao global finita. Artin entdo mencionou o problema
em aberto da localizacéo, e eu falei que se a reciproca do teorema que eu
havia acabado de lhe mostrar fosse verdade, o resultado da localizacao seria
trivial. Ele perguntou se eu conseguiria provar a reciproca, eu disse nédo, e nos
dois concordamos que seria legal prova-la. A questio da fatoracdo em anéis
regulares locais também surgiu naquela conversa, e entdo eu me propus o
objetivo de provar aqueles dois teoremas. Persuadi Auslander a se juntar a mim
naquele projeto. Quando Auslander e eu tinhamos quase todos os resultados,
e um esbo¢o do fio de desigualdades necessarias, Eilenberg pediu para vé-las,
nos as escrevemos para ele e ele foi a Paris com elas. Foi la que Serre viu
o esbog¢o do nosso projeto, e ele nos venceu com a prova final por volta de
uma semana (ou o tempo que levou para uma carta aérea viajar de Paris a
Princeton). [...] 7 (D. Buchsbaum [htt], traducdo nossa)

Como mencionado na fala acima, tal teorema nos fornece que toda localizagao de anéis
regulares € regular. Veremos isso abaixo.

Lema 2.2.6. Seja ¢ : R — S um morfismo entre as algebras comutativas R e S e tome
M € R-Mod. Se S é R-plano, entdo

pdy(S ®r M) < pdp(M) fds(S ®r M) < fdr(M)

Demonstracdo. Na demonstracdo da proposi¢do 1.1.17, vimos que uma resolucido R-
projetiva P, de um R-mddulo M nos fornece a resolucdo S-projetiva S ®x P, de S ®x M. O
mesmo vale para resolucdes planas. [

Corolario 2.2.7. Se R é um anel noetheriano comutativo local regular, entdo a localizagao
S7'R é regular para todo conjunto multiplicativo S.

Demonstragao. Todo S™'R-moddulo M é isomorfo a S™'M quando vemos M como R-mddulo.
Desse modo, podemos concluir, pelo lema acima, que gl.dim(S™'R) < gl.dim(R). O

Um resultado como esse, cujo enunciado nio depende de conceitos de Algebra Homo-
logica, ilustra os grandes beneficios que as ferramentas da area podem proporcionar. Sem
o uso delas, apenas conhecemos uma demonstracéo feita para alguns casos especiais por
Nagata [Nag58, pp. 415-416]. Outro teorema com a mesma natureza é o seguinte.

Teorema 2.2.8 (Auslander-Buchsbaum). Se R é um anel noetheriano comutativo local

regular, entdo R é um dominio de fatoragdo unica.

Comentarios sobre a demonstragdo. O fato de R ser um dominio é um fato mais elementar
e pode ser conferido em [Wei94, Prop. 4.4.5] ou [TB15, 14.5.6]. Para concluir que R é de
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fatoracdo unica, Nagata [Nag58, Prop. 11] provou que basta mostrar tal resultado para
anéis com dimensao de Krull 3. Isso foi cumprido por Auslander e Buchsbaum [AB59]. [

Tendo em vista que uma variedade algébrica é regular em todos os pontos se, e so-
mente se, a localizacdo em qualquer ponto é regular, podemos formular uma defini¢do de
regularidade para anéis nao necessariamente locais. Antes disso, notemos que a localizacdo
em ideais maximais se comporta bem em relacdo a dimensdes projetivas.

Lema 2.2.9. Seja R um anel comutativo. Para todo R-modulo M, vale que

fdp(M) = supifdg,, (Mw)},

onde m percorre os ideais maximais de R.

Demonstragao. Lembre que M, = (R\ m)~! ® M e que localizacio é um funtor exato.
Usando o lema 2.2.6, basta provarmos que existe ideal maximal m tal que fdx(M) =
fdg, (My). Para tanto, note que, para todo médulo M # 0, existe um ideal maximal m tal
que My, # 0. De fato, pode-se tomar um m que contenha o ideal anulador de M. Assim, o

resultado segue da proposicdo 1.1.17 e da caracterizacdo da dimenséo plana por meio do
Tor. U

O seguinte resultado é uma versido global do teorema de Auslander-Buchsbaum-
Serre.

Teorema-definicao 2.2.10. Um anel noetheriano comutativo é dito regular se satisfaz as
seguintes condicoes equivalentes:

(1) R, é regular local para todo p ideal primo (ou maximal) de R
(2) pdz(p) < oo para todo p ideal primo (ou maximal) de R
(3) pdr(M) < oo para todo M € R-mod.

Nesse caso, vale que

dimg,,;(R) = sup {gldim(R,)} = gl.dim(R) = findim(R).?

meMax(R)
Demonstragao. A demonstragdo das equivaléncias pode ser conferida em [Lam99, 5.94].
Para provar as igualdades, note que a primeira delas segue da igualdade dimg,,;(R) =
SUP emax(ryidimirui(Ri )} € do teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre; a segunda igual-
dade segue do lema acima e de que a dimensao global projetiva coincide com a fraca
quando o anel é noetheriano; a terceira segue do item (3) e do fato de a dimenséo global
apenas precisar ser calculada para modulos finitamente gerados. O]

Diferentemente do caso local, ndo podemos concluir, em geral, que todo anel regular
possui dimenséao global finita (veja o exemplo 3.3.2). Mesmo assim, isso é valido em muitos
casos, como verificaremos agora.

Z Esclarecemos que findim(R) ¢ a dimenséo finitista pequena, que é definida por
findim(R) = sup{pdz(M) | M € R-mod, pdz(M) < oo}.
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Proposicao 2.2.11. Para todo anel noetheriano comutativo R, vale que
gl.dim(R) < co = R ¢é regular.

A reciproca vale se assumirmos uma das seguintes hipoteses:
R é semilocal, i.e. R possui uma quantidade finita de ideais maximais;

« k é um anel noetheriano com dimg,,;(k) < oo e R é uma k-algebra essencialmente
finitamente gerada® (e.f.g.), i.e. uma localizagdo de uma algebra finitamente gerada.

Demonstragao. A primeira afirmacédo segue diretamente da definicéo, pois pd (M) é menor
ou igual a gl.dim(R) para todo M € R-Mod.

Para provar a reciproca, usaremos que, quando R é regular, temos as igualdades

dimg,,;(R) = gl.dim(R) = sup {gl.dim(R,)}

meMax(R)

Agora, no caso em que R é semilocal, o termo da direita é dado pelo supremo de uma
quantidade finita e, portanto, é finito, pois gl.dim(R,,) < oo para cada m quando R é regular.

Para o segundo caso, basta provar que dimg,,;(R) < oo. A hipétese nos diz que podemos
escrever

R = S (k[xy, ..., x,]/)

para algum conjunto multiplicativo S e algum ideal I de k[x, ..., x,]. Assim, o resultado
segue dos seguintes fatos validos para qualquer anel comutativo R:

o dimg,(k[x1, ..., x,]) = dimg,u(k) + n, cf. [TB15, Cor. 14.4.2] ou [Ser00, p. 42];

o dimg,,;(R/I) < dimg,,;(R) para qualquer ideal I de R, cf. [TB15, Lema 3.1.2];

o dimg,;(S7'(R)) < dimg,,;(R) para qualquer localizag¢do S~*(R), cf. [TB15, Teo. 4.3.1].
]

Pode-se notar que os conceitos de anel regular ndo fazem sentido no mundo néo-
noetheriano. Por exemplo, pode-se ver que nem a desigualdade 2.2.1 é valida se conside-
rarmos T a localizacio do anel k[x, Q] (k um corpo) pelo ideal maximal m = ). x'/"R. Os
elementos de T podem ser escritos, de forma unica, como x*u com u invertivel em T e
a € Q. Com efeito, escreva um elemento p € k[x, Q] como p = A,x% + - + 1;x™ + A,
onde a;;; > ;. Se Ay # 0, entdo p € invertivel em T; caso contrario, sendo ; o maior
racional tal que A; # 0, obtemos que p = x%(A,x* % + - + 1,).

Assim, T é um anel local com ideal maximal m satisfazendo m? = m. Além disso,
pode-se ver que tal ideal é o tnico ideal primo de R. De fato: se x/7 é um elemento de um
ideal primo p, entdo xP/1 também o é para todo i > 1. Assim, concluimos que

dlmk(m/mz) =0<1= dimKrull(T)

3 Também chamada de 4lgebra essencialmente de tipo finito.
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Além disso, como mostrado por Osofsky [Os069], um teorema como o de Auslander-
Buchsbaum 2.2.8 é contundentemente falso nessa generalidade.

Contraexemplo 2.2.12. [Oso073, Prop. 2.37] Sendo (T, m, k) o anel local definido logo
acima, podemos obter a partir dele o seguinte anel local com divisores de zero:

R={(a,b)eTxT|a—bem}.
Vale que gl.dim(R) = 3 e w.gl.dim(R) = 2.

Ideia da demonstragdo. Primeiramente, R é um subanel do anel T x T, com multiplicac¢do
coordenada-a-coordenada e unidade (1, 1), pois:

(a,b),(d’,b') € R = aa’ —bb’ =aa’ —ba’ +ba’ —bb’ = (a—b)a’ +bla’ —b')em

Para notar que R é local, basta provar que, se a soma (a,b) + (a’,b") é invertivel em R,
entdo alguns dos somandos (a,b) ou (a’,b") é invertivel, cf. [Lam01, 19.1]. Usando que
tal propriedade é valida para o anel T e denotando os invertiveis de um anel R por U(R),
nota-se que:

(a+ad,b+b)eUR) = (@acUT)oud €eU))e(beU(T)oubd’ €U((T))

Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que a € U(T), ou seja, podemos
escrevé-lo (a menos de um denominador) em k[x, Q] como a = Ay + -+ + A,x% para algum
Ao # 0.De a — b € m, segue que b = a + x*u’ para algum a > 0 e v’ € U(T); assim, o termo
independente de b é ndo-nulo e, portanto, b é invertivel em T. Logo, (a,b) é invertivel em
R, como queriamos.

Por conta do teorema de Auslander 1.2.6, basta provar que pdg(I) < 2 (resp. fd(I) < 1)
para todo ideal I de R para concluir que gl.dim(R) < 3 (resp. w.gl.dim(R) < 2).

Podemos definir o grau de um elemento ux® de T como sendo o € Q. Assim, de
forma razoavelmente similar ao caso de k[x, Q] (veja o item 5. dos contraexemplos 1.2.13),
pode-se provar que todo ideal de R é uma soma direta de (no maximo) dois ideais da forma
rR (tipo I) ou Y, 2, iR, onde r; = (0, s;) para todo i ou r; = (s;,0) para todo i e os graus de
s; € m sdo estritamente decrescentes (tipo II). Agora, pela resolucdo projetiva obtida no
caso k[x, Q], conclui-se que os ideais do segundo tipo tem dimenséo projetiva < 1. Ainda,
temos a sequéncia exata

0>0:r)>R—>rR—-0

onde (0 : r) = {s € R | sr = 0} é necessariamente um ideal do tipo II. De fato, usando que
T é dominio, pode-se ver que ou sRN (0 : r) = 0 para todo elemento s € Rou (0 : r) é da
forma m x 0. Com isso, concluimos que a dimensao projetiva de rR é < 2. A igualdade é
atingida, por exemplo, para o elemento r = (x,0), pois (0 : r) = 0 x m ndo é projetivo.*

A técnica para calcular a dimensao global fraca é a mesma. No entanto, deve-se notar
que os ideais do tipo II sdo planos, de modo que a dimenséo plana de seus ideais é, no

4 Na verdade, isso vale em geral: se R é local e (0 : ) = 0, entdo (0 : r) nio é projetivo, veja [Oso73, Prop.
2.36].
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maximo, 1. Ainda, verifica-se que nem todo ideal principal é plano, cf. [Os073, Prop.
2.36]. O

2.3 Algebras suaves

Outro conceito importante da Algebra Comutativa é o de algebras suaves. Veremos
que, em muitos casos, isso ¢ equivalente a dizer que a algebra ¢é regular. Isso faz com que
alguns autores utilizem o termo “suave” para algebras associativas com o intuito de dizer
que sua dimensao global é finita. Mesmo assim, como veremos abaixo, tal conceito possui
muitas outras ricas caracterizacdes, e que nio devem ser deixadas de lado. Inclusive, é por
conta de uma delas que podemos afirmar que a conjectura de Han é valida para algebras
comutativas.

Nesta secao, realizaremos as primeiras defini¢des no ambiente mais geral em que A é
k-algebra comutativa qualquer. Em seguida, apresentaremos as diversas caracterizacdes no
caso em que A é essencialmente finitamente gerada (e.f.g). Por conta disso, muitos autores
incluem tal hipotese dentro da defini¢do. Nao adotaremos tal convencgao.

Defini¢do 2.3.1. Uma k-algebra comutativa A é dita suave (ou 0-suave®) sobre k se satisfizer

o seguinte: para toda extensao de k-algebras comutativas 0 - N — C % C/N — 0 com
N? = 0 e para todo morfismo de algebrasv : A — C/N, existe um morfismodeu: A — C
que levanta v, isto é, 7u = v.

u///// lv

-
C —— C/N
Aqui elencamos algumas propriedades basicas que sdo preservadas por algebras sua-
ves.
Proposicao 2.3.2. Seja A uma k-algebra comutativa.
1. (Transitividade) Se A é suave sobre K e K € suave sobre k, entdo A é suave sobre k.

2. (Localizagao) Se A é suave sobrek e S C A é um conjunto multiplicativo, entdo S™'A é
suave sobre k.

3. (Mudanga da base) Se A é suave sobre k e ¢ é uma k-algebra, entdo A ® £ é suave sobre
L.

Demonstragao. Veja [Mat70, pp. 201-202]. Para o segundo item, primeiramente, prova-se
que S7'A é suave sobre A e, entdo, usa-se a transitividade. O]

No caso em que a algebra é um corpo, temos que suavidade é equivalente a separabili-
dade da extensdo de corpos. Antes de apresentar esse resultado, vejamos o que queremos
dizer por uma extensao de corpos arbitraria ser separavel.

°> Em muitos casos, A é considerada com a topologia I-4dica para um certo ideal I C A. Assim, o termo 0-suave
é utilizado para enfatizar que A esta sendo considerada como algebra discreta, o que é o nosso caso.
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Teorema-definic¢ao 2.3.3. Assumindo char(k) = p > 0, uma extensdo de corpos K 2 k ¢é
dita separavel se satisfizer as seguintes condigoes equivalentes:

(1) Todo subcorpo finitamente gerado da extensdo K 2 k é uma extensao algébrica separavel
de k(t, ..., t,) para alguma base de transcendéncia {t,, ..., t,} de k.

(2) O anel K ®y ¢ é reduzido para toda extensdo (finita) £ 2 k.
(3) OanelK ®; k?"' ¢ reduzido.

(4) (Critério de MacLane) K ek?” = {a € K% | a?’ € k} sdo linearmente disjuntos para
algum (ou para todo) j > 1, i.e. 0o morfismo K ®; kP’ — K¢ dado pelo produto dos
tensorandos é injetor.

Demonstragao. Para a implicagao (1) = (2), note que a hipotese nos permite reduzir aos
casos em que K 2 k é puramente transcendente ou separavel finita. O primeiro caso é
claro, pois K = k(ti, ..., t,) satisfaz que K ® ¢ = #(t,, ..., t,) é um corpo; ja o caso finito foi
provado anteriormente em 2.1.1.

Para ver (2) = (3), recomendamos a prova em [Mat87, Thm 26.2].

Além disso, a condi¢do (4) nos garante que K ®; kP éisomorfoa K - kP e, portanto, é
um corpo. Repare que, de fato, podemos assumir j = 1, pois vale que k" C k”* C ... Logo,
temos que (4) = (3).

Assim, s6 resta provar que (1) ou (2) implicam que K e k?”’ sdo linearmente disjuntos

para todo j, o que pode ser conferido em [Jac12, Thm 8.39] ou [Mat87, Thm 26.4]. O

Em caracteristica zero, vale que toda extensao algébrica é separavel, entdo toda extensio
de corpos satisfaz o item (1) — e, portanto, o (2). Assim, também dizemos nesse caso que
qualquer extensao de corpos é separavel. Esse mesmo argumento se aplica a qualquer
corpo perfeito, ou seja, temos a seguinte generalizacao da definicédo 2.1.6:

Corolario 2.3.4. Sek é perfeito, entdo qualquer extensdo K D k é separavel.
Com tais defini¢des, temos o seguinte:

Teorema 2.3.5. [Mat70, p. 207] Sendo K D k uma extensao de corpos:

K é suave sobrek < K D k é separavel

Agora, notaremos que, no caso em que k é um corpo, uma k-algebra é suave se, e
somente se, ela é “geometricamente regular”.

Proposiciao 2.3.6. No caso em que k é um corpo e A é uma k-algebra comutativa e.f.g., as
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) A é suave sobrek.
(2) An € suave sobre k para todo ideal maximal m.
(3) AQ t é regular para toda extensdo € 2 k tal que £’ C k.

(4) A® t éregular para toda extensdo € 2 k, i.e. A é geometricamente regular.
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Demonstragao. (1) = (4): Pelas propriedades 2.3.2, se A é suave sobre k, entdo A ® ¢ é
suave sobre £ e toda localizacdo de A ® ¢ é suave. Assim, basta ver que suave implica em
regular no caso de algebras locais, o que é provado em [Mat87, p.216] ou [Wei%4, Thm
9.3.11].

A implicagio (4) = (3) é uma tautologia.

(3) = (2): Do terceiro item segue que A,, ® ¢ é regular para todo ideal maximal m
com ## C k. Assim, tal implicagido segue da demonstragdo em [Mat87, Thm 28.7], na qual
mostra-se que A, é suave em relacdo a topologia mA,,-adica. Isso é equivalente a ser suave
em nosso contexto (discreto) pelo Corollaire 1 de [Bou07, p. X.101].

(2) = (1): Cor. 2 da pag. X.101 de Bourbaki [Bou07]. [

Corolario 2.3.7. Suponha que k é um corpo perfeito e A é uma k-algebra comutativa e.f.g.:

A é suave sobrek < A é regular

Demonstragdo. Basta notar que toda extensao satisfazendo # C k é (puramente) insepara-
vel. [

O exemplo abaixo mostra que ambos resultados acima nao sdo validos para algebras
noetherianas em geral.

Exemplo 2.3.8. No exemplo 2.2.4, verificamos que algebras de séries de poténcias (so-
bre um corpo) sdo regulares. Assim, pelo isomorfismo ¢ ® k[[xy, -+, x,]] = €[[x1, -, x.]],
concluimos que elas sdo geometricamente regulares. No entanto, como provado por Tani-
moto [Tan84, Thm 3.2], vale que k[[xi, -+, x,]] é suave sobre um corpo k somente quando
char(k) = pelk: kP| < co. Mesmo assim, é possivel ver que elas sdo suaves em relagio a
topologia m-adica para m = (xy, -, x,), cf. [Mat87, p. 215].

Uma (co)homologia propria para algebras comutativas foi definida por D. K. Harrison
[Har62] no inicio da década de 1960 através do complexo de Hochschild. No entanto, tal
teoria néo foi tao proficua quanto a introduzida independentemente por M. André [Andé67;
And74] e D. Quillen [Qui70] no final da década. Ainda assim, em muitos casos, ambos
grupos de cohomologia coincidem.

A seguir, realizaremos uma compilacdo de diversas caracterizagdes de algebras suaves
e.f.g. por meio de conceitos homoldgicos. Uma delas est4 escrita em termos da cohomologia
de André-Quillen e outra da homologia, denotadas respectivamente por D'(Alk, M) e
Di(Alk, M) para M um A-moddulo. Suas definicdes podem ser encontradas em [Wei94,
Segdo 8.8] ou [Lod98, §3.5]. Também, pode-se mostrar que D'(Alk, M) esta em bije¢do com
as extensoes (de quadrado nulo) comutativas de A pelo médulo M, cf. [Wei94, Ex. 8.8.4],
de modo que D'(Alk, M) é um submddulo de HH?(A, M). Mais ainda, pode-se provar que,
no caso em que k é um corpo de caracteristica zero, D"(Alk, M) é um somando direto de
HH""(A, M) para todo n > 0, e que o mesmo vale para a homologia, veja [Wei94, Cor.
8.8.9].

Teorema 2.3.9. Assuma quek é noetheriano e A é uma k-algebra comutativa e.f.g. e k-plana.
As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:
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(1) A é suave sobre k
(2) D'(Alk, M) = 0 para todo A-médulo M
(3) Di(Alk, A) = 0 e QY é A-projetivo.

(4) O nucleode u: A®@ A — A é localmente um ideal de intersecio completa, i.e. a
localizagao (kerp),, é gerada por uma sequéncia (A ® A)y-regular para todo ideal
maximalm C A® A.

(5) (Hochschild-Kostant-Rosenberg) Para todon > 0 e todo A-médulo M (com estrutura de
A-bimodulo dada por am = ma), valem os isomorfismos de A-modulos:

HH,(A,M) = Ny(Q,) ® M HH"(A, M) = Hom,(A}(Q,), M)

No caso em que M = A, esses isomorfismos sdo isomorfismos de algebras.
(6) pdga(A) = fdaga(A) < o
(7) HH,(A) = 0 = HH;(A) para algum grau impari > 0 e algum grau par j > 0.
(8) HH.(A) € finitamente gerada como A-algebra.

(9) Existem um inteiro par s e um impart de modo que HH**'(A) = 0 = HH""'(A) para
todoi com 0 < i < dimg,;(A).

Panorama da demonstragdo. (1) < (2): Esse resultado vale para algebras comutativas
em geral e pode ser conferido em [Lod98, Lemma E.11]. Outra prova é dada em [Wei94,
p-313-314], onde se utiliza a identificacio de D'(A, M) com o submddulo de H*(A, M) dado
pelas extensdes comutativas (com quadrado nulo) de A pelo médulo M.

(2) < (3): [Lod98, Prop. E.3]
(3) = (4): é essencialmente feito em [Lod98, Lemmas E.8, E.9]

(4) = (5) e (4) = (6): Esse resultado foi publicado em 1962 por Hochschild,
Kostant e Rosenberg [HKR62, Thm 5.2] no caso em que k é um corpo perfeito e M = A.
Apresentaremos, aqui, a prova como feita em Loday [Lod98, 3.4.4].

Primeiramente, notemos que basta provar o caso em que A é local. De fato, para
mostrar que um homomorfismo de A-mdédulos M — N é um isomorfismo, basta que o
mapa localizado M,, = N, seja um isomorfismo para todo ideal maximal m de A. Assim,
usando a propriedade de localizacdo da homologia 1.3.16, basta mostrarmos o isomorfismo
central abaixo

HH.(AM)n = HH.(An, My) = A*(Q}, ) ®4, My = (@} ®4 M)

Assim, assumiremos que A é local. Através da hipotese (4), tomamos uma sequéncia regular
x = (x1,...,%,) em A ® A geradora de ker u. Além disso, o seu comprimento é limitado
pelo niimero de variaveis que geram A sobre k, isto é, escrevendo A = S~ (k[xy, ..., x,]/]),
vale que m < n. Com tal sequéncia, podemos construir o complexo de Koszul K(x), o qual

é, na verdade, uma resolucéo livre de A = de comprimento m. Com isso, obtemos o

er i
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item (6):
Pdga(A) < Sup{pdAm®Am(Am)} <n

A igualdade fdsga = pd,z,(A) segue de A ® A ser noetheriana. Além disso, chegamos que
HH,(A, M) é isomorfo a homologia de K(x) ® 94 M.

Para obtermos o item (5), precisamos de mais detalhes sobre X(x). Sendo V = (A® A)®™,
ele é isomorfo ao complexo (A% 4(V),d;) comd, : A™'(V) — A*(V) dado por

n

d(o A ...AV,) = Z x(0))vg A ... Vg AVigq .. A Up,
i=0

onde x : V — ker y é a forma linear definida por x(v) = ), a;x; parav = (ay,...,a,) € V.
Como ker p1- M = 0, podemos concluir que d, ® 1); = 0 a partir destas igualdades:

(xDvg A oo AUy) ®agam = (Vg A ... AUy) ®aga x(v))m = 0.

Logo, HH,(A, M) é isomorfo ao proprio A%, ,(V) ®aga M. Para finalizar, basta notar os
isomorfismos Ay ,(V) @aga A = A} (A®™) e

kerp = pom
(ker p)? ’
Z a;x; — (a; + ker p);

Q,

IR

sendo que o isomorfismo a esquerda foi visto no fim do primeiro capitulo.

De modo analogo, também pode-se deduzir que HH*(A,M) é dado por
Homuga(K(x), M), pois o mapa Homuga(d,, M) é nulo. Desse modo, basta realizar
as devidas identificacdes entre os modulos.

(5) = (7), (9): Isso segue do fato de que A,(Q}) = 0 para todoi > n, onde n é o
ndmero de geradores de Q) como A-mddulo.

(5) = (8): Temos que HH.(A) = A}(Q}) é um isomorfismo de algebras, sendo que
a estrutura de algebra em HH,(A) é dada pelo produto de embaralhamento, cf. [Lod98,
4.2.7]. Logo, do fato de Q) ser finitamente gerado, segue que HH,(A) é gerada por finitos
elementos de grau 1.

(6) = (7), (8), (9): Isso segue de que HH;(A) = 0 = HH'(A) para todo i > pd,, ,(A) e
de que HH,(A) é finitamente gerado como A-mddulo para cada n.

(7) = (4): isso foi demonstrado em [Rod95]; apesar disso, a caracterizacdo (7) foi
provada ser valida primeiramente com a hipotese de k ser corpo em [AV92] e indepen-
dentemente em [BAC94] (este assumindo ainda que char(k) = 0). Nesse caso, os autores
provaram que o item (7) implica que A é geometricamente regular.

(8) = (4): veja [AI00]

(9) = (4): veja [AIO5]. [
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Observacao 2.3.10. A hipotese sobre A ser k-plano poderia ser remanejada, pois a equi-
valéncia entre os trés primeiros itens nao precisa de tal hipotese e a caracterizacdo (3)
ja implica que A é plano sobre k [Lod98, Lemma E.14]. Assim, poderiamos reformular
algumas equivaléncias como a seguinte: A é suave sobre k se, e somente se, A é plano
sobre k e fdsga(A) < oo. Essa equivaléncia foi formulada por Rodicio [Rod90, Cor. 2]
utilizando a caracterizacdo de A ser suave através do mapa k — A ser, na terminologia do
artigo, regular. Esse resultado foi uma das principais motiva¢des para a proposta de uma
conjectura que acabou culminando na caracterizagio (7)

Dentro do contexto de algebras associativas, o termo “homologicamente suave” é
utilizado, muitas vezes, para dizer que uma resolucio projetiva de A finita formada por
A-bimddulos finitamente gerados. Note que, dentro das hipoteses do teorema, isso é
equivalente a caracterizacdo (6).

Pode-se encontrar muitas outras caracterizacdes de algebras suaves na literatura que
nao foram enunciadas acima. Por exemplo, uma caracterizagao concreta e tutil para com-
putagdes é dada pelo critério do jacobiano, veja [Wei94, Application 9.3.15] ou [Mat70,

§29].
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Capitulo 3

Respostas para a conjectura de Han

ou Como computar a homologia de
Hochschild

Nesse capitulo, objetivamos apresentar um panorama do estado da conjectura da Han
até os dias de hoje. Para tanto, apresentamos na primeira se¢do o enunciado preciso
da conjectura e alguns resultados que estdo intimamente ligados a sua proposi¢cdo. Em
seguida, compilamos por meio da tabela 3.1 todos os exemplos de algebras (até onde
sabemos) que verificam a conjectura. Nas se¢des seguintes, apresentaremos mais detalhes,
em menor ou maior nivel, sobre como ela é deduzida para tais exemplos. Em especial,
apresentaremos uma demonstragao bastante detalhada para os casos das algebras de grupos
finitos (corolario 3.2.10) e das algebras truncadas (teorema 3.4.16). Ao final, apresentaremos
resultados mais recentes que analisam a conjectura de Han a partir do ponto de vista de
extensdes de algebras.

Enfim, apds a apresentacédo de diversos trabalhos acerca da conjectura, poderemos ter

consciéncia da variedade de técnicas utilizadas para se calcular a homologia de Hochschild.

Por exemplo, veremos que algumas delas se concentram em encontrar modelos minimais
concretos de certas algebras enquanto que outras se baseiam na construgéao e aplicacdo de
critérios mais gerais da teoria.

Uma versdo mais enxuta desse capitulo foi apresentada no artigo [Cru23].

3.1 A conjectura de Han

Suposicao: Nesta se¢do, k sempre sera um corpo.

Nesta se¢do, mostraremos que, dentro do reino de algebras de dimensao finita, que a

homologia de Hochschild de A é concentrada no grau zero sempre que gl.dim(A) é finita.
Desse modo, teremos uma motivacao legitima para o enunciado da conjectura de Han.

Antes disso, provaremos uma resultado mais elementar e que também ¢é valido para a
cohomologia.
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Daqui em diante, usaremos a seguinte notac¢ao padrao:

Definicao 3.1.1. A dimensao da homologia (resp. da cohomologia) de Hochschild de uma
algebra A é definido como

hh.dim(A) :=sup{n € N | HH,(A) # 0}
hch.dim(A) :=sup{n € N | HH"(A) # 0}.

Se, de algum modo, HH,(A) = 0 (resp. HH"(A) = 0) para todo n, convencionamos que
hh.dim(A) = 0 (resp. hch.dim(A) = 0).

Nos resultados a seguir, uma hipotese que sera muito utilizada é a de que A/J(A) é
separavel, o que é sempre verdade quando k é um corpo perfeito. De fato, isso segue da
proposic¢ao 2.1.7 e do fato de que A/J(A) é semissimples.

Proposicao 3.1.2. Se A é uma algebra de dimensao finita sobre k tal que A/J(A) é separavel
(e.g. k é um corpo perfeito), entdo:

1. gl.dim(A) = pd g 400 (A).
2. gldim(A ® A°?) = 2 - gl.dim(A).
3. gl.dim(A ® ¢) = gl.dim(A) para toda extensao de corpos £ 2 k.

Historico do teorema. O primeiro item foi obtido, primeiramente, por Ikeda, Nagao e Na-
kayama [INN54] por meio de um enunciado mais rudimentar, sem a utilizacao explicita do
conceito de dimensao projetiva. Pouco depois, isso foi redemonstrado por Eilenberg [Eil54,
Thm II] através de ferramentas homologicas como os funtores Ext e Tor. Vale ressaltar
que, na verdade, em ambos artigos acima é obtido que pd,g ..,(A) = pd,(A/J(A)), mas a
igualdade com gl.dim(A) segue diretamente de resultados do segundo artigo. Poucos anos
depois, Auslander [Aus57] obteve uma certa generalizacdo desse resultado para algebras
semiprimarias. Mais recentemente, uma demonstracido mais concreta dessa igualdade foi
feita por Happel [Hap89, §1.5] no caso em que A é basica e k é algebricamente fechado.

Os dois ultimos itens sdo consequéncia de um resultado de Auslander [Aus55, Thm 16].
O tdltimo item também foi obtido por Jensen e Lenzing [JL82, Thm 2.4]. Tais resultados
serdo demonstrados mais a frente no ambiente (mais geral) das algebras pseudocompactas,
veja os teoremas 4.3.18 e 4.3.20.

Das defini¢oes dos funtores Ext e Tor, pode-se concluir que
hh.dim(A), hch.dim(A) < pd,g 4., (A4) < gl.dim(A ® A”).

Com isso, obtemos a seguinte consequéncia do resultado acima:

Corolario 3.1.3. Toda algebra de dimensao finita A sobre k tal que A/J(A) é separavel (e.g.
k é um corpo perfeito) satisfaz:

gl.dim(A) < o0 = hh.dim(A) < oo, hch.dim(A) < co.
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Observacio 3.1.4. Nos resultados acima, a hipotese de A/J(A) ser separavel é realmente
necessaria: se k ndo ¢ um corpo perfeito, entdo ele possui um elemento nao-separavel
a € k¥ \ k, de modo que seu polindmio minimal m, possui derivada nula. Assim, k(a) =
k[x]/(m,) é uma k-algebra de dimensao finita com gl.dim(k(«)) = 0 (pois ela é um corpo)
cuja (co)homologia de Hochschild é sempre ndo-nula, cf. exemplo 1.3.15:

HH"(k(a)) = HH,(k()) = k(a) para todon > 0

Para um exemplo mais concreto, pode-se tomar k = F,,(t) e « = {/t para um primo p, de
modo que m, = x” —t. De forma mais geral, também ¢é possivel provar que pd g 1., =
sempre que A/J(A) néo é separavel [Eil54, Thm III].

Agora, veremos que vale um resultado muito mais forte para a dimensao da homologia
hh.dim, o qual é consequéncia essencialmente do seguinte resultado de B. Keller.

Lema 3.1.5. [Kel98, §2.5] Suponha que A é uma algebra de dimensao finita sobre k tal que
A = A/J(A) é um produto de copias de k. Se gl.dim(A) < oo, entdo temos o isomorfismo
(induzido pela injecdo A — A) dos grupos de homologia ciclica HC,(A) = HC,(A) para todo
n > 0.

O leitor nao familiarizado com Homologia Ciclica ndo deve se alarmar pelo seu uso no
enunciado acima. Os grupos de homologia ciclica possuem uma intrinseca relagdo com os
de Hochschild, dados pela chamada sequéncia exata longa de Connes:

..~ HC,,1(A) > HC,_1(A) »> HH,(A) »> HC,(A) »> HC,_,(A) — ...

Por exemplo, para n = 0, nds temos o isomorfismo HCy(A) = HHy(A). Com essa sequéncia
¢ possivel provar, como enunciado abaixo, que nés poderiamos ter substituido HC por
HH ao escrever o lema.

Lema 3.1.6. [Lod98, 2.2.3] Seja f : A — A" um morfismo de k-dlgebras.

f induz o isomorfismo HH.(A) = HH.(A") < f induz o isomorfismo HC.(A) = HC.(A")

Desses resultados, obtemos a seguinte sintese:

Teorema 3.1.7 (Keller). Toda algebra de dimensao finita A sobrek tal que A/J(A) é separavel
(e.g. k é um corpo perfeito) satisfaz:

gl.dim(A) < oo = hh.dim(A) = 0.

Demonstracéo. Fixamos a notacio Az = A ® k¥8. Usando que A/J(A) é separavel, dedu-
zimos que Age = Agae/J(Agare) é semissimples (sobre um corpo algebricamente fechado) e,
portanto, é isomorfa a uma soma direta de algebras de matrizes M,(k*#) pelo teorema de
Wedderburn-Artin. Com isso, a algebra basica associada (A ), que é Morita-equivalente
a Ajag, satsifaz as hipoteses do lema 3.1.5.

Agora, da proposicdo 3.1.2, também sabemos que gl.dim(A) = gl.dim(Ag). Assim,
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aplicando ambos os lemas acima (e certa Morita-invariancia), obtemos que

(Ajoe ) )

gl.dim(A) < o0 = HH,(Api) = HH,((Agae)’) = HHn( T(Ape)?

J4 que o quociente a direita ¢ um produto de cépias de k¥8, podemos concluir que a
homologia acima é nula para todo n > 0. Finalmente, isso também é valido para HH,(A),
pois

HH,(Aw) = HH,(A) ® k¢ foralln > 0

pela segunda propriedade da proposi¢ao 1.3.16. [

Demonstragao alternativa. Quando k é um corpo perfeito, pode-se usar o teorema 3.4.3 e
o fato de que quocientes admissiveis de algebras de caminhos satisfazem a hipotese do
resultado de Kelller, cf [ASS06, 2.12]. O

Agora, n6s finalmente formularemos a conjectura para corpos perfeitos, o que é sim-
plesmente a reciproca dos resultados provados acima.

Conjectura 3.1.8 (Han). Se A é uma algebra de dimensao finita tal que A/J(A) é separavel
(e.g. k é um corpo perfeito), entdo sao equivalentes:

(1) hh.dim(A) < oo
(2) hh.dim(A) = 0
(3) gldim(A) < oo

Dado que a implicacgdo (1) = (3) é a Gnica que ainda nao foi provada e que ela também
¢ estudada para algebras em geral, nds estabelecemos a seguinte nomenclatura:

Definicao 3.1.9. A implicacdo hh.dim(A) < 0o = gl.dim(A) < oo serd chamada de
propriedade de Han. A implicagdo analoga para cohomologia (i.e hch.dim(A) < co —
gl.dim(A) < oo) sera chamada de propriedade de Happel.

Como alguem pode se perguntar, o teorema de Keller ndo ¢é valido para a cohomologia.
De fato, usando a computacdo de Happel em [Hap89, §1.6], pode-se tomar até mesmo
algebras de caminhos como contraexemplos: se Q é uma aljava (sem ciclos orientados) tal
que seu grafo nio é uma arvore, entio HH'(kQ) # 0. Por exemplo, tomando Q; = (1 = 2)

e Q, como sendo
1

2 —— 3
temos que HH!(kQ,) = k* e HH'(kQ,) = k.

Desde a formulacdo da conjectura de Han, ou mesmo antes dela, a propriedade de
Han foi provada para muitas algebras, as quais estdo elencadas na tabela 3.1. Na tabela
3.2 seguinte, estdo alguns exemplos de algebras satisfazendo a propriedade de Happel.
Como pode-se notar abaixo, algumas classes de 4lgebras da primeira tabela (algebras
de grupos e extensdes trivias) sdo de algebras simétricas, entdo ambas as propriedades
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sdo equivalentes para elas, cf. proposicdo 1.3.19. Desse modo, apesar de elas também
satisfazerem a propriedade de Happel, apenas as registramos na primeira tabela.

Classe de algebras Hipoteses sobre k | Referéncias

alg. de grupo - [Swa60], [Bur85, Thm I.1]

quocientes de alg.

: . - [ENN56, Cor. 6], [Cib86]
de caminhos sem ciclos

comutativas e.f.g. - [AV92], [BACY4]
alg. exteriores - [HX06, Thm 2]
monomiais - [Han06, Thm 3]

alg. de intersecdo
completa quantica

N-Koszul char(k) =0 [BM09, Thm 4.5 ]

- [BE08, Thm 3.1]

quocientes homogéneos de char(k) = 0

; : [BM09, Thm 4.7]
alg. de caminhos com lacos

alg. celulares graduadas char(k) =0 [BM09, Thm 4.9 ]

uma generalizagao de alg. de

, ! 8- [SV10, Thm1 ]
intersecao completa quantica

alg. locais graduadas
com uma certa relacdo

alg. de Weyl

- [SV10, Thm II]

generalizadas quanticas char(k) =0 (S5VI3, Thms 1.1, 1.2, 53]
ZXt?flgsoleS triviais alg. fechado [BM17, Thm 3.2]

e alg. locais
e, oot velecade TR TmES
extensdes triviais de alg. fechado,

[BM17, Thm 3.9]

alg. graduadas char(k) =0

Tabela 3.1: Exemplos conhecidos de dlgebras satisfazendo a propriedade de Han. Com excegdo das
linhas 3, 10 e 12, todas sao assumidas como sendo de dimensdo finita. A lista esta organizada em ordem
cronologica das referéncias.
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Classe de algebras Referéncia
commutativas [AIO5, Corollary]
alg. exteriores [HX06, Thm 3]
truncadas [XHJ07, Thm 3]

algumas alg. de intersecao

. [BE0S, Thm 3.3]
completa quantica

alg. de Weyl generalizadas quanticas [SSV13, Thms 1.1, 1.2, 3.3]

Tabela 3.2: Exemplos de algebras satisfazendo a propriedade de Happel. Com excegdo da ultima classe,
todas sdo assumidas como sendo de dimensdo finita sobre um corpo arbitrario. A lista esta organizada
em ordem cronoldgica das referéncias.

3.2 Algebras de Grupos

Nessa secdo, provaremos a propriedade de Han para algebras de grupos finitos, a
maneira que nos foi comunicada por Eduardo N. Marcos. Isso seguira essencialmente de dois
resultados razoavelmente conhecidos (teoremas 3.2.6 e 3.2.8) da teoria de (co)homologia
de Grupos. Para tanto, realizaremos antes uma rapida introducdo a (co)homologia de
grupos.

No exemplo 2.1.5 vimos que kG é uma algebra separavel sempre que G é um grupo
finito e k é um corpo de caracteristica zero. Assim, a propriedade de Han ¢ trivialmente
valida nesse caso. No entanto, quando consideramos corpos cuja caracteristica divide a
ordem de G, a situacdo é drasticamente alterada: a dimenséo global de kG é infinita. Visto
que a conjectura de Han s6 necessita ser entendida para algebras com dimensao global
infinita, tais algebras se tornam, pois, um exemplo relevante. Além disso, como pode ser
visto abaixo, algebras associativas bastante comuns podem ser vistas como algebras de
grupos em caracteristica positiva.

Exemplo 3.2.1. 1. Se char(k) = p e C,s é o grupo ciclico de ordem p*, entao kC,: é
isomorfo a k[x]/(x?") pelo isomorfismo g — 1 — x (onde g é um gerador de Cj:).

2. Se char(k) = 2 e Ky = C; x C, é grupo de Klein (de ordem 4), entido

klx,y]

kK, = kC; @ KC, = (o

3. Seja Dy, o grupo diedral de ordem 44, que pode ser definido por geradores e relagdes
como {a,b | a®* = b* = 1,(ab)? = (ba)?). Se char(k) = 2 e ¢ = 2™, entdo temos o
isomorfismo

k(x, y)

(x%,y% (xy)1 = (yx)7)
atravésdomapax —a—-1,y—b—1.

kD,, =

A seguir, definiremos a (co)homologia de grupos, a qual foi a primeira teoria homo-
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logica a ser definida sobre uma estrutura algébrica, sendo introduzida por Eilenberg e
MacLane [EM47] no inicio da década de 1940. Para uma referéncia basica sobre esse tema,
recomendamos os livros de Benson [Ben91a; Ben91b].

Sendo k um anel comutativo, G um grupo (ndo-topolégico) e M um kG-moddulo, os
grupos de (co)homologia de G em relagdo a M podem ser definidos a partir dos funtores Ext
e Tor da seguinte forma

H,(G,M) = Tor’°(M,k)  H"(G,M) = Ext},(k, M), n >0

Para obter um complexo que define a (co)homologia de G, em geral é utilizada a chamada
resolugdo barra do modulo trivial k, que definimos abaixo

[P 01 do €
=L, >l —>Li>k—0

onde L, é definido como o k-mddulo livre com base G***! cuja estrutura de kG-modulo é
dada pela agdo na diagonal g - (g, -+, g,) = (g8, **» £8n)- Os elementos de L, também sdo
denotados pela notacdo barra através das identificagdes:

(gO, cee ,gn) == go[g(;lgﬂ s |g;_11gn]
[gil -+ lgn] = (1, 81, 8182 -, &1+ &)

No caso em que n = 0, o elemento 1 € G é representado pelo simbolo [ |. Pode-se
ver que cada L, é um kG-mddulo livre com base dada pelos elementos (1, gy, ..., g,) ou,
equivalentemente, pelos [g| -+ |g,]. Os mapas de bordo 9, sdo dados, em cada uma das
notacgodes, por

8n(go, -..,gn) = Z(go, ceos 8i-15 8i+1s -..,gn)

i=0

n—1
anlgl~1g]) = gilgel gl + Y. Lgil ~ lgiginal = ga] + (1" [gi] -+ gas]
i=1
e o mapa € : kG — k é definido por e(g) = 1 para todo g € G.

Dessa forma, a (co)homologia de grupos pode ser calculada como
H,(G, M) = H,(M ®¢ L+, 1 ® 9.)
Hn(Gs M) = Hn(HomkG(L*s M)s HomkG(a*; M))

De forma mais explicita, usando os isomorfismos de k-moédulos

M ®ic L, = M ® kG®" Homys(L,, M) = Homg,(G", M),
me® glg,...e]l>mgeg O ®g, fr flo

podemos obter os complexo explicitos de Eilenberg-MacLane que definem a (co)homologia
de G em relagao a M. Eles sdo denotados por (C.(G, M), d) e (C*(G, M), §) e seus mapas de

61



62

3 | RESPOSTAS PARA A CONJECTURA DE HAN OU COMO COMPUTAR A HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

bordo e diferenciais tem a seguinte féormula:

n—1

I(m®g®®g,) = (Mg ®®g)+ ), (M® ®gign® ®g)+(-1)"(M®g ® ®g,1)

i=1

S()gt s Gnr1) = 81 (g2, v s Gni1) + Z flgisee, &i&itts e s Gur1) + (—1)"“f(g1, s &)

i=1

Exemplo 3.2.2. Computemos a homologia H.(C,,, k) de grupos ciclicos C,,, m > 1. A
vantagem desse caso é que podemos construir uma resolucao periédica do moédulo trivial.
Para vermos isso, sendo g um gerador do grupo C,, defina os morfismos de kC,,-mddulos:

N : kC,, — kC, T: kC,, » kC,
g (1—g)g™! g1+ +gm!
Com essa notacao, temos a resolugio livre

Sk, Ske,Ske, Bke, Sk —o,

onde € é a proje¢do usual, dada por (3., a;g") = Y.; ;. Com isso, H,(Cy,, k) é a homologia
do complexo

N®1 T®1 N®1

.. —> kCy, ®sc, k — kC,, ®c,, k — kCpy @k, k = 0

Apds alguns célculos, pode-se concluir que:

k, n=20
H,(Cpn, k) = 1 k/m -k, n > 0 impar
fAek|mA=0}, n>0par

Logo, para um corpo k, temos apenas dois casos:
« se char(k) { m (i.e. m é invertivel em k), entdo H,(Cy, k) = 0 para todo n > 0.
« se char(k) | m, entao H,(Cy,, k) = k para todo n > 0.

Exemplo 3.2.3. De uma maneira mais rebuscada, podemos calcular a homologia do grupo
abeliano livre G = Z. Isso pode ser feito utilizando que a homologia H,(G, k) de um grupo
G é isomorfa a homologia singular H,(BG, k) do espago (topologico) classificante BG, veja
Benson [Ben91b, Chapter 2]. Assim, utilizando que o espaco classificante de Z é a esfera

S!, concluimos que
k, =0,1
Hzk={""
0, n>1

Aqui, estamos interessados, principalmente, no calculo da (co)homologia com coefici-
entes em k, um corpo de caracteristica p > 0. Existem diversas ferramentas para se calcular
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a (co)homologia mod-p; por exemplo, por meio do espaco classificante, Leary [Lea92] a
calculou para certos p-grupos e Huebschmann [Hue89] utilizou sequéncias espectrais em
sua computagdo para grupos metaciclicos. Outro modo de proceder esta em encontrar
subgrupos mais simples com (co)homologia isomorfa. Geralmente, tais grupos contém um
p-subgrupo de Sylow, como ¢ visto no critério fornecido na proposicao 3.8.4 de Benson
[Ben91a], que diz que subgrupos de G que “controlam a p-fusdo” possuem cohomologia
isomorfa a de G. Com tal resultado, pode-se obter o seguinte:

« Sendo D,, o grupo diedral de ordem 2m com m impar, vale que C, controla a 2-fusao
em D,,. Assim, temos que H"(D,,, k) = H"(C,, k) quando char(k) = 2.

+ Quando char(k) = 3, vale que H"(A4, k) = H"(Cs, k), pois C; controla a 3-fusdo do
grupo alternado A,.

« Quando char(k) = 3, vale que H"(S,, k) = H"(Ss, k), pois S; controla a 3-fusdo do
grupo simétrico Sy.

Para os grupos de cohomologia de D,, com m = 2* e de A, quando char(k) = 2 e para a
cohomologia mod 3 de S;, consulte [SW99].

O resultado a seguir nos diz que a homologia de grupos se comporta bem em relacdo a
produto direto de grupo. Como consequéncia, poderemos obter a homologia de grupos
abelianos finitamente gerados em geral.

Lema 3.2.4. Dado um corpo k, grupos G, e G, e modulos M, € kG,-Mod e M, € kG,-Mod,
temos o seguinte isomorfismo para todon > 0:

H,(G; x Gy, My ® M) = @ Hi(Gy, My) ® Hi(G,, M),

i+j=n

onde M; ®; M, é um k(G; x G,)-mbdulo com a agao (gi, g) - (m; @ my) = (gimy) ® (g2m,).

Ideia da demonstragao. Isso é uma consequéncia da formula de Kiinneth e pode ser provado,
usando que k(G; x G,) = kG; ® kG,, de modo analogo ao feito para o produto tensorial
da homologia de Hochschild em 1.3.16. Alternativamente, pode-se conferir a prova para
cohomologia de grupos em [Ben91a, 3.5.6]. O]

Exemplo 3.2.5. Quando G é abeliano finito, sabemos que G pode ser decomposto como
produto de grupos ciclicos:
G=0Cp X...xCp,

de modo que cada m; é poténcia de algum primo e |G| = IT._,m;. Invocando o lema acima e

usando o exemplo 3.2.2 anterior, nds temos que:
« se char(k) { |G|, entdo H,(G, k) = 0 para todo n > 0.

« se p = char(k) | |G|, entdo, apds uma certa reordenagéo, podemos assumir que, para
algum 1 < s < [, os inteiros my, ..., m sdo poténcias de p e que p | m; parai > s.
Assim, para n > 0, temos que Hn(Cmi, k) = 0 parai > s e, portanto,

H,(G,k) = @ Hil(cml,k) ® - ® I_Iis(cmssk) — @ k= k@p(n,s)’

i14-4is=n i1 +...+ig=n
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onde p(n, s) denota o numero de parti¢oes de n em s parcelas (possivelmente nulas).

Se G é um grupo abeliano finitamente gerado, entdo G = Z™ x G/, onde G’ é finito e
m > 0. Agora, a homologia da parte livre de G é dada por:

H(z" k) = P H,(Zk® - eH,(Zk =k,

i+t

onde (':l') é o numero combinatorial de maneiras de escolher n elementos (no nosso caso,
0s i;’s que sdo iguais a 1) dentro de um conjunto de m elementos.

Com isso, obtemos que dimi(H,(G,k)) = X, -, (m) - p(J, 5).

1

Agora, estabeleceremos qual é a conexdo entre os grupos da homologia de Hochschild
e os da homologia de grupos.

Teorema 3.2.6 (Burghelea). Dado um grupo (nao-topolégico) G e um anel comutativo k,
vale que:

i. HHy(kG) = @ eciassic) Hn(Co(x), k)
ii. HH"(kG) = erClass(G) H"(Cs(x), k),

onde Class(G) denota o conjunto das classes de conjugacdo de G e Cs(x) o centralizador de x
emG.

Esse teorema foi demonstrado por D. Burghelea em 1985 para a homologia de Hochs-
child [Bur85, Thm I.1]. No mesmo artigo, ele também obteve uma férmula similar para
a homologia ciclica. Reproduziremos a demonstrag¢do de Weibel [Wei94, Cor. 9.7.5] para
a homologia, enquanto que a demonstracdo para a cohomologia pode ser conferida em
[Ben91b, Thm 4.1.3].

Demonstragao. A prova desse resultado sera feita a partir de conceitos e técnicas de objetos
simpliciais, que generalizam em categorias gerais o conceito de simplexo. A primeira
observacao importante no que concerne a homologia de Hochschild é que toda algebra
A possui um objeto simplicial associado ZA de modo que sua homologia HH.(ZA) é
igual a homologia de Hochschild HH,(A). No caso da algebra de grupo A = kG, seu
objeto simplicial é definido por k(ZG), onde (ZG), = G*™*! (n > 0) e seus mapas de face
0;: (ZG), = (ZG),-1 e de degeneracio o; : (ZG), = (ZG),41 sao definidos por

| (o g8ty g0), sei<n
3i(go, ,gn) = )
(gngo, ~-,gn71), sei=n

O'i(go, ,gn) =("-,gi, 1, g1, )

A homologia de kZG é definida através do complexo (kZG., b) com operador de bordo
b =9y — -+ (—1)"9,, 0 que naturalmente coincide com o complexo-padrao de Hochschild
para kG. A vantagem de tal abordagem é que podemos decompor ZG através das classes de
conjugacio de G: para todo x € G, defina o subobjeto Z(G, x) de ZG de modo que Z(G, x),
é conjunto das n-uplas (g, -, g,) tal que gy -+ g, é conjugado a x. Assim, denotando por
Class(G) o conjunto das classes de conjugacao de G, temos que ZG = Lyeciass(c)Z(G, X).
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Aplicando o funtor livre k[—], que leva unido disjunta em soma direta (ou, equivalentemente,
que preserva coprodutos), e a homologia HH.(—), obtemos que

HH,(kG) = HH.(kzZG) = ) HH.(kZ(G,x)).

x€Class(G)

Com isso, nosso objetivo esta mostrar que HH,.(kZ(G, x)) = H.(Cs(x), k), 0 que segue de
uma sequéncia de passos:

Passo 1: O objeto Z(G, x) é homotopicamente equivalente a Z(Cs(x), x). Isso pode ser confe-
rido em [Wei94, Prop. 9.7.4].

Passo 2: O objeto Z(Cs(x), x) é isomorfo a Z(Cs(x), 1). De fato, de x ser central em Cg(x)
segue que g - &, € Cs(x) é conjugado a x se, e somente se, x ' gy -+ g, é conjugado
al.

Passo 3: Z(G, 1) é isomorfo ao objeto BG, que sera definido abaixo.

Passo 4: O complexo de kBG é isomorfo ao complexo de Eilenberg-MacLane C.(G, k) de G
em relacdo a k.

A partir dos passos acima, pode-se concluir o desejado. De fato, utilizando a notagao
HH.(G, x) := HH.(kZ(G, x)), podemos concluir que:

HH.(G, x) = HH.(C5(x), x) = HH.(Cs(x),1) = HH.(kBCs(x)) = H.(Cs(x), k).

Desse modo, basta provarmos os passos 3 e 4. Primeiramente, o objeto simplicial’ BG é
definido de modo que BG, = {1} e BG, = G*" (n > 1) e os mapas de face e degeneragio sdo
dados por

(g23 ot :gn); se l =0
ai(gh"'agn) = (glan.agigi+1;'“agn), se0<i<n
(gl;"‘,gn—l), Sel =n

oi(g . &) =+, 81, g1, )

Com isso, para todo grupo G, temos um isomorfismo Z(G, 1) — BG dado por (g, ..., &) —
(& ... &) com inversa (g, ..., &) = (g1 &)™, &1+, &n)-
Sabendo que o complexo de kBG possui como mapa de bordo 9 = Y.(=1)'9; : k[G™"] -

k[G*™ '], o passo 4 segue diretamente das defini¢des e do isomorfismo k®kG®" = kG®". [

Como aplicacdo, podemos computar a homologia de Hochschild para grupo abelia-
nos.

Exemplo 3.2.7. O teorema aplicado ao caso de um grupo abeliano G nos da o seguinte:

HH,(kG) = &,ccH,(G, k).

! Sua notacido vem do fato de a realizacio geométrica de BG ser o espaco classificante de G (no caso em que
G é discreto), que é denotado dessa forma, veja [Wei94, Example 8.1.7]
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Também, temos que HHy(kG) = kG (pois kG é comutativa).

1. Pelo exemplo de grupos ciclicos 3.2.2, obtemos a seguinte féormula explicita quando
G ¢é finito e k é um corpo:

« se char(k) t |G|, entao HH,(kG) = 0 para todo n > 0.

« se p = char(k) | |G|, entdo dimy(HH,(kG)) = |G| - p(n, s) para todo n > 0, onde
s € o nimero de grupos ciclicos na decomposicao de G cuja ordem é poténcia
de p e p(n, s) é o nimero de parti¢des de n em s parcelas (possivelmente nulas).

2. No caso em que G = Z™, temos que kG = k[x;,x;%, -+, X, x,!|. Pelo teorema de
Burghelea, obtemos que

HH,(kZ™) = @,eznk®) = k7™ @ k(.

Notando o isomorfismo de espagos vetoriais kG = An(em), repare que isso é um
caso particular do teorema de Hochschild-Kostant-Rosenberg 2.3.9. De fato, kZ™ é
suave, pois é uma localizacdo de k[xi, -, x,].

Com o teorema de Burghelea, nossa analise pode ser reduzida simplesmente ao estudo
(co)homologia de grupos, que é mais palatavel e melhor conhecida. Com efeito, para
mostrar que hh.dim(kG) = oo, basta verificar que a sua homologia de grupos H,(G, k) é
infinita. A seguir, mostraremos que isso é valido para a cohomologia:

Teorema 3.2.8. Se char(k) = p divide a ordem de G e H é um p-grupo de G, entdo o mapa
de restri¢do
resgy : H'(G,k) - H"(H,k)

é nao-nulo para infinitos valores de n. Em particular, H"(G, k) é nao-nulo para infinitos n’s.

Historico de demonstragoes. Esse resultado foi publicado por R. Swan em 1960 [Swa60]
com uma demonstragido no contexto geométrico de grupos de Lie. Uma prova algebrica foi
dada por L. Evens em 1963 [Eve63, Thm 3].

A demonstracao de Evens se da através da introdu¢do de uma nova fung¢io, chamada
de mapa da norma de Evens. Tal mapa é uma generalizacdo do mapa transfer (também
conhecido correstri¢do), que é definido por meio da indug¢do de modulos. Para o caso
do mapa da norma, a indugdo é substituida pela “indug¢io tensorial® (em inglés, tensor
induction). Dados H < G et = |G : H|, o mapa de Evens tem a seguinte aparéncia (quando
n é par):

normy : H'(H,k) > H"(G,k)

Os detalhes da construcéo desse mapa podem ser conferidos no livro de Benson [Ben91b,
§4.1] ou no artigo original de Evens. Mesmo assim, com o intuito de fornecer algumas ideias,
podemos dizer que um dos ingredientes necessérios para defini-lo é o wreath product®
S: VH entre o o grupo t-simétrico S; e H. Utilizando que existe uma inclusdoi: G < S;1 H,
podemos obter um kG-mddulo a partir um kH-moédulo.

% Nio sabemos se existe uma tradugfio usual desse termo, mas dois possiveis nomes em portugués seriam
produto-grinalda ou produto-minhoca.
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Para demonstrarmos o resultado desejado, s6 necessitamos da seguinte propriedade
sobre o mapa da norma.

Lema 3.2.9 (Formula de Mackey). Se G é um grupo finitoe H < G e { € H"(H, k), entdo

(resg, o normyg)(¢) = H(normHnsH,H o ressy Hner)(80);
HgH

onde$H = gHg ' e HgH percorre representantes das classes bilaterais de H em G
Esbogo da demonstragao. Veja [Ben91b, Prop. 4.1.2]. O

Um anélogo da féormula acima também existe para o mapa de correstri¢ido [Ben91a,
Lemma 3.6.16]. No entanto, ao invés de um produto, h4 uma soma no lado direito da
igualdade, o que nos é algo insuficiente — como podera se ver na demonstracéo abaixo.

Esbogo da demonstracao do teorema 3.2.8. Nos baseamos na demonstracdo apresentada em
[Ben91b, Thm 4.1.3]. Primeiramente, note que basta demonstrar o teorema para o caso
em que H = C, é um subgrupo ciclico de ordem p, pois resgc, = resyc,resgy. Com isso,
podemos garantir a existéncia de um elemento o € H*(C,, k) que néo é nilpotente em
H*(Cp, k), cf. [Ben91a, Cor. 3.5.4]. Além disso, pode-se provar que a = o?~! é invariante
por conjugacdes de elementos de G.

Iremos aplicar a féormula de Mackey para H = C, e { = 1+ a € H*(Cp, k). Assim,
observamos que, para todo g € G,

Cp, se g€ Ng(Cp)

Cpﬂng:{l c.C

onde N;(H) = {g € G | gHg™' = H} é o normalizador de H em G. Com isso, pode-se
concluir que

{, segeNs(C,)

feSgcp,cpngcp(gév) = {1

Assim, sendo |[Ng(C,) : C,| = p®s com p | s, obtemos que

resgc,norme, (1 + a) = H 1+a=1+a)"

CpgCy
gENG(Cp)

=1+sa” + . +a.
Logo, conseguimos um elemento nao-nulo sa” € H 2Q"’”‘”“(Cp, k). Substituindo « por o™

comm = 1,2,..., obtemos da mesma forma elementos nao-nulos de grau 2(p — 1)p*m na
imagem de resGc,- O

Finalmente, podemos provar a propriedade de Han para algebras de grupos fini-
tos.

Corolario 3.2.10. Sobre um grupo finito G e um corpo k, temos as seguinte equivaléncias:
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(1) A ordem de G nao é divisivel por char(k).

(2) gl.dim(kG) =0

(3) gl.dim(kG) < oo

(4) hh.dim(kG) = hch.dim(kG) < oo
Demonstragdo. Primeiramente, devemos notar que kG é uma algebra simétrica, o que
nos diz que hh.dim(kG) = hch.dim(kG) (cf. proposicdo 1.3.19) e que vale (3) = (2) (cf.
exemplo 1.2.5). Além disso, sabemos do exemplo 2.1.5 que o primeiro item implica que kG

é separavel. Com isso, valem as implicac¢des (1) = (2) e (1) = (4). Assim, basta provar as
duas implicac¢des abaixo:

(4) = (1): Isso é provado pela contrapostiva através dos teoremas desta secao: se
char(p) > 0 divide a ordem de G, entdao H"(G, k)(= H"(C5(1),k)) é um somando direto
nao-nulo de HH"(kG) para infinitos valores de n. Logo, hch.dim(kG) = co.

(2) = (1): Esse resultado é a reciproca do teorema de Maschke, o que pode ser provado
notando que J(kG) # 0 quando char(k) = p divide a ordem de G. De fato, o elemento
nao-nulo e = )’ ; g pertence a J(kG) nesse caso, pois ¢’ = [Gle = 0. O

3.3 Algebras Comutativas

A propriedade de Han foi verificada para algebras comutativas muito antes da propria
formulacdo da conjectura, e isso foi feito num mundo consideravelmente maior do que o
de algebras de dimensao finita. Como veremos abaixo, ela segue das caracterizacdes de
algebras suaves obtidas por Avramov e Vigué-Poirrier [AV92] e, independentemente, pelo
BACH (The Buenos Aires Cyclic Homology Group) [BAC94].

Teorema 3.3.1. Seja k um corpo perfeito. Sobre uma k-algebra comutativa A essencialmente
finitamente gerada, sao equivalentes:

(1) gl.dim(A) < co.

(2) A é suave sobrek.

(3) hh.dim(A) < 0.

(4) hch.dim(A) < oo.
No caso em que A tem dimensdo finita, também temos a equivaléncia:

(5) gl.dim(A) = 0.
Demonstragao. Da proposicdo 2.2.11, sabemos que gl.dim(A) é finito se, e somente se, A é
regular, o que é equivalente ao fato de A ser suave quando k é perfeito.

As equivaléncias entre A ser suave e as dimensdes da (co)homologia de Hochschild
serem finitas sdo consequéncia das caracterizacdes (7) e (9) no teorema 2.3.9.

Agora, vejamos a ultima equivaléncia. Para isso, lembre que gl.dim(A) = dimg,,;(A)
quando A é regular, cf. teorema 2.2.10. Assim, a implicagéo (1) = (5) segue do fato de a
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dimensao de Krull ser igual a zero para todo anel artiniano (e, em particular, para toda
algebra de dimensao finita). O

O seguinte exemplo de Nagata mostra que uma algebra noetheriana suave A pode
satisfazer hh.dim(A) = oo = gl.dim(A) quando ela for infinitamente gerada. Desse modo,
apesar de a implicagdo (2) = (3) néo ser valida, ndo podemos descartar a validade da
propriedade de Han para algebras noetherianas em geral.

Exemplo 3.3.2. [Nag62, p. 203] Seja A = k[x;, x;, ...] para algum corpo k e tome U2, ];
uma parti¢do do conjunto dos naturais positivos de modo que I; seja finito e |[;| < |I,;;| para
todo i. Agora, denote por p; C A o ideal primo gerado por {x; : j € L}, o que nos fornece o
conjunto multiplicativo S = R\ U2 p;. Com isso, a algebra que desejamos é definida pela
localizagdo R = S~ A. Note que R é um dominio de integridade, pois A o é. Para notar que
R é noetheriana, confira o texto de Nagata. Aqui, focaremos em provar que R é regular.

Primeiramente, repare que todo ideal maximal de R é da forma p;R. Isso segue do fato
de que um elemento r € R pertence a um ideal maximal se, e somente se, ele ndo for
inversivel. Nesse caso, isso significa que r € p; para algum i. Além disso, das inclusdes
SCANpef{x;: j¢ L} CA\p, temos que

RpiR = APi = Ki[xil, ,xin]mo,

onde K; é o corpo de fracdes k(x; : j ¢ I,), I = {iy, ..., i,} e m, é 0 ideal maximal gerado por
Xi,, ..., X%;,. Como o anel local acima é regular — geometricamente, isso significa dizer que
o espago afim Ay é regular em 0 —, podemos concluir, como desejado, que Ry, é regular
para todo ideal maximal m. Utilizando o isomorfismo acima, podemos concluir ainda que

gl.dim(R) = dimg,,;(R) > sup{dimg,.;;(Ap,)} = sup |Ij]| = 0.

Além disso, vale que R é suave sobre k, pois R é uma localizacdo da algebra suave k[x;, X, --].
Para provar que hh.dim(R) = oo, basta lembrar que HH,(S™'A) = S"'HH,(A) e utilizar o
item 3. dos exemplos 1.3.15 com V = @,nk.

Observacao 3.3.3. Pelo teorema 2.2.10, também podemos concluir que o exemplo R acima
satisfaz findim(R) = oo. Isso nos diz que a conjectura finitista ndo é valida para dominios
noetherianos em geral. Ja foi mostrado, também, que existem anéis semiprimarios que néo
satisfazem essa conjectura [KK90].

3.4 Quocientes de algebras de caminhos

Nesta longa secdo, buscamos sintetizar alguns dos principais resultados que concernem
a homologia de Hochschild de certos quocientes kQ/I de algebras de caminhos. Comega-
remos com os casos mais simples em que I = 0 e em que a aljava Q nao possui ciclos. Em
seguida, apresentaremos a computacdo da homologia de algebras truncadas em termos
de caracteristicas da aljava. Utilizando isso, poderemos verificar a propriedade de Han
para essas algebras e, mais geralmente, para algebras monomiais. Ao final, apresentaremos
outros exemplos que satisfazem a propriedade de Han e que foram provados por P. Bergh
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e D. Madsen a partir de técnicas em termos de aljavas. Para detalhes sobre a teoria de
algebras de caminhos e representagdes de aljavas, recomendamos os substanciais livros de
Kirillov Jr [Kir16] e de Assem, Skowronski e Simson [ASS06].

Suposicdes: Nesta secdo, assumimos que toda aljava possui finitos vértices e finitas
flechas.

Uma aljava é simplesmente um grafo orientado no qual sdo permitidos lacos e mais
de uma flecha entre dois vértices. A seguir, apresentaremos sua defini¢do formal prin-
cipalmente com o intuito de introduzirmos as notagdes que serdo usadas ao longo da
secao.

Defini¢ao 3.4.1. Uma aljava (em inglés, quiver) é um par de conjuntos Q = (Qp, Q;)
munido de duas funcdes s,t : Q; = Q,. Os elementos de Q, sdo chamados de vértices e os
de Q; de flechas. As fungdes s, t determinam o inicio (s abrevia start ou source) e o término
(ou target) de cada flecha.

A partir de uma aljava Q, podemos construir sua algebra de caminhos kQ do seguinte
modo: sendo kQ, e kQ; os k-mddulos livre gerados por Qy e Q;, defina uma estrutura de
kQy-bimédulo em kQ; por meio das seguintes acdes:

a, ses(a)=-e a, set(a) = f

e-a= a-f = ,

0, c.c. 0, c.c.

ondee, f € Qp e a € Q;. Assim, kQ pode ser definida como o produto tensorial de kQ; sobre
kQ,, isto é,
kQ = Tip,(kQ1) = kQy ® kQ; ® (kQ; ®xg, kQ1) O ...

Desse modo, a algebra kQ tem como k-base as concatenagdes de flechas, que sdo chamadas
de caminhos. Quando dois caminhos puderem ser concatenados (i.e. o término de um é o
inicio do outro), entdo o produto deles é dado pela concatenagio; caso eles ndo possam,
entdo seu produto é igual a 0. Repare que tal algebra é graduada pelo comprimento de
caminhos, i.e. 0 numero de concatenacgoes de flechas. Assim, o conjunto dos caminhos de
comprimento j sera denotado por Q;. A unidade em kQ ¢é dada pela soma dos vértices:
ko = Xecq, € Repare que essa unidade so existe quando Q, ¢ finito.

Definicao 3.4.2. Um ciclo orientado em uma aljava Q é um caminho de comprimento
positivo cujos vértices inicial e final coincidem. Se tal caminho for apenas uma flecha,
entdo o chamaremos de laco (em inglés, loop). O conjunto dos ciclos orientados de uma
aljava Q sera denotado por Q¢

Em geral, a presenca de ciclos em uma aljava torna a algebra de caminhos mais complexa.
Por exemplo, kQ é finitamente gerado como k-moddulo se, e somente se, sua aljava ndo
possui ciclos orientados.

Algebras de caminho sio de extrema importancia no contexto da conjectura de Han,
pois o teorema a seguir nos diz que essencialmente ela s6 precisa ser provada para quoci-
entes de algebras de caminhos. Por conta disso, muitos autores, como Y. Han e D. Happel,
focam seu estudo apenas em algebras desse tipo.

Teorema 3.4.3. Assuma que k é um corpo perfeito. Toda k-algebra de dimensao finita é
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Morita-equivalente a um quociente (admissivel) de uma algebra de caminhos kQ/I.

Demonstragao. Isso segue de dois fatos:

« Toda algebra de dimensao finita é Morita-equivalente a uma algebra basica, cf.
exemplo 1.1.26.

« Toda algebra basica de dim. finita é isomorfa a um quociente admissivel de um
algebra de caminhos.

Sobre um corpo algebricamente fechado, o segundo item é resultado bem conhecido de P.
Gabriel, veja [ASS06, §I1.3]. Um panorama da demonstracdo sobre um corpo perfeito pode
ser encontrado em [Ben91a, Cor. 4.1.11]. Para uma abordagem mais detalhada, veja [Ber11,
Thm 3.12], onde as provas sdo executadas através da nogido de “espécies”. ]

Agora, comecaremos a realizar as computacdes da homologia de Hochschild. Primeira-
mente, vejamos o caso onde nao ha relacdes.

Proposicao 3.4.4. Sendo k um anel comutativo e Q uma aljava, temos que

kQ, ® k(Q/C.), n=0,
HH,(kQ) = {k(Q/C.), n=1,,
0, n=2

onde denotamos por Q° /C, o conjunto dos ciclos orientados de Q a menos de rotagao, isto é, é o
conjunto das classes de equivaléncia dos ciclos a;, --- a, de Q pela relacdo a, --- a, ~ a,a; - a,—;.

Esbogo da demonstragao. Lembrando do célculo da homologia de algebras tensoriais no
exemplo 1.3.15, temos que HH,(kQ) = 0 para todo n > 2 e, sendo ¢, a permutacéo ciclica
das flechas de Q; o;(a; ... a;) = a;a; ... a1, temos que

HH,y(kQ) = kQo ® ®7_,kQ;/(1 — o)) - kQ;
HH,(kQ) = &7, ker((1 — ;) : kQ; — kQ;)

Da defini¢io de Q““/C., ja temos o desejado para a homologia de grau zero, pois
k(Q5/C.) = kQ;/(id — 0;)(kQ;).

Para obtermos a homologia em grau 1, em primeiro lugar, repare que, se « é um caminho
que nao é um ciclo, entdo o;(a) = 0. Assim, HH,(kQ) é gerado por possiveis combinagdes
lineares de ciclos orientados. Agora, repare que elementos da forma ¢’ = (¢ + ot + -+ +
o/"'a) onde a € Q° pertencem a ker(1 — o), pois (1 —o)(1 + 0 + -+ 0/ ) =1-0/ =0.
Mais ainda, utilizando que os caminhos formam um conjunto Li. de kQ, pode-se ver que tais
elementos geram todo o ker(1 — o). Finalmente, tais geradores sdo iguais apos realizamos
uma rotagdo de a, ou seja: a° = f° < «a = ¢'f. Logo, obtemos o isomorfismo desejado:
ker(1 —0;) = k(Q5*/C.). O

Como pode-se notar acima, a homologia de kQ é concentrada em grau zero quando Q
ndo possui ciclos orientados. Agora, veremos que, com essa hipodtese, as caracteristicas

71



72

3 | RESPOSTAS PARA A CONJECTURA DE HAN OU COMO COMPUTAR A HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

homoloégicas de qualquer quociente kQ/I sdo consideravelmente simples.

Proposicao 3.4.5. [ENN56, Thm 8] Se R é uma anel hereditario semi-primario eI C R
¢ um ideal bilateral, entdo gl.dim(R/I) < oo. Em particular, se Q é uma aljava sem ciclos
orientados, entdo gl.dim(kQ/I) < oo para todo ideal I de kQ.

Anéis semi-primarios com a propriedade acima foram caracterizados por Chase [Cha61,
Thm 4.1] lhes dando o nome de anéis triangulares.

Pelo resultado acima e o teorema de Keller 3.1.7, ja podemos concluir que
hh.dim(kQ/I) = 0 quando Q ndo tem ciclos orientados. No entanto, historicamente
esse foi um resultado anterior e, possivelmente, uma motivacao para B. Keller obter seu
teorema. Levando em conta, também, que a demonstracdo de C. Cibils desse caso particular
¢ instrutiva e elementar, iremos realiza-la a seguir. Diferentemente das computacoes
usuais, que utilizam uma resolucao projetiva adequada de A e calculam a homologia
através do funtor Tor, esta prova é feita diretamente a partir do complexo-padrao de
Hochschild.

Teorema 3.4.6. [Cib86] Sejam k um corpo, Q uma aljava sem ciclos orientados e I um ideal
de kQ tal queI C kQ~;. Vale que

k%, n=o,

HH,(kQ/I) = {0 NS0

Demonstragdo. O nosso objetivo sera encontrar uma soma direta para o complexo de

Hochschild de A = kQ/I
(A®n’ b)n21 = (Ag, b)n}l 7] (Cna b)n>1

de tal modo que o primeiro somando seja isomorfo ao complexo de k% e o segundo possua
homologia nula (i.e. seja uma sequéncia exata).

Para definir tais subcomplexos, tome B um subconjunto dos caminhos de kQ que
induz uma base em kQ/I como k-espago vetorial. Note que a hipotese I C kQ-; nos
garante que Q, € B. Com isso, denote por A} o subespaco de A®" gerado pela base
AQl ={e®...Q¢e | e € Qp} e por C, o subespaco complementar gerado por D" = B®"\ AQ}.

Nio é dificil de verificar que (Af, b) é um subcomplexo de (A®",b), isomorfo a soma
direta de |Qo| complexos de Hochschild de k. Desse modo, s6 nos resta verificar que (C,, b)
é um subcomplexo aciclico de (A®", b),,.

Primeiramente, tenhamos em mente o seguinte:

Lema 3.4.7. Escrevendo um caminho a em kQ/I como a = ),z Apb, vale que s(a) = s(b) e
t(a) = t(b) sempre que A, # 0.

Demonstragdo. Isso segue das igualdades dentro do quociente kQ /I

> Mb=a=s)-a-ta) =), (s b-ta)

beB beB
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e do fato de B ser uma base de kQ/I. [

Agora, verifiquemos que (C,, b) é um subcomplexo. Para tanto, basta provar que b(C,) C
C,-1 para todo n > 1. Tomando um elemento a = a; ® ... ® a, na base D", lembre que um
modo de escrever b é dado por

n—1

b(a)=a;, ® ... a,a; + Z(—l)ial ®..0 a0 Q... Q a,.

i=1
Vejamos que cada termo da soma alternada de b(a) pertence a C, a partir de dois casos:

i. Para algum a;, vale a; ¢ Q,: assuma, por absurdo, que algum termo de b(a) nao per-
tence a C,. Assim, a projecdo de a;a;;; ou de g;_1a; em kQ, é ndo-nula. Ou seja,
escrevendo a;a;1; = Y5 Ab(modl) em termos da base B, temos que A, # 0 para
algum e € Qy. Com isso, concluimos pelo lema acima que s(a;) = s(e) = t(e) = t(ais1),
o que contradiz o fato de Q nio possuir ciclos orientados.

ii. Todo a; pertence a Q,: nesse caso, existem i e j tal que a; # a; e vale que cada termo
de b(x) sera nulo ou da forma -+ a; ® - ®a; ---.

Por ultimo, iremos verificar que (C,, b) é uma sequéncia exata através de uma homotopia
explicita h : C, — C,;. Para defini-la, tome a = a; ® ... ® a, € D" e note que, como q; ... a,
nao é um ciclo orientado, entdo a é de um dos tipos abaixo:

Tipo I: Se t(a,) # s(a,), defina h(a) = —s(a;) ® a; ® ... ® a,.

Tipo II: Se t(a,) = s(a;) (e, portanto, a; ...a, = 0), fixe r 0 menor indice tal que t(a,) # s(a,+1)
e defina
h(a)=(-1)"a; ® ...a, ® 5(a,41) ® ;11 ® ... @ ay.

Queremos checar que hb + bh = 1. Comecando com o caso em que a é do tipo I, temos que

n—1
bh(a) =0+ a, ® ...a, + Z(—l)is(al) ®..0aa,9...0a,
i=1
n—1
b(a) =0+ Z(—l)’al ®..Q a;a; ®..0 an

i=1

Notando que cada um dos somandos de b(a) também é do tipo I (para o caso i = 0, use o
lema 3.4.7) e usando que h(a; ® ... a;a;11 ... @ a,) = —s(a;) ® ... ® aiaiy; ... ® a,, podemos
concluir que hb(a) + bh(a) = a.

Em seguida, assuma que a é do tipo Il com r = 1, i.e. t(a;) # s(ay). Assim,

n—1
bh(a) =5(a;) ® -+ ® a,a1 — 0+, ® - ® a, + » .(—1)"'a; ® 5(a,) ® a1 - ® ay
i=2
n—1
b(a) =a; ® - ® a,a, — 0+ Z a; ® - ® a0 ® - B ay

i=2
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O primeiro somando de b(a) € C,_; é do tipo I e todos os outros séo do tipo Il com r = 1,
entdo obtemos como desejado que

n—1
hb(a) = —s(a2) ® a; ® - ® apa; + ».(~1)'a; ® 5(a2) ® 4ty -+ ® ay

i=0

Por fim, consideremos o caso em que a € do tipoIller > 2.

bh(a) = (_1)r+1a2 ®-a,® s(ar+1) ® ary1 ® - @ a,ay
r—1
+ Y (DD @ ® i ® - @ 5(4y41) ® ary ® - ® ay
i=1
+0+(-1)""g ® - ®a,
n—1

+ ) DT @ - ® 5(ar1) @ a4y @ - ® 4y ® - @ ay

i=r+1

Notando que cada somando de b(a) é do tipo II, obtemos que

hb(a) = (-1)a, ® - ®a, ® s(a,41) ® ar11 ® -+ ® ana,
r—1

+ D (-1 ® - ® Qg+ ® 5(ar41) ® Gy @ @y + 0
i=1
n—1

+ Z (D' @ - @ 5(ar11) ® a1 ® - @ 411 ® - @ ay

i=r+1

Desse modo, somando os termos bh(a) e hb(a), cancelamos todos os termos com excecdo
de (-1)*"Vg; ® --- ® a,,. Finalizamos, assim, a prova de que hb + bh = 1. O

Algebras Truncadas e Monomiais

Nosso objetivo, agora, esta em provar a propriedade de Han para as duas classes de
algebras definidas abaixo.

Definic¢ao 3.4.8. Uma algebra da forma A = kQ/I é dita monomial se I é gerado por
caminhos de comprimento > 2. Dizemos que A é truncada se I = R;, para algum t > 2.

A seguir, iremos realizar a computacdo de E. Skoldberg (1999) da homologia de Ho-
chschild de algebras truncadas. Para comecar, precisamos de uma resolugao projetiva
conveniente.

Lema 3.4.9. [Sko99, Thm 1] Dada uma dlgebra truncada A = kQ/R, e utilizando a
kQ;,sen =2j

notacdo I'™ =
kQji1,5en=2j+1

, temos a seguinte de resolugao projetiva de A como
A-bimoédulo:

d, d
w5 A ®kQ0 F(l) ®kQ0 A>A ®on F(O) ®on A —E> A— 0,
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onde os mapas sdo definidos pore(a @ e ® ) = aef e

t—1

dyj(@ ®aya; ® f) = Z aay -+ @iy @ a; -+ A(j-1y+i ® A(j-1yvivt @i

i=1
+ aaq - a1 ® ap -+ Ajt ® ﬂ
drjri(@® a1 ajs1 ® f) =201 @ ay - ajps1 ® f—aa, @ az - ay @ ajesif

Para os calculos abaixo, fixemos uma algebra truncada A = kQ/(Ry)'. A inspiracéo
para a construcdo da reolucdo acima estd em aplicar o tensor — ®;¢, A em uma resolugio
projetiva de kQ, obtida por Anick e Green [AG87, Thm 2.7]. Note que A ®o, T™ ®yo, A &,
de fato, A°-projetivo, pois temos os isomorfismos

A®1, T™ @10, A = @, (A®sg, ¥ ®ro, A) = ®,(As(y) @i t(y)A) = ®,(A® A?)- (s(y) ®1(y)).

Assim, tal médulo ¢é, de fato, um somando direto de A° = (P, (o, (A ® A?) - (e ® f).

Uma conta direta nos mostra que d;d;_; = 0 para todo i, isto é, que a sequéncia acima
¢ um complexo. Para provar a exatidao, Skoldberg utiliza um argumento por sequéncias
espectrais que ndo sera reproduzido aqui.

Notacao: No que segue durante a computacgao de A, utilizaremos letras gregas «, 8, 6
para denotar caminhos de Q, enquanto que y sera utilizada para se referir especificamente
aos elementos de I'C ¥). As flechas de Q serdo denotadas por a;’s.

Desse modo, podemos calcular HH,(A) = Tor’ (A, A) por meio da homologia do
complexo (K%, d) abaixo

K=K, = A®u (A®sg, I'™ ®po, A) = A®u (A° ®pge T™) = A ®ge T

onde o isomorfismo é dados por 6 ® 4@y ® f — féa®y. Acompanhando os isomorfismos,
obtemos que 9 = 1 ® 4 d satisfaz

t

82](0{ ®a... ajt) = Z A(-Dt+i+1 --- Ajp XAy ... Aj—1 ® Qi ... A(j-1)t+i
i=1

82j+1(a' X a ... ajt+1) = ada, ® a ... ajt+1 — aﬁ+10{ ® as ...ajt
Com o intuito de facilitar as contas, iremos encontrar uma decomposi¢ao do complexo
K.. Para tanto, note que temos um subcomplexo definido por
K.; =(a®y € K, | ay tem comprimento q em Q)

nos fornecendo a soma direta (K.,9) = @g=¢(K.4,0). A seguir, veremos que podemos
identificar tais termos com os ciclos de Q.

Lema 3.4.10. Dada A = kQ/(Ry)', a func¢do K, ; — kQq definida por a ® y — ay nos
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fornece os seguintes isomorfismos de k-modulos:

kQge, sejt <q<(j+ 1) Qg sejt<q <+t
sz’q = 2j+1,9
0, c.c. 0, c.c.

I

Demonstragdo. Kjj, é gerado por elementos da forma a ®ig: y coma = a;...a; e
Y = Qks1 ... G+ para algum k satisfazendo k + jt = q. Como o tensor é sobre kQf, temos
que

o ®rge ¥ = s(a)at(a) ®rge ¥ = o Opge t{a)ys(a)

Assim, para que tal elemento seja diferente de zero, é necessario assumir que t(a;) = s(a;;1)
para todo i e que t(a,) = s(a;). Além disso, k deve ser menor que ¢ para que « ¢ (Rp)'.

Com isso, pode-se concluir que a fun¢do @ ® y > ay ¢ injetora com imagem em kQ*
sempre que 0 < k <t e é nula caso contrario. A prova para Kjj, 4 é analoga. [

Para esmiugar ainda mais a decomposi¢do, podemos notar que o mapa 9 atua sobre

§ € kQg* por meio de uma permutacéo ciclica das flechas que compdem §. Desse modo,
5 cic —

relembrando a acéo de C; em Q¢ dada por o - (a; ... ag) = a,4a, ... a;-; podemos notar que o

complexo (K, 4,9) é graduado por Q;*/C,, o conjunto das érbitas de Q5. Ou seja,

Kgd)= P K9

SeQeie /Cq
onde K, ; é o k-submodulo de kQ;iC que tem como base a 6rbitade §,i.e. {0 | o € Cy}.

Defini¢ao 3.4.11. Um ciclo § é dito préprio® se ndo é possivel escrevé-lo como uma
poténcia § = ', com i > 2, de um ciclo @. O conjunto dos ciclos proprios de uma aljava Q
é denotado por Q““?.

Se escrevermos um ciclo como § = a; ...aq = (a; ... a,)?" de modo que @ ... a, seja um
ciclo préprio, podemos identificar K, 5 com k[C, ] através do isomorfismo de k-médulos
0'd = o', onde o é um gerador de C,. Por esse ponto de vista, os mapas 9;; € d,j,1 passam
a ser dados, respectivamente, pela multiplica¢do por (1+ 0 + ...+ 0" ') epor 1 —o.

Tendo isso em mente, iremos finalmente calcular a homologia HH, ;(A) = H,(K.4,9)
para um q fixado. Fixe uma escrita de § € Q;ic /C, como acima. Realizaremos o calculo
através de dois casos.

Caso 1: q nao é multiplo de t. Escrevendo q = jt +e com 0 < e < t, sabemos pelo lema
3.4.10 que o complexo (K s, 9) esta concentrado nos graus (2j + 1) e 2j e, portanto, possui
a seguinte forma:

0— K

2j+1,6

= k[G] =5 K[C,] = K,;5 — 0

Assim, pela mesma ideia da demonstracdo da proposicao 3.4.4, obtemos que H,;.1(K, 5,9) =

3 Tais ciclos sdo chamados de basicos por Skoldberg [Sko99, p. 90]. Decidimos seguir a terminologia de Han
[Hano6, p. 663].
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ker(1— o) = k e que Hy(K, 5,9) = coker(1 — o) = k. Logo:

HHyjor o= @ MoK, 59) = k9% /5 = HHy(4),
5€chc/c

e os outros graus de homologia sao nulos.

Caso 2: q é multiplo det. Escrevendo g = jt, sabemos pelo lema 3.4.10 que o complexo
(K, s, 9) esta concentrado nos graus 2j e (2j — 1) e, portanto, possui a seguinte forma:

14+o+-+0'!

0> K, ; =k[G;] —— kIG] =K

2j-1,6

-0

De acordo com [Sko99, Lemma 1] e utilizando a notacdo (¢,r) = mdc(t, r), conclui-se
que

Hy(K, 5,0) =ker(1+ 0 + ...+ o'™) = k7 @ker(‘(tt ) kﬂk>
,r

Hyj (K, 5,0) = coker(1+ 0 +...+0'") = kN1 g Coker( k- k)

t
[h)
Como pode-se notar, os termos acima dependem de r. Desse modo, utilizaremos na soma
direta abaixo que os ciclos em Q;ic /C, estdo em correspondéncia com os ciclos proprios
de tamanho r em Q°/C, para algum r que divida q. Logo, com a notacio b, = |Q““? /C,|,
concluimos que

HHy;,(A) = @ Hyi(K, 5,0) = @ (k<t,r)—1 @ ker ( _ .(:r) k> k))br

beQse/C, rlg
. t br
HH,j-14(A) = @ Hyj1(K, 5,0) = @ (k(t”) e coker( — ﬁ k> k))
SeQeie /C, rlg ’

e os outros graus de homologia sdo nulos.

Assim, temos finalizado a computacdo da homologia de uma algebra truncada geral e
podemos sintetizar nossas contas por meio do teorema abaixo.

Teorema 3.4.12. [Sko99, Thm 2] Seja A = kQ/(Rp)" uma algebra truncada e q = jt + e
com 0 < e < t. A homologia de Hochschild de A é dada por HH,(A) = ®q>cHH, 4(A) com

,

kQO’ Sen:q:o
k%, see>0e2j<n<2j+1
b,
HH, ,(A) = @r|q<k(”)1®00ker(— ( ) k—>k)>, see=0en=2j—1>0
n,q —_
D, (k(”) '& ker(— - “n )

\0, c.C.

5

b,
k)) see=0en=2j>0

onde (t,r) = mdc(t, 1), a, = |05 /C,| e b, = |Q7F /C,|.
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Repare que temos os seguintes critérios para que o calculo da homologia no caso e = 0
seja levemente simplificado:

+ Se k é livre de tor¢do como Z-moédulo ou ﬁ é invertivel em k, entao ker(—- ﬁ k-
k)=0. ’ ’

« coker(— - ﬁ : k — k) = 0 se, e somente se, ﬁ é invertivel em k.

Agora, aplicaremos o teorema para o caso de ciclos basicos, isto é, aljavas que tem a
aparéncia abaixo

1 +—— 1

—_—
Usando a nomenclatura de diagramas de Dynkin, essas aljavas correspondem a aljava A;_,
com todas as flechas orientadas no mesmo sentido.

Definicao 3.4.13. Um ciclo a; ... a; é dito bdsico se os vértices s(ay), ..., s(ax) sdo todos
distintos entre si.

Note que todo ciclo basico é proprio, mas a reciproca nao é verdadeira. De fato, podemos
encontrar ciclos proprios com autointersecdes, por exemplo, na aljava formada por um
vértice e dois lacos.

Corolario 3.4.14. Sejam k um corpo e A = kQ/(Rp)' uma algebra truncada com Q um ciclo

it+t—1 it
basico de comprimento l. Usando a notagao a(j,1,t) = [%J - []TJ para j > 0, temos
que

( t—1 .
| =) sej=0
‘ a(j,1,t), se(j =1 AL jt)
dim(HE/(A) =0 (G 1+ () =1, se(i = 1D AQ ] jt) A (char(k) | (%l))
GO+ @D, se( DA 0 A (chartl) | )
a(j,1,t), selt (j+ 1t
i (HHy () = 120 LD+ ED =1, se (U] G+ D) A (char(l) | ﬁ)
aG LD+ @D, se(l| G+ 1) A (char(k) | ﬁ)

onde (t,1) = mdc(t,]) e | x| é a parte inteira de x > 0.

Demonstragao. Primeiramente, repare que do fato de Q possuir apenas um ciclo proprio
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segue que
1, sel|q 1, ser=1
ag = b, = .
0, c.c. 0, c.c.
m
I

Com isso, temos a igualdade } /", a, = | 7] para todo m > 1. Além disso, temos que:

HH,;(A) = HHy 1(A)© D HHyjjuie(A)

1<e<t—1

HH,j41(A) = HHyjiq (j+10(A) @ @ HHyji1jt4e(A)

1<e<t—1

O termo a(j, [, t), que aparece em todos os casos, é obtido pelo seguinte

jt+t—1 jeHt—1 jt jtet—1 jt
dimk< @ HHZJ-,]-M(A)) = Z ag = Z ag — Zaq = [fJ - {TJ
1<e<t—1 q=jt+1 q=1 q=1

Desse modo, basta encontrarmos a dimensdo do primeiro somando para cada j. O caso
j = 0é claro, pois HH,(A) = k% e |Qy| = I. Repare, também, que a(0,1,t) = | 5*].

Para o caso n > 0, note que HH,; ;(A) = 0 se [ { jt, pois nesse caso néo existe r | jt tal
que b, # 0. E no caso em que [ | jt, obtemos que HHy; ;(A) = k"' @ coker(~(t—"‘1) : k- k).
Analogamente, temos que:

k®D-1 @ ker(— -

L k—>k), ser|(j+ 1t
HHyjir (jr1y = {0 ®D

, c.C.

Desse modo, finalizamos a prova com a observacgéo abaixo:
t

coker(— - b ko k)=k = (char(k) | @D

05 ><=>ker(—~L:k—>k):k. 0

.0

Corolario 3.4.15. Se A = kQ/(Rp)" com Q um ciclo basico de comprimentol > 1, entdo
HH,(A) # 0 para infinitos valores tanto pares quanto impares de n.

Demonstragao. Sempre temos a(j,l,t) > 0 e, no caso em que t — 1 > [, vale a(j,[,t) > 0
para todo j > 0. Assim:

« Sel <t—1,entdio HH,(A) # 0 para todon > 0.

« Se (t,1) > 2, entdo HH,;(A) # 0 (resp. HH;;,1(A) # 0) sempre que jt (resp. (j + 1)t)
for multiplo de I.

« Sel>t—1e(tl)=1,escrevarl+ st = 1 para inteiros r, s. Afirmo que a(j,,t) > 0
sempre que (j + 1 — s)t = ml para algum m > 0. De fato, temos que

a(j,1,t) = (j+1—s)t_rlJ ) V_t

l [ = l)tJ'

| -nerefre
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Usando que —r = (st — 1)/I, podemos provar a afirmacéo, pois

-r >

Stl_l_t_llJ _ {(s_ll)tJ'

Logo, vale que HH,;(A) # 0 # HH,;,,(A) sempre que (j + 1 — s)t for multiplo de [.
]

Podemos concluir, enfim, que a propriedade de Han ¢é valida para algebras truncadas
por meio do seguinte resultado.

Teorema 3.4.16. Sendo k um corpo, valem as seguintes equivaléncias sobre uma algebra
truncada A = kQ/(Rp)':

(1) gl.dim(A) < oco.

(2) Q nao tem ciclos orientados.

(3) hh.dim(A) = 0.

(4) hh.dim(A) < 0.

(5) Existe ny tal que HH,(A) = 0 para todo n impar (ou para todo n par) maior que n.
(6) hch.dim(A) < oo,

Historico do teorema. A equivaléncia dos quatro primeiros itens foi provada em [Han06,
Thm 4] enquanto que a tltima é dada em [XH]J07, Thm 3] a partir de resultados de Locateli
[Loc99]. O caso t = 2 da equivaléncia (2) < (6) também foi provado por Cibils [Cib98]. O
seguinte resultado mais fraco havia sido obtido anteriormente por Liu e Zhang [LZ94, Cor.
1]: se HH;(A) = 0 para todo i impar, entdo Q néo tem ciclos.

Demonstragao. As implicagdes (2) = (1), (2) = (3) e (1) = (4) foram feitas anteri-
ormente para qualquer quociente. Assim, para obter a equivaléncia das cinco primeiras
afirmacdes, s6 nos resta demonstrar (5) = (2). Provaremos pela contrapositiva: suponha
que Q possui um ciclo orientado e tome Q’ o ciclo de menor comprimento em Q. Desse
modo, Q’ é forcadamente um ciclo basico e a homologia de Hochschild de B = kQ’/(Ry)
¢ ndo-nula para infinitos graus impares e pares. Para concluir que o mesmo vale para A,
basta invocar o lema 3.4.17 abaixo e notar que Ry = Rp N kQ’. [

Lema 3.4.17. [LZ94, Thm 2] Se kQ/I é monomial, Q" é uma subaljava conexa de Q e
I’ =1nkQ’, entao HH,(kQ’ /1) é somando direto de HH,(kQ/I).

Agora, apresentaremos o resultado mais geral de que toda algebra monomial satisfaz a
propriedade de Han. Por ser um resultado mais elaborado, iremos apenas dar um panorama
da demonstracao.

Definicao 3.4.18. Seja A = kQ/I uma algebra monomial e C’ um ciclo em Q de compri-
mento n. Sendo C o ciclo basico de comprimento n com a funcéo natural f: C - C’ < Q,
defina kC/I como a algebra com relagdes induzidas de A (i.e. um caminho « de C é uma
relagdo se, e so se, f(a) € I). Dizemos que kC/I é uma dlgebra de ciclos sobre A. Dizemos
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que kC/I é minimal se ela ndo é recobrimento de nenhuma algebra de ciclos sobre A menor
— ou equivalentemente, se C’ é um ciclo préprio em Q.

Teorema 3.4.19. [Han06, Thm 2] Se A é uma dlgebra monomial, entdo

dim(HH,(A)) = ) dimi(HH,(2)), n>0
Z

onde Z percorre todas as algebras de ciclos sobre A minimais.

Lema 3.4.20. Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpok tal que A/J(A) = Ik
e tome {ey, -+, e,} um conjunto completo de idempotentes primitivos de A. Se o radical de
eoA é projetivo, entdo HH,(A) = HH,(A’) para todon > 0, onde A’ denota a algebra
Ends(e,A @ - @ e,A).

Demonstragao. Isso segue de resultados de Igusa e Zacharia [1292, Cor. 1.4, Thm 2.3].
Também, deve-se notar que a homologia de A é isomorfa a homologia relativa de (A, J(A))
através da sequéncia exata longa que as relaciona e de HH,(A/J(A)) = 0 paran > 0.
Além disso, usando a notacdo P; = ¢;A, perceba que a subcategoria plena de Mod-A com
objetos Py, -+, P, é equivalente a subcategoria plena de Mod-A’ formada pelos projetos
indecomponiveis f.g. de A’, os quais sdo da forma Hom,(P, & -+ P,, P;)) parai = 1,---,n. [J

Antes de procedermos ao teorema, ilustremos a utilidade do lema por meio de um
exemplo.

Exemplo 3.4.21. Sendo Q o ciclo basico com 3 vértices

3
/ ‘X
1 a y 2

Defina A = kQ/(abc), pode-se notar que os projetivos P(2) e P(3) de A, associados aos
vértice 2 e 3, tem radical projetivo, pois P(2) - J(A) = P(3) e P(3) - J(A) = P(1). Além
disso, a algebra A" = End4(P(1) @ P(2)) corresponde a retirar o vértice 3 de Q, isto é,
A’ = kQ’/(ad) para Q’ a aljava abaixo

15 T2
e

a
Novamente, pode-se ver que o radical de P(2) é projetivo — neste caso, isomorfo a P(1)
— e, retirando o vértice 2, obtemos a algebra A” = End(P(1)) = k. Com isso, podemos

concluir que hh.dim(A) = hh.dim(A”) = 0. Repare que isso é consistente com o fato de
que gl.dim(A) = 2.

Teorema 3.4.22. [Han06, Thm 3] Toda algebra monomial de dimensao finita sobre um
corpo satisfaz a propriedade de Han.

Demonstragao. Provemos pela contrapositiva. Assuma que a algebra monomial A = kQ/I
satisfaca gl.dim(A) = oo, entdo Q possui um ciclo e, portanto, existe uma algebra de ciclos
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sobre A minimal Z tal que gl.dim(Z) = oo, veja [IZ92, Prop. 3.2]. Utilizando o processo em
[1Z92, p. 512], nota-se que, ao retirar todos os vértices e; da aljava de Z tais que e;A tem
radical projetivo, obtemos uma algebra Z’ que é truncada e dada por um ciclo basico, que
satisfaz hh.dim(Z”) = oo pelo corolario 3.4.15. Por outro lado, do lema e do teorema acima,
obtemos que

hh.dim(A) > hh.dim(Z) = hh.dim(Z’) = o. ]

Vale ressaltar que o caso especifico em que a algebra monomial A = kQ/I é quadratica
(i.e. em que os geradores de I sdo caminhos de comprimento 2), também foi computado
por E. Skéldberg. Isso foi feito em termos do dual de Koszul A' = kQ/J, onde J = {b;b, €

Qx| bibs ¢ I}.

Para tanto, precisamos elucidar mais uma notagdo. Para dois elementos a,b de A,
temos que [a,b] = ab — ba é o comutador usual; enquanto que para elementos de A’
faremos uma pequena alteracio: sendo a e f dois caminhos de Q em A', escrevemos
[a, B] = af — (—1)" P Ba, onde c(ar) denota o comprimento de a.

Teorema 3.4.23. [Sko99, Cor. 1] Se A é uma algebra monomial quadratica sobre um corpo
k, entdo
A/A, A], sen=20
HH,(A) = {(A/[A A, @ (A/[A Az, sen=1,
(A/[AADn & (A/[A A Duir,  sen>2

onde o subindice i em (—); indica a graduagdo do espago pelos caminhos de comprimento i.

Finalizada, enfim, nossa discussdo sobre algebras monomiais, podemos passar agora
para exemplos que foram encontrados apos a publicacdo da conjectura Y. Han.

Os exemplos de P. Bergh e D. Madsen:

P. Bergh & D. Madsen publicaram dois artigos [BM09; BM17] em que provam a pro-
priedade de Han para alguns casos de algebras de dimensao finita. A primeira publicacido
fornece trés exemplo de algebras graduadas. Suas demonstragdes dependem de uma for-
mula de K. Igusa — que relaciona a caracteristica de Euler da homologia ciclia relativa com
o determinante graduado de Cartan — e os forca a adicionar a hipétese de que o corpo base
possui caracteristica zero. No segundo artigo, eles provam a conjectura para extensdes
triviais de trés classes diferentes de algebras.

Em relacdo ao artigo de 2009, devemos dizer que, aqui, uma k-algebra de dimensao finita
A ser “graduada” significa que ela possui uma IN-graduacdo A = @;>(A; e que seu radical
de Jacobson satisfaz J(A) = @;>,A;. Esse tipo de IN-graduacéo é chamada de semissimples
ou ndo-trivial por alguns autores. Além disso, devemos assumir que A/J(A)(= Ap) é um
produto de copias de k.

Exemplo 3.4.24. Se kQ é uma algebra de caminhos, entdo ela possui uma graduacdo
natural dada pelo comprimento dos caminhos: kQ = ®;-kQ;. Também, escreveremos R
para denotar o ideal gerado pelas flechas Ry = @;>1kQ;.

1. Se Q néo tem ciclos, entdo J(kQ) coincide com Ry e kQ, ¢ a soma de |Q,| copias de k.
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2. Para obter quocientes de kQ com as propriedades desejadas, tomamos um ideal
admissivel (i.e. R} C I C R, para algum m > 2). Desse modo, A = kQ/I possui
dimensao finita (mesmo quando Q possui ciclos) e J(A) = Ry/I, veja [ASS06, p. 2.12].
Para preservar a graduacao de kQ, devemos considerar também que I é homogéneo, i.e.
que seus geradores sao combinagdes lineares de caminhos com mesmo comprimento.
Assim, A = kQ/I possui uma N-graduagio semissimples (induzida de kQ) com

Ay = A/J(A) = kQ/Ry = k.

3. Se A/J(A) é um produto de copias de k, entdo, pelo teorema da cisdo de Wedderburn,
sabemos que A = A/J(A) @ J(A). Desse modo, Ay = A/J(A), A, = J(A)e A, =0
para i > 2 fornece uma graduacdo como desejada acima se, e somente se, A é uma
algebra com radical de quadrado nulo (i.e. J(A)* = 0).

Observacgao 3.4.25. Se A é uma k-algebra de dimensdo < 4 ou com J(A)’ =0 e k é um
corpo de cisao, entdo A possui uma IN-graduagdo semissimples. Veja [BBFS92] para um
exemplo de algebra de dimenséo 5 e J(A)* = 0 que néo possui tal graduacao.

Tendo isso em mente faremos alguns comentarios sobre duas das classes de algebras
consideradas no artigo. Sobre a primeira delas, visto que os autores ja apresentam sua
definicdo, apenas mencionamos que a nocao de algebras N-Koszul (onde N > 2 é um
inteiro) é uma generalizacdo natural da caracterizagdo de algebras de Koszul dada em
[BGS96, Prop. 2.1.3]. O caso usual é recuperado quando N = 2. Para mais detalhes e
caracterizagdes de algebras de Koszul, também pode-se conferir a survey de Froberg
[Fro99].

A segunda classe de exemplos é dada pelos quocientes A = kQ/I tais que Q possui um
laco e I é ideal admissivel homogéneo. O fato de que tais dlgebras possuem dimenséo global
infinita é uma consequéncia da chamada “conjectura das algebras sem lagos” (em inglés,
no loops conjecture). Em [Igu90, Cor. 5.6], K. Igusa provou a conjectura para k-algebras nas
quais k é corpo de cisdo* (veja o exemplo 2.1.5), o que inclui as algebras do tipo acima e o
caso em que k é algebricamente fechado. Desse modo, a propriedade de Han é provada apos
mostrar que a dimensao da homologia de Hochschild é infinita para essas algebras.

Teorema 3.4.26. [BM09, Thm 4.7] Se k é um corpo de caracteristica zero, Q é uma aljava
com lagos e I é um ideal admissivel homogéneo de kQ, entdo hh.dim(kQ/I) = co.

Restringindo para algebras locais, isso nos fornece a seguinte consequéncia, que é
muito mais forte do que a propriedade de Han:

Corolario 3.4.27. Sendo k um corpo de caracteristica zero e A = kQ/I local com I um ideal

homogéneo admissivel:
hh.dim(A) < o0 = A=k

Demonstragao. Segue de A ser local que 0 e 1 sdo seus unicos idempotentes, cf. [Lam01,
19.2]. Assim, Q possui apenas um vértice. Além disso, sabemos, pelo teorema acima, que
hh.dim(A) é finita apenas quando A nao tem lagos. Logo, Q ndo pode possuir flechas. [

4Tendo em mente a construgio da aljava de Gabriel (sobre um corpo algebricamente fechado), dizemos
que uma algebra possui um laco se Ext'(S, S) # 0 para algum médulo simples S, veja [Ben91a, p. 4.1.6] ou
[ASS06, section I1.3]. Naturalmente, se A é uma algebra de caminhos, isso é equivalente a dizer que sua
aljava possui um laco.
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Agora, focaremos nossa atencdo no segundo artigo de P. Bergh e D. Madsen. Nele,
sao tratadas extensoes triviais de algebras de dimenséo finita A pelo seu dual D(A) :=
Homy (A, k), considerado como um A-bimédulo. Tais sdo algebras sdo denotadas por T(A) =
A X D(A). Sua estrutura de espago vetorial é definida por A @ D(A) e sua multiplicacdo
por

(a, f)-(b,g) = (ab,ag + fb), a,be A, f,geD(A).

Essas algebras recebem a palavra “trivial” no nome, porque elas correspondem ao elemento
zero do grupo de cohomologia HH?(A, D(A)), veja [Wei%4, p.312].

Uma caracteristica notavel de extensdes triviais é que elas sdo algebras simétricas
[Lam99, 16.62] com radical de Jacobson dado por J(A) & D(A). Disso concluimos que
gl.dim(T(A)) = oo sempre que A # 0, cf. 1.2.5. Desse modo, mais uma vez devemos mostrar
que a dimensao da homologia de Hochschild é infinita

Agora, apresentamos um esbogo das ideias da prova. Os autores comecam apresentando
T(A) através de um quociente admissivel uma algebra de caminhos — onde usou-se que
o corpo ¢é algebricamente fechado. Além disso, eles utilizaram um critério, provado em
colaboracdo com Y. Han, para concluir que a dimensdo da homologia de Hochchild é
infinita. Tal critério é baseado um ciclos especiais que podem existir na aljava.

Definicao 3.4.28. Um ciclo a; ... a, de Q (a; € Qy, n > 2) é dito 2-truncado na algebra kQ /I
se a;a;,1 € [ paratodoi <n—1ea,a €1

Exemplo 3.4.29. Sendo A a algebra com radical de quadrado nulo kQ/(Ry)?, temos que
todo ciclo em A é 2-truncado.

Teorema 3.4.30. [BM17, Thm 3.1] Se k é um anel comutativo, Q é uma aljava com um ciclo
2-truncado e I é um ideal admissivel de kQ, entdo hh.dim(kQ/I) = o

Ao analisar a aljava da extensao trivial T(A) foi possivel garantir que a propriedade de
Han é valida para dois casos consideraveis:

Teorema 3.4.31. [BM17, Thms 3.2 & 3.5] Assuma que A = kQ/I para um ideal admissivel
I. Se A € local ou auto-injetiva, entao a aljava de T(A) possui um ciclo 2-truncado em T(A).
Em particular, vale que hh.dim(T(A)) = oo.

Ao final do artigo, a propriedade de Han também foi provada para T(A) quando A é
graduada ao utilizar técnicas do artigo de 2009, através do determinante de Cartan.

3.5 Algebras exteriores e algebras quanticas

Algebras exteriores e de interse¢do completa quantica compartilham algumas proprie-
dade: ambas sdo algebras de Frobenius locais. Além disso, os resultados nas referéncias
da tabela 3.1 mostram que as dimensdes de suas homologias de Hochschild sdo ambas
infinitas. Desse modo, também vale, pela proposicdo 3.1.2, que suas dimensdes globais sdo
infinitas (quando A/J(A) é separavel). Mesmo assim, essa conclusdo pode ser obtida (cf.
exemplo 1.2.5) do resultado mais elementar de elas serem algebras de Frobenius que néo
sao semissimples. Agora, definiremos tais algebras e forneceremos alguns detalhes nessa
direcédo.
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Dado um espaco vetorial V sobre um corpo k com base {ey, ..., e,}, a k-ésima de sua
algebra exterior pode ser definida pelo seguinte quociente:

V®k
(e1®...Q e — sgn(o)e, ) ® ... ® e,y | 0 € Sk)’

AV =

onde Sy denota o grupo simétrico, das permutagdes de k elementos. Desse modo, a algebra
exterior de V é definida como a algebra graduada A(V) := & ,A'(V), onde o produto de
dois elementos é dado simplesmente pela concatenacéo do produto tensorial. E possivel
notar que dimg(A'(V)) = (’;) e, portanto, que dimi(A(V)) = 2".

Pode-se observar, também, que J = @7, A'(V) é o unico ideal maximal de A(V) — que
coincide com seu radical de Jacobson — de modo que A(V') é uma algebra local. Dualmente,
temos que I, = A"(V) é seu tinico ideal minimal, ja que ele possui dimensdo 1 sobre k e, para
todo 0 = a € A(V), existe algum b € A(V) tal que 0 # ab € A*(V). Com isso, todo funcional
linear A : A(V) — k tal que A(ly) # 0 satisfaz a seguinte propriedade: para todo ideal I # 0
de A(V), vale que ker(1) 2 I. A existéncia de tal A é equivalente a dizer que a algebra
exterior é de Frobenius, veja [Lam99, 3.15]. Usando isso — e que, de J(A(V)) # 0, ela ndo é
semissimples — concluimos que a dimensao global de A(V) é, de fato, infinita.

Agora, vejamos que as mesmas propriedades sido satisfeitas pelas algebras de intersecdo
completa quantica, i.e. algebras da forma

Ao k(x,y)
- a b
(x%, xy — qyx, y")

para alguns a,b > 2 e 0 # q € k. Uma motivagdo para a terminologia de tais algebras é o
fato de elas serem a “versio quantica” de k[x, y]/(x% y*), que sio exemplos de anéis de
intersecio completa no sentido de Algebra Comutativa. Aqui, a palavra “quantica” significa
que a algebra possui uma certa relacao de quase-comutatividade. Tal sentido da palavra
foi trazido para a Algebra apds a introducio dos grupos quanticos durante a década de
1980, veja [Dri87]. Em algumas aplica¢des, o parametro g é interpretado como a constante
de Planck.

Podemos concluir que tais algebras sdo locais (e ndo sdo semissimples), pois o ideal
J = (x,y) C A é seu unico ideal maximal. O prova de que elas sao algebras de Frobenius
pode ser conferida em [BE08, p.509].

Um dos aspectos mais interessantes dessas algebras é que o caso a = 2 = b forneceu o
primeiro contraexemplo para a propriedade de Happel: em [BGMS05], provou-se que tal
algebra satisfaz hch.dim(A) = 2 quando g nédo é uma raiz da unidade. Entretanto, como
provado por Han [Han06, Prop. 5], a sua homologia nio se comporta de maneira patologica.
Essa algebra pode ser vista, pois, como uma das principais motivagdes para a adaptacdo
da pergunta de Happel a fim de se propor a conjectura de Han. Tendo isso em mente,
o artigo de Bergh e Erdmann [BE08] pode ser visto como uma generalizacdo em duas
direcdes. Por um lado, eles mostraram que a propriedade de Han permanece valida para
valores arbitrarios de a e b e, por outro lado, que a dimensédo da cohomologia de Hochschild
continua sendo igual a 2 quando ¢ néo é uma raiz da unidade. No caso em que g é uma raiz
da unidade, é provado que a algebra satisfaz a propriedade de Happel. Mais recentemente,
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a cohomologia de Hochschild foi computada de forma mais detalhada no caso em que
a = b e q é uma a-ésima raiz da unidade. Nesse caso, vale que dimy(HH"(A)) = n + 2 para
todo n > 0, veja [EH18].

Dois anos apoés a publicacdo de Bergh e Erdmann, a propriedade de Han também foi
verificada para uma classe de algebras que generalizam as de intersecdo completa quantica
[SV10]. Essa classe é composta pelas algebras finitamente geradas da forma

ki{xi,...,x, .
A= M, onde f; € k[x;], fi € (xy,...,x,) parai > 2

(fisees )

onde assume-se que a algebra B = k[x;]/(f;) ndo é suave. Note que algebras de intersegéo
completa quéintica sdo recuperadas ao tomarn =2, p =3, f; = x%, f, = xy —qyxe f; = y’.
O fato de que k[x]/(x*) (a > 2) ndo é suave pode ser deduzido do teorema 3.3.1 ao notar
que sua dimensao global (ou de Hochschild) é infinita. Novamente, a propriedade de Han é
provada para A apds verificar que a dimensao da homologia de Hochschild é infinita.

Algebras de Weyl: Em comparacio com os exemplos acima, essa classe de algebras ¢
razoavelmente excepcional. A n-ésima algebra de Weyl (sobre um corpo k) é definida
como

An(k) = k<xl, 91, oy X 9n>,

submetida as seguintes relagdes: os x;’s comutam entre si, os ;’s comutam entre si e 6,x; —
x;0; = J;;. Assim, tais algebras sdo noetherianas, ndo-comutativas e possuem dimensao
infinita. Suas propriedades sao consideravelmente distintas dependendo da caracteristica
de k: em caracteristica zero, A,(k) é um dominio simples; mas isso nao é verdade quando k
possui caracteristica positiva. A dimensao global também é capaz de medir tais diferencas
(veja [Rin62] e [Ro072]):

n, se char(k) =0

gl.dim(A,(k)) = {Zn, se char(k) > 0

Assumindo que char(k) = 0 e n = 1, ndo é dificil de se provar (veja [Kas06, §5.10]) que
sua homologia é dada por

k, sen=2
HH,(A(k)) = {

0, sen#2
Isso mostra que a desigualdade hh.dim(A) > gl.dim(A) pode ocorrer fora do mundo das
algebras de dimensao finita.

No artigo [SSV13], assumindo que char(k) = 0, os autores provaram as propriedades
de Han e de Happel para o caso quéantico de uma classe de algebras que generalizam a
primeira algebra de Weyl A;(k) — enquanto que o caso ordinario nio quéantico fora tratado
dez anos antes [FSS03]. Em mais detalhes, a (co)homologia de Hochschild foi computada
para tais algebras e um critério que determina a finitude de sua dimenséo foi obtido. Em
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resumo, foi provado que
gl.dim(A) < o0 < hh.dim(A) < 2 < hch.dim(A) < 2.

Foi mostrado ainda que, para a maior parte das algebras A que satisfazem o acima, temos

gl.dim(A) = 2.

3.6 Extensodes que preservam a conjectura de Han

Suposicao: Nesta secdo, k sempre sera um corpo.

Recentemente, alguns autores contribuiram para o entendimento da conjectura de
Han de uma forma diferente das se¢des acima. Tendo em mente, por exemplo, um passo
indutivo para a prova da conjectura, bastante empenho foi dado na seguinte direcao:
encontrar extensdes de algebras que preservam a propriedade de Han, ou seja, pares de
algebras B C A tais que, se B satisfaz a propriedade de Han, entdo A também a satisfaz.
Essas extensoes foram resumidas na tabela 3.3. Com tais resultados, podemos construir, a

partir dos exemplos anteriores, muitas outras algebras que satisfazem a propriedade de
Han.

Tipo de Extensao Hipotese sobre k | Referéncia
algebras de quina perfeito [CRS21, Thm 2.21]
algebras E-triangulares perfeito [CRS21, Cor. 2.22]
algebras de quadrado nulo de projetivos perfeito [CRS21, Thm 4.8]
limitadas - [CLMS22, Thm 4.6]
fortemente proj-limitadas - [IM21, Cor. 6.17]

Tabela 3.3: Extensdes de dlgebras de dimensdo finita que preservam a propriedade de Han. A lista
esta organizada em ordem cronoldgica das referéncias.

Antes de tecermos comentarios sobre as extensoes da tabela, provemos um resultado
mais elementar:

Proposicao 3.6.1. Se A e B satisfazem a propriedade de Han, entdo A x B também satisfaz.
Assumindo, ainda, que A e B possuem dimensdao finita e que A/J(A) e B/J(B) sdo separaveis,
entdo A ® B também satisfaz a propriedade de Han.

Demonstragao. Para todo par de anéis A e B e todo (A x B)-mddulo M, vale que

pd,;,5(M) = max{pd ,((14,0)M), pd;((0, 15)M}.

Assim, obtemos que gl.dim(A x B) = max{gl.dim(A), gl.dim(B)}. Além disso, dentro das
hipéteses do enunciado, vale que gl.dim(A® B) = gl.dim(A) + gl.dim(B), cf. teorema 4.3.20.

Utilizando as propriedades basicas da homologia de Hochschild 1.3.16, obtemos as mes-
mas igualdades para as dimensdes hh.dim(A x B) e hh.dim(A ® B). Desse modo, chegamos
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nas equivaléncias:
hh.dim(A x B) < 00 < hh.dim(A), hh.dim(B) < c0 < hh.dim(A ® B) < o

gldim(A x B) < o0 < gl.dim(A), gl.dim(B) < 0 < gl.dim(A ® B) <
]

Algebras de quadrado nulo: Em [CRS21], os autores definem e analisam dlgebras de
quadrado nulo (em inglés, null-square algebras), que sdo construidas usando duas algebras
A e B, um A-B-bimé6dulo N e um B-A-bimddulo M. Elas tem a forma

A N
M B|’

onde a multiplicacdo de matrizes é dada pelas estruturas de bimdédulo de M e de N e pela
convencdo mn = nm = 0 para todos m € M,n € N. Desse modo, a algebra acima é uma
extensdo de A x B.

« Se N = 0, entdo ela é chamada de dlgebra de quina (em inglés, corner algebra).

+ Se os bimédulos M e N sdo projetivos, entao ela é chamada de algebra de quadrado
nulo de projetivos (em inglés, null-square projective algebra).

Dado que o corpo base seja perfeito, foi provado que, se A e B sao algebras de dimensao
finita satisfazendo a propriedade de Han, entdo as extensdes dos dois tipos acima também
satisfazem a propriedade de Han. Para o caso de algebras de quina, utilizou-se a proposicédo
3.6.2 abaixo para que o calculo de sua homologia fosse reduzida as de A e B.

Proposicao 3.6.2. Dadas algebras A e B e um A-B-bimodulo M, vale que
A 0
HH,( M B ) = HH,(A) ® HH,(B) Vn > 0.
Demonstragao. [Lod98, 1.2.15] ou [CRS21, Thm 2.19] [

Extensodes limitas e proj-limitadas: Uma extensao de algebras B C A ¢ dita limitada se
satisfaz:

a) A/B possui dimenenséo projetiva finita como B-bimddulo
b) A/B é um B-moédulo projetivo a esquerda ou a direita;
c) A/B é nilpotente por tensores sobre B, i.e. (A/B)®" = 0 para algum n

Apds uma série de artigos [CLMS20b; CLMS21; CLMS22], Cibils, Lanzilotta, Marcos e
Solotar provaram que, para uma tal extensdo, temos que

B satisfaz a propriedade de Han < A satisfaz a propriedade de Han

(sem a necessidade de assumir A ou B como sendo de dimenséo finita). Desse modo, dada
uma algebra, podemos verificar a propriedade de Han associando-lhe uma algebra mais
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simples, que pode ser escolhida como sendo maior ou menor’. Mais recentemente, esse
resultado foi generalizado para extensdes “fortemente proj-limitadas”.

Os autores também forneceram certos critérios para reconhecer se certas extensoes
satisfazem as duas ultimas condi¢des da defincéo, veja [CLMS22, Thms 5.16, 5.20]. Usando-
as, alguns exemplos interessantes podem ser dados.

Exemplo 3.6.3. Suponha que A é uma extensao de B = kQ/I (I um ideal admissivel) dada
pelo acréscimo de flechas a aljava Q e algumas possiveis relagoes.

1. O caso em que apenas flechas sdo adicionadas — e nenhuma relacdo — fora tratado
anteriormente em [CLMS20a] e ele pode ser considerado o exemplo motivador para a
concepcao de extensodes limitadas. Nesse caso, A é isomorfa a algebra tensorial (sobre
B) Tg(N) para um certo B-bimédulo projetivo N. Logo, essa extenséo satisfaz uma
propriedade mais forte do que os dois primeiros itens da defini¢do: A/B é projetivo
como B-bimddulo. A dltima condicdo também é valida quando A é de dimensao
finita.

2. [CLMS22, Example 6.2] Defina B = kQ para a aljava Q abaixo

I

2443
4

c
H b
5 > 1 >

e tome a extensdo A = kQ/J, onde O é definido adicionando a flecha 1 > 2 em Q e
J = (da — cb). Pode-se provar que essa extensio ¢é limitada. J4 que O nio tem ciclos
orientados, um dos critérios citados acima nos garante que A/B é nilpotente por
tensores sobre B. O fato que A/B tem dimenséo projetiva finita como (B ® B°?)-
modulo segue da proposicdo 3.1.2:

gl.dim(B ® B°?) = 2 - gl.dim(B) = 2.

Para provar o resultado, os autores utilizaram a chamada sequéncia quase exata longa
de Jacobi-Zariski, a qual relaciona a homologia de Hochschild (das algebras A e B) com a
homologia de Hochschild relativa (de A com respeito a B). Quando B C A é limitada, essa
sequéncia se torna exata para graus suficientemente grandes, o que permite concluir que
HH,(A) e HH,(B) sdo isomorfos paran >> 0, veja [CLMS22, p.52]. Desse modo, Homologia
Relativa — uma teoria introduzida por G. Hochschild em 1956 [Hoc56], mas ainda pouco
usada para algebras associativas® — é utilizada como uma ferramenta fundamental nas
demonstragdes. Na verdade, a propria definigao de extensdes fortemente proj-limitadas —
para as quais, agora, direcionamos nossa atencdao — é formulada em termos homologicos

5 Pode parecer estranho pensar que uma algebra maior é mais simples, mas, como ja apontado, sabe-se
que extensdes triviais de algebras auto-injetivas satisfazem a propriedade de Han, apesar de nao termos
uma resposta para as proprias algebras auto-injetivas. Infelizmente, extensdes triviais geralmente néo sdo
limitadas.

8 Sobre esse tema, veja a dissertacio (ainda em preparacio) de Roger R. Primolan deste mesmo instituto na
qual hd um enfoque especial no estudo de dimensdes homolodgicas relativas.
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relativos.

Definicao 3.6.4. Uma extensao B C A é fortemente proj-limitada se satisfaz os itens a) e b)
da definicio de extensdes limitadas e, também:

c) existe algum 7z € IN tal que (A/B)®*" é um B-bimddulo projetivo para todo n > 7.
d) A dimensao projetiva B-relativa de A, visto como A-bimédulo, é finita.

A tltima condi¢io acima é satisfeita quando A/B é nilpotente por tensores, pois, como
pode ser visto em [CLMS21, Prop. 2.3], existe uma resolu¢io projetiva B-relativa de A cujo
comprimento é menor do que m se (A/B)®¥™ = 0. Assim, essa ¢, de fato, uma generalizacio
da nogao de extensoes limitadas. Em [IM21, §4.2], sdo apresentados exemplos que mostram
que essa classe é realmente maior que a anterior. Aqui, fornecemos apenas um exemplo
mais elementar (e menos interessante).

Exemplo 3.6.5. Se B é separavel (e.g. B=k) e A = Bx B, entdao A/B = B néo é nilpotente
por tensores. No entanto, como B ® B°? é semissimples, vale que A/B é projetivo como B-
bimédulo. Usando que os projetivos B-relativos sdo os mesmos que os projetivos ordinarios
quando B é semissimples, concluimos que B C A é fortemente proj-limitada.

Por fim, vale ressaltar que, mais recentemente, novos resultados sobre a preservacao
da conjectura de Han por meio de extensdes foram provados por Cibils, Lanzilotta, Marcos
e Solotar [CLMS23].



Capitulo 4

Homologia de algebras
pseudocompactas

Subi a montanha para ficar mais alto que o céu
Desci a montanha para voltar para perto dos meus

Cancédo de BIKE

Vimos acima duas abordagens para se tratar da conjectura de Han. A primeira esta
focada em encontrar exemplos que a satisfazem e a segunda em analisar extensdes de
algebras que preservam a conjectura. Aqui, propomos uma terceira abordagem: analisar
como a propriedade de Han se comporta em mundos de algebras maiores do que o de
dimensao finita, o que ja ilustramos ser factivel com alguns exemplos noetherianos. Para
tanto, escolhemos tratar das algebras pseudocompactas, que sdo algebras topologicas dadas
por um limite (inverso) de algebras de dimenséo finita.

Uma das utilidades dessa abordagem é que podemos tracar certos limites para até
onde podemos considerar a conjectura. Além disso, a necessidade de criacdo de novas
ferramentas em dominios mais gerais podem acabar sendo uteis ao se voltar para o terreno
comum. Um exemplo disso é a nogao de extensdes fortemente proj-limitadas apresentada
acima. Ela foi proposta enquanto os autores trabalhavam com algebras pseudocompactas
e perceberam que a nocdo de extensio limitada era muita restritiva nesse contexto.

Como veremos a seguir, uma motivacdo para a adoc¢ao de tal nomenclatura é que elas
satisfazem uma propriedade proxima da compacidade: sio “linearmente” compactas. Vale
ressaltar que o termo “pseudocompacto” é utilizado no contexto de espacos topologicos
em geral num sentido totalmente diferente do desta dissertacido e que ¢é historicamente
anterior, veja [Hew48]. De fato, qualquer R-algebra pseudocompacta — como o proprio R
— nao é um espacgo pseudocompacto no sentido de Hewitt.

Descrevemos, agora, a estrutura do capitulo. Na primeira secao, definiremos algebras
pseudocompactas a partir de trés caracterizacdes diferentes, de modo que poderemos
vé-las tanto a partir de conceitos topoldégicos quanto algébricos; ao final, forneceremos
os principais exemplos dessas algebras. Na secao seguinte, analisaremos as categorias
de mddulos de uma algebra pseudocompacta e mostraremos os resultados basicos que

91



92

4 | HOMOLOGIA DE ALGEBRAS PSEUDOCOMPACTAS

nos permitem estudar homologia sobre essas algebras. Em seguida, estaremos focados em
entender suas dimensdes homolégicas e provaremos dois resultados sobre a dimensao
global que generalizam o caso de algebras de dimenséao finita (teoremas 4.3.18 e 4.3.20).
Na quarta e altima se¢do, veremos como a conjectura de Han se comporta no mundo
pseudocompacto. Notaremos que a conjectura é falsa em geral, mas que ela é satisfeita
para certas algebras de grupos profinitos (teoremas 4.4.15 e 4.4.19).

As referéncias basicas sobre algebras pseudocompactas utilizadas nesse capitulo sao:
os textos classicos de Gabriel [Gab62, Chapitre IV] e de Brumer [Bru66]; o livro de grupos
profinitos de Ribes e Zalesskii [RZ10]; o texto de natureza introdutodria de Iusenko e
MacQuarrie [IM22]; a tese de Santos Souza [San22], que trata de categorias de modulos
topologicos mais abrangentes; o artigo [VV97].

Notacdes e suposicdes: Neste capitulo, k sempre denotara um corpo e A sera uma
k-algebra pseudocompacta.

4.1 Algebras pseudocompactas e Propriedades
topologicas

Antes de apresentarmos algebras pseudocompactas, iremos entender, mais geralmente,
sobre as propriedades de espagos vetoriais linearmente compactos. Vale ressaltar que
alguns resultados abaixo podem ser provados num contexto mais abrangente, como o de
modulos (veja [Zel53]) ou até mesmo de grupos topologicos.

Como forma de esclarecimento, um espaco vetorial é dito topolégico se possuir uma
topologia em que a soma de vetores e a multiplicacdo por escalar sdo continuas. Da mesma
forma, uma k-algebra é topoldgica se, além das condi¢des acima, o produto também for
continuo.

Definicao 4.1.1. A topologia de um espaco vetorial topologico é chamada de linear se o
ponto 0 € V possui uma base de abertos dada por subespacos vetoriais de V.

Uma propriedade crucial de espacos vetoriais topologicos — caracteristica dos chamados
espacos homogéneos — é que, para todo v € V, a funcdo w — v+w é um automorfismo de V
que leva 0 em v. Isso nos garante, por exemplo, a facilidade de provar diversas propriedades
para todo v € V apenas verificando o ponto 0. Assim, pode-se ver que:

. @éigualav+@
« Todo conjunto unitario {v} é fechado se, e somente se, {0} é fechado.

« Todo subespago vetorial aberto W < V é fechado, pois V\W = | aqv W + W é
uma unido de abertos.

Pelo ultimo item, também concluimos que todo ponto de um espaco vetorial com topologia
linear possui uma base de abertos-fechados (em inglés, clopens).

Proposicao 4.1.2. SeV é um espago vetorial com topologia linear, entaoV é completamente
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regular'. Além disso, valem as seguintes equivaléncias:
(1) V éT,, i.e. v} = mpara todov # w.
(2) {0} é fechado, i.e. V éT,.
(3) V é Hausdorff, i.e. V éT,.
(4) V é de Tychonoff (ouT;,), i.e. V é completamente regular e T;.

(5) Existe uma familia U, de subespagos vetoriais abertos tal que [\ U, = {0}.

Demonstragao. Para provar que V é completamente regular, basta usar as bases locais de
abertos-fechados em V. Se v € V e F é um subconjunto fechado de V tal que v ¢ F, entdo
existe uma vizinhanca aberta-fechada U de v tal que U n F = @. Desse modo, a fung¢éo
f: V. —0,1] definida por f [y=0e f |y.y= 1 satisfaz o desejado.

Agora, vejamos as equivaléncias. As implicac¢des (4) = (3) = (2) = (1) sdo
bem-conhecidas e validas para todo espaco topologico. Usando o fato acima, para provar
(1) = (4), basta mostrar que V ser T; implica em {0} ser fechado. Com efeito, usemos a
contrapositiva: suponha que o fecho de {0} contém um elemento v # 0. Assim, vale que
WI=v+{0}={0}, 0 que implica que V nao é Tj.

(5) = (2): Basta usar que todo subespaco vetorial aberto é fechado e que interse¢io
de fechados é fechado.

(2) = (5): Seja U}, uma base de vizinhancas abertas de 0 € V dada por subespacos. Se
V é Ty, entdo vejamos que (| U} = {0}. Com efeito, para todo v # 0, existe uma vizinhanca
U € U, tal que v ¢ U e, portanto, v ¢ [\ U,. O

O resultado acima também ¢ valido — em partes, com uma prova analoga — para
qualquer grupo topolégico, veja [Dik, §3.5].

Definicao 4.1.3. [Lef42, p. 78] Um espago vetorial V com topologia linear é linearmente
compacto se satisfaz o seguinte: para todo familia X de subespacos afins fechados de V'
satisfazendo NX = @, existe uma subfamilia finita Xj,..., X, € X talque X; n...n X, = @.

Exemplo 4.1.4. Todo espaco vetorial de dimensao finita com topologia discreta é linear-
mente compacto. Um exemplo de dimenséo infinita é dado pelo produto arbitrario IT;k de
copias de um corpo k com topologia-produto. Na verdade, pode-se provar que todo espaco
vetorial linearmente compacto é isomorfo a um produto dessa forma, veja [San22, Cor.
2.2.3.4].

Lema 4.1.5. SejaV um espago vetorial com topologia linear HausdorffeW <V um subespago.
« SeW é linearmente compacto, entdo W é fechado.

« SeW ¢ linearmente compacto, entdo a sua imagem por um morfismo linear continuo é
linearmente compacta.

!Isto é, para todo ponto v € V e um fechado F que néo contém v, existe funcio continua f : V — [0,1] tal
que f(v)=0e f |p= 1.
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« QuandoW ¢ fechado, temos a equivaléncia: V é linearmente compacto se, e somente se,
W eV /W sao linearmente compactos.

Esbogo da demonstragao. O primeiro item foi provado em [Lef42, II: 27.5]. O segundo item
¢ mostrado de forma analoga ao caso de espagos topologicos compactos. Para o terceiro, é
facil concluir de V ser linearmente compacto que W é linearmente compacto. Notando a
projecdo V. — V /W, também obtemos que V /W é linearmente compacto pelo item anterior.
A reciproca pode ser conferida em [Zel53, Prop. 9]. O]

Proposicao 4.1.6. SejaV um k-espaco vetorial com topologia linear Hausdorff. Se a dimensao
de V sobre k ¢ finita, entao sua topologia é discreta. A reciproca vale se'V for linearmente
compacto.

Demonstragao. Seja U} a familia de subespagos abertos de 0 € V tal que (U, = {0}. Da
dimenséo de V ser finita, segue que existe um subespaco U com dimensdo minimal em U
que esta, pois, contido em cada elemento de V. Logo, {0} = U é aberto.

Para obter a reciproca, assuma que V seja discreto e possua dimenséo infinita, isto
é, existe um conjunto linearmente independente infinito {v;,v,,...} em V. Definindo os
subespagos afins (fechados) W, = vy +... v, + (Ups1, Unt2, =), pode-se deduzir que (), W, = @,
(Ups1, Unszs ) € formado somente pelas somas finitas dos v;’s com i > n. No entanto, toda
intersecéo de finitos W,’s é ndo-vazia. Com isso, V nao pode ser linearmente compacto. [

Corolario 4.1.7. SeV é um espaco vetorial linearmente compacto Hausdorff e W <V é um
subespaco, entdo sdao equivalentes:
(1) W ¢ aberto.
(2) W é fechado e V /W ¢é discreto (com a topologia quociente).
(3) W é fechado e dim(V /W) < oo.
Demonstragdo. Ja sabemos que todo subespago aberto W é fechado. Assim, (2) = (1)
segue do fato de a projecdo 7 : V — V /W ser continua e (1) = (2) segue de 7 ser aberta.
A equivaléncia dos dois ultimos itens segue da da proposicdo anterior usando que V /W
é linearmente compacto Hausdorff sempre que W ¢é fechado. [
Apenas necessitamos de mais um conceito para a definicio de algebras pseudocompac-
tas.

Definicao 4.1.8. Seja V um espago vetorial topolégico. Uma sequéncia (v;) ; (indexada
por um conjunto dirigido J) é de Cauchy se, para toda vizinhanca aberta V, do 0, existe
ky, € J tal que v; —v; € V; para todos i, j > ky,. Um espaco vetorial topolégico é dito
completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente.

A seguinte definicdo é essencialmente a dada por P. Gabriel em sua tese de doutorado
[Gab62, p. 390].

Definicao 4.1.9. Uma k-algebra topologica A é pseudocompacta se for completa, Hausdorff
e o ponto 0 possuir uma base de abertos dada por ideais I tal que dim;(A/I) < co.
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A seguir utilizaremos algumas propriedades do limite inverso (também conhecido como
limite projetivo) dado por um sistema inverso {X;} de espacos topologicos Hausdorff. Para
uma introducéio a esse conceito, referimos o leitor ao primeiro capitulo do livro [RZ10].
Como forma de criar um terreno comum, apenas lembramos que o limite inverso é um caso
particular dos limites no sentido de Categorias, definidos por meio de uma propriedade
universal — por outro lado, limites diretos sdo colimites. Um exemplo de limite inverso
¢ o produto (assim como a unido é um exemplo de limite direto). Na verdade, no nosso
caso, vale que o limite inverso £iLni X; é um subespaco fechado de [ ]; X; com a topologia
produto, veja [Lef42, p. 31].

Abaixo, veremos que algebras pseudocompactas sdo essencialmente algebras de “di-
mensao profinita” ou, alternativamente, algebras linearmente compactas Hausdorft.

Proposicao 4.1.10. Sobre uma algebra topologica A, sdo equivalentes:
(1) A é pseudocompacta.
(2) A éisomorfa a um limite inverso de algebras de dimensdo finita discretas.

(3) A é linearmente compacta e o zero possui uma base de abertos T formada por ideais tal
quen = 0.

Demonstragao. Esse é resultado é analogo ao caso de grupos profinitos [RZ10, Thm 2.1.3].

Para (1) = (2): Denotando por T a base de ideais abertos do 0, temos o sistema inverso
{A/I'| I € T}. Além disso, as projecdes A — A/I nos fornecem um morfismo ¢ : A —
lim A/I que pode ser escrito, pensando na inclusdo em [[; A/I, como ¢(a) = (a + I);.
Assim, basta vermos os seguintes:

« ¢ é injetor: o nucleo de ¢ é dado por N7, entdo isso segue de A ser Hausdorff (e da
proposicéo 4.1.2).

« ¢ é sobrejetor: isso segue de A ser completa. De fato, um elemento (a; + I); em
@1 A/I nos fornece uma sequéncia de Cauchy (a;); em A que, portanto, converge

a um certo a € A. Assim, basta notar que ¢(a) = (a; + I);.
« ¢ é aberta: veja [War89, Thm 3.20].

Agora, a partir de (2), podemos escrever A = LiLni A; com dimi(A;) < .Sendo; : A —
A; as projec¢des naturais, pode-se ver que o conjunto de ideais dado por {ker(r;)}; forma
uma base de abertos. Ainda, verifica-se que n; ker(sr;) = 0. Como cada ideal aberto I contém
algum ker(pi), segue que dimi(A/I) < dimy(A/ ker pi;) < co. Para obtermos, enfim, que
(2) = (3), basta notar que A é linearmente compacta. Isso segue de A ser subespaco

fechado do produto []; A;, o qual é linearmente compacto pelo analogo do teorema de
Tychonoff.

(3) = (1): Vé-se que A é Hausdorff do fato de NI = 0 e da proposicéo 4.1.2. Além disso,
pelo corolario 4.1.7, vale que dim;(A/I) < co para todo ideal I aberto. Assim, basta notar
que todo espaco vetorial V linearmente compacto é completo. Para tanto, considere uma
sequéncia de Cauchy (x;) es, isto é: para todo subespago aberto U < V, existe k(U) € J tal
que Xxw) + U = (jsx@) Xj + U. Agora, sendo BB uma base de subespagos abertos do 0, note
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que o conjunto {xw) + U | U € B} satisfaz a propriedade da interse¢io finita. Assim, existe
um elemento X na interse¢io

ﬂxk(U)+U:ﬂ ﬂ XJ+U.

UeB UeB j>k(U)

Isso significa que (x;); converge a X. O

Questao 4.1.11. Seja A uma algebra pseudocompacta. Todo ideal I de codimensao finita é
aberto?

Tal questdo é valida no caso em que A é noetheriana, como provado em [VV97, Cor.
3.13]. O analogo da questdo acima para grupos profinitos foi respondido afirmativamente
no caso finitamente gerado por Nikolov e Segal [NS03], mas um contraexemplo para o
caso geral pode ser conferido em [RZ10, 4.2.12].

Vejamos, finalmente, os principais exemplos de algebras pseudocompactas.

Exemplo 4.1.12. 1. Toda algebra de dimensao finita com a topologia discreta é pseu-
docompacta. Isso segue de ela ser linearmente compacta Hausdorff ou de ser um
limite inverso de si mesma.

2. A algebra pseudocompacta de dimensao infinita mais simples (ou, melhor, semissim-
ples) que podemos construir é o produto arbitrario IT;k de copias do corpo k com
a topologia produto, onde a adi¢do e a multiplicacido sdo definidas coordenada-a-
coordenada. Podemos escrevé-la como limite inverso de algebras de dimenséao finita

do seguinte modo:
[Ik= tm J]k

I Jal|jleo J

3. A élgebra das séries de poténcias (formais) em uma variavel k[[x]] é dada pelo limite
inverso

klx]  klx]  klx]
— — — ,

) &) (x)
cf. [TB15, Prop. 2.1.1]. Seus abertos sdo gerados pelos ideais (x") e, como espago
vetorial topoldgico, ela é isomorfa ao produto cartesiano [ [, k- O fato de podermos
tomar limites de polindmios ilustra que k[[x]] é completa. Por exemplo, a sequéncia
dada por p, =1+ ... + x", n > 0, é de Cauchy, pois vale que p, — pps; € (x"™') e ela
converge para a série Y., x".

k[[x1] :

4. De forma analoga, a algebra das séries de poténcias em mais de uma variavel
k[[x1, ..., x,]] também é pseudocompacta. Na verdade, podemos obter, também, um
numero infinito de variaveis através do seguinte limite inverso:

k[xl,xz,xﬂ k[xl,xz] k[xl]

—> .
(x?sxgaxg) (xizaxéz) (xl)

kl[x1, %2, %3,...]] + ... =

Tal exemplo mostra que algebras pseudocompactas nao sao noetherianas em geral.

5. Sejam k um corpo e G um grupo profinito, isto é, um grupo que é limite G = m G;
1
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para alguns grupos finitos discretos G;. Desse modo, a algebra completa do grupo
G, definida por k[[G]] = &ni k[G;], é pseudocompacta. Pensando funtorialmente, a
operacdo k[[—]] de obter a algebra completa livre a partir de um grupo profinito é
um funtor covariante que preserva coprodutos.

6. Dada uma aljava Q (possivelmente com infinitos vértices e arestas), podemos cons-
truir a algebra de caminhos completa k[[Q]], cf. [IM21, Def. 2.1]. Para tanto, considere
inicialmente uma aljava Q com finitos vértices e arestas. Sua algebra completa possui
uma estrutura de espaco vetorial topologico dada por k[[Q]] = [, k0., onde cada
kQ, é discreto, e a multiplicacdo é dada como no caso usual pela concatenacdo de
caminhos. Tomando, agora, uma aljava arbitraria Q, ela pode ser escrita como a
unido (ou o limite direto) de suas subaljavas finitas Q;. Assim, definimos a algebra
completa como k[[Q]] = @i k[[Q;]], a qual é pseudocompacta, pois é limite inverso
de algebras pseudocompactas. Nesse caso, o funtor k[[—]] que fornece uma algebra
a partir de uma aljava é contravariante.

4.2 Modulos Pseudocompactos e Propriedades
Homologicas
Terminologia e notacdo: Nesta secdo, A sera sempre uma algebra pseudocompacta e,
dados dois A-mddulos topoldgicos denotaremos o conjunto de morfismos de A-médulos
continuos por Homu(M, N). Caso queiramos distinguir tal conjunto do formado por

morfismos nao necessariamente continuos, utilizaremos respectivamente as notagoes
Homg,pa)(M, N) e Homy p0a(M, N).

Para entendermos algebras pseudocompactas do ponto de vista homoloégico, precisa-
mos de moédulos que formem uma boa categoria abeliana. Assim, realizamos a definicéo-
proposicédo abaixo, que pode ser analogamente provada ao caso de algebras.

Proposicao-definicao 4.2.1. Dada uma algebra pseudocompacta A, um A-méodulo topolo-
gico M é dito pseudocompacto se satisfizer as equivaléncias:

(1) M é completo, Hausdorff e 0 € M possui uma base de abertos N' formada por submo-
dulos de codimensao finita.

(2) M é isomorfo a um limite inverso de A-modulos de dimensdao finita discretos.

(3) M é linearmente compacta e 0 0 € M possui uma base de abertos N' formada por
submaédulos tal que NN = 0.

Corolario 4.2.2. Sobre um submodulo N < M de um A-moddulo pseudocompacto M, sao
equivalentes:

(1) N é pseudocompacto.
(2) N ¢é linearmente compacto.

(3) N é fechado.
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Demonstragao. A equivaléncia entre os dois primeiros itens segue da caracterizacédo (3)
acima. A equivaléncia entre os dois ultimos segue das propriedades basicas de espagos
linearmente compactos 4.1.5. ]

Para que possamos

Proposicao 4.2.3. A categoria A-PcMod dos A-modulos pseudocompactos com morfismos
de modulos continuos:

« ¢é uma subcategoria abeliana de A-Mod que preserva sequéncias exatas.
« possui produtos arbitrarios (i.e. é completa).
« o funtor dado pelo limite inverso é exato.
Demonstragao. Primeiramente, A-PcMod é subcategoria de A-Mod, pois cada modulo pos-

sui apenas uma topologia que o torna pseudocompacto, cf. [Die51, 1.g)]. Para verificarmos
que € abeliana, é suficiente notar que a categoria A-PcMod

« possui objeto zero: de fato, 0 é objeto zero.

« é uma categoria aditiva: a estrutura aditiva em Homu(—, —) é preservada, pois a
soma de morfismos continuos é continuo.

« possui produtos arbitrarios: o produto de médulos pseudocompactos com a topologia
produto é, de fato, pseudocompacto usando a caracterizacio (3).

« possui coprodutos finitos: segue dos dois itens anteriores.

« preserva nucleos e conucleos: de fato, para todo f € Hom,(M, N), temos que o
submoédulo ker(f) = f7(0) é fechado em M e, portanto, é pseudocompacto. Também,
vale que o submoddulo Im(f) < N é pseudocompacto, pois é imagem continua de
um modulo linearmente compacto. Assim, o conucleo de f, dado por N/Im(f), é
pseudocompacto.

Segue do item acima, também, que uma sequéncia é exata em A-PcMod se, e somente se, é
exata em A-Mod.

Para o dltimo item, deve-se verificar que, se temos uma sequéncia exata de sistemas
inversos em A-PcMod sobre o mesmo conjunto dirigido I

0 = {Litier > {Milier = {Nitier = 0,
entdo, apos aplicar o limite inverso, obtemos a sequéncia exata

0 —limL; » limM; - lim N; — 0.
T T T

Isso foi provado em [Gab62, IV: Thm 3] e o seu analogo para grupos profinitos pode
ser encontrado em [RZ10, p. 31]. O fato de que o limite inverso preserva monomorfismos é

valido para qualquer categoria e pode ser verificado através da sua propriedade universal.
]
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A proposicdo acima pode ser sintetizada, na terminologia de Categorias, dizendo que
A-PcMod satistaz a propriedade AB5*. Também, é possivel verificar que tal categoria é
cocompleta (ou que ela satisfaz AB3), isto é, que ela possui coprodutos arbitrarios, como
afirmado em [MSZ20, p. 9].

Proposicao 4.2.4. Temos as seguintes propriedades sobre a categoria A-PcMod:
a) O médulo livre dado pelo produto [ [; A é projetivo em A-PcMod.
b) Todo modulo em A-PcMod é quociente de algum modulo livre.

¢) Um modulo em A-PcMod é projetivo se, e somente se, é somando direto de algum
produto [ ]; A e seu espago complementar é fechado.

Em particular, A-PcMod possui suficientes projetivos.

Demonstragao. Esboco da demonstracdo O caso analogo da proposicdo para grupos profi-
nitos é dada em [RZ10, 5.4.2]. O primeiro item também foi provado em [Bru66, Cor. 1.3].
Repare que o terceiro item é consequéncia dos dois itens anteriores. O segundo item nos
garante que, para todo moédulo projetivo P € A-PcMod, temos um epimorfismo (continuo)
de um modulo livre em P, entdo tal morfismo cinde (continuamente) e P é somando do
modulo livre. Reciprocamente, pode-se provar que todo somando de um moédulo projetivo
é projetivo. Assim, a demonstracgio ¢é finalizada aplicando o primeiro item. [

A seguir, veremos que outra classe importante de A-modulos topologicos é a de modulos
discretos, pois eles possuem uma dualidade com os méodulos pseudocompactos.

Lema 4.2.5. Se D é um A-modulo topologico discreto, entdo D é a unido de seus A-modulos
de dimensao finita.

Demonstragao. Seja ¢;: A — D, comd € D, a funcdo definida por a — am. Como ela é
continua e 0 é aberto em D, vale que o anulador de m dado por Ann(d) ={a € A | ad = 0} =
$7'(0) é aberto em A. Assim, o submddulo gerado por d satisfaz A-d = (A/Ann(d)) -d e
A/Ann(d) possui dimenséo finita. Logo, D = UyepAd é uma unido de modulos de dimensio
finita. ]

Proposicao 4.2.6. A categoria A-PcMod é dual a categoria DMod-A dos A-modulos discretos
a direita. Em particular, DMod-A possui injetivos suficientes e limites diretos exatos.

Demonstragao. A dualidade é dada pelo funtor contravariante abaixo
Homy(—, k) : A-PcMod = DMod-A.

Como provado no lema anterior, quando D é A-moédulo discreto, podemos escrevé-lo
como limite direto de m6dulos de dimenséao finita D = li_r)ni D;. Usando que, para modulos
em geral, Hom comuta com limites diretos na primeira coordenada (veja [Oso73, Prop.
1.7] por exemplo), temos que Homy(D, k) = @Homk(Di,k) e, portanto, esse modulo é
pseudocompacto de fato. Além disso, usando o lema 4.2.7 abaixo, segue que

Hom(Homy(D, k), k) = Homk(m Hom(D;, k), k) = li_r)nHomk(Homk(D,-, k), k)).
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De modo anélogo, tomando um moédulo pseudocompacto M = @Mi, tal que
dimi(M;) < oo, temos que

Hom;(Hom(M, k), k) = Homk(li_n)l Hom;(M;, k), k) = @Homk(Homk(Mi, k), k)).

Desse modo, a equivaléncia entre as categorias foi reduzida ao caso de médulos de dimensao
finita. Assim, a prova é finalizada apds notar os isomorfismos naturais

Hom(Homg(M;, k), k) = M; Homi(Homy(D;, k), k) = D;.

]

Lema 4.2.7. Tome os sistemas inversos {A;, ¢;;, I} de algebras pseudocompactas e {M,, f;;, I}
de A;-modulos pseudocompactos de modo que ¢;; e f;; sejam epimorfismos. Tome, também,
um sistema direto {N,, g;;, I} de A;-modulos discretos. Assumindo que f;; e gi; sdo compativeis
com ¢;;, temos que
lim Hom,,(M;, Ni) = Homy(lim M;, lim N)),
i i i

onde denotamos A = lim A;.
<«—i
Demonstracgao. [Bru66, Lemma A.3] ou [RZ10, 5.1.4]. O

O produto tensorial usual de médulos pseudocompactos nao é pseudocompacto em
geral. Como exemplo disso, considere a algebra pseudocompacta k[[x]]. Assim, como
k[x] ®c k[y] = k[x,y], gostariamos que k[[x]] ® k[[y]] fosse isomorfa a k[[x, y]]; no
entanto, isso so se torna verdade quando tomamos um produto tensorial que leva em conta
a topologia das algebras, o qual definimos a seguir.

Definicao 4.2.8. Dados dois A-mo6dulos pseudocompactos M e N a direita e a esquerda
respectivamente, uma funcdo continua ¢: M x N — V (onde V é k-moédulo pseudo-
compacto) é um bimorfismo se ¢ é morfismo de espacos vetoriais em cada coordenada e
¢(ma,n) = ¢(m, an) para todo a € A. O produto tensorial completo entre M e N, denotado
por M®N e munido com o bimorfismo ® : M x N - M®N, é definido pela seguinte pro-
priedade universal: se V é um k-moddulo pseudocompacto e ¢ : M x N — L é bimorfismo,
entdo existe tnico morfismo (de espacos vetoriais topologicos) ¢ : M®N — L tal que
$(m®n) = $(m, n).
MxN —V

/)‘(
)|

M®N

Lema 4.2.9. A propriedade universal do produto tensorial completo M®N acima s6 necessita
ser verificada para quandoV possui dimensdo finita.

Demonstragao. Tome um bimorfismo ¢ : MxN — V e seja V limite de um sistema inverso
{Vi, ;;} formado por espagos de dimensao finita. Denote, ainda, por ¢; a composicao

¢ i . . . ; .
M x N — V — V. Assumindo que a propriedade universal é verificada em cada V;,
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mostraremos que ela é valida para V. Ou seja, sendo @; : M&N — V; o tnico morfismo tal
que @; ° ® = ¢;, construiremos ¢ : MAN — V tal que ¢ - ® = ¢.
Da unicidade de ¢;, segue que as fun¢des ¢; sdo compativeis com o sistema inverso,

isto é, que elas comutam no seguinte diagrama para todo i:

MBN —2 v,

\ T”ij
Pi
Vi

Assim, pela propriedade universal do limite inverso, temos um énico morfismo ¢ : M@&N —
V tal que m;p = @; para todo i. Desse modo, temos o seguinte diagrama comutativo

MxN:iV

Ti

Vi

Utilizando a unicidade do morfismo M x N — N, concluimos, enfim, que qb@ = @. O]

Motivados pelo resultado acima, pode-se pensar se outras propriedades em A-PcMod
também bastam ser verificadas para modulos de dimenséao finita. Esse é o caso, por exemplo,
da propriedade universal de mddulos projetivos, veja [RZ10, 5.4.1].

A seguir notaremos que o produto tensorial completo em A-PcMod comuta com limites
Inversos.

Lema 4.2.10. Sejam {M,}; e{N;}; sistemas inversos de A-médulos pseudocompactos a esquerda
e a direita respectivamente. Vale que

(lim ;)& (1lim N;) = lim(M:&,N;)
i j i,j
Demonstragao. [Bru66, Lemma A.4] ou [RZ10, 5.5.2]. [
Com isso, pode-se deduzir que tal produto de moédulos pseudocompactos, de fato,

sempre existe, pois, como veremos abaixo, o produto tensorial completo de médulos de
dimensao finita coincide com o produto usual.

Proposicio 4.2.11. Vale o isomorfismo M®N = M ® N se alguma das condicdes abaixo for
satisfeita:

« M e N sao finitamente gerados como A-modulos.
« M ou N ¢ finitamente apresentavel como A-modulo.
Demonstragao. A demonstragao sera feita através da técnica de dévissage (em portugués,

desmantelamento), utilizada para deduzir propriedades de A-médulos finitamente apre-
sentaveis a partir do modulo livre A.
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Primeiramente, note que o resultado é valido quando N = A, pois temos o isomorfismo
m®a > ma. Notando que o funtor M® ,— ¢ aditivo, também segue que o resultado é valido
para M = A¥, k > 0. Agora, se N é finitamente gerado, entio temos uma sequéncia exata
K — A*¥ - M — 0 para algum k > 0. Usando que M®,— é exato a direita (veja [RZ10,
5.5.3]), obtemos o seguinte diagrama

MUK — MR AF —— M@ N —— 0

| : Lo

M@K —— M,AF —— M&,N —— 0

Note que o isomorfismo central nos diz que o mapa M ® 4 N — M®,N é sobrejetor. Pela
mesma razao, se M também for finitamente gerado, entio M ® 4 K - M ® 4K é sobrejetor.
Obtemos essa mesma conclusdo quando N ¢ finitamente apresentavel (e M é arbitrario),
pois nesse caso K pode ser escolhido como sendo A™ para algum m > 0. Desse modo,
obtemos o isomorfismo desejado pelo lema dos 5. [

Aplicando a mesma técnica da demonstracao anterior, obtemos um resultado similar
para o funtor Hom,(—, —):

Proposicao 4.2.12. Se M é um A-moédulo finitamente gerado e N é um A-modulo discreto
ou pseudocompacto, entdo Homre,4) (M, N) = Homu.oe(M, N). Em outras palavras, todo
morfismo partindo de um A-modulo finitamente gerado é continuo.

Esbogo da demonstragdo. Usando que Homr,y4)(—, N) é exato a esquerda e que sempre
temos o monomorfismo Homy,,4) (M, N) = Homy p04(M, N), pode-se replicar a técnica
da demonstracgio anterior. O

Corolario 4.2.13. Para todo médulo M € A-Mod finitamente apresentavel, podemos associar
a M uma topologia que o torna pseudocompacto.

Demonstragdo. Dada a sequéncia exata A™ LA M 0, vale que ¢ é continua pelo
resultado acima. Desse modo, segue que M = coker(¢) é pseudocompacto. ]

Um exemplo particular, mas relevante, de moédulos finitamente gerados (e, na verdade,
1-gerados) sdo os modulos simples. Como consequéncia do resultado a seguir, temos que
os modulos simples de A-PcMod também sao simples em A-Mod.

Lema 4.2.14. Todo moédulo simples em A-PcMod ou em A-DMod possui dimensdo finita.
Mais geralmente, um A-modulo pseudocompacto ou discreto tem comprimento finito sobre A
se, e somente se, tem dimensao finita sobre k.

Demonstracgdo. Para médulos pseudocompactos, provaremos a primeira afirmacao pela
contrapositiva. Com efeito, se M é um moédulo pseudocompacto de dimensao infinita,
entdo ele possui um submoédulo aberto N # M tal que M /N tem dimenséo finita. Como N
também é fechado, segue que N é um submodulo pseudocompacto nao-trivial. No caso em
que M é discreto, basta usar o lema 4.2.5.
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Um A-médulo M tem comprimento finito se, e somente se, existe uma série de compo-
sicao
0=My<M<..<M_  <M=M
de modo que cada fator quociente M;,; /M é simples e, portanto, de dimenséo finita. Assim,
chegamos que M também possui dimensao finita, a qual é igual a soma das dimensao

desses fatores. A reciproca segue do fato geral de que todo modulo artiniano e notheriano
possui uma série de composicdo, veja [TB15, Teo. 7.2.4] por exemplo. O]

Definicao 4.2.15. O radical de Jacobson de A, denotado por J(A), é o ideal dado pela
interse¢ao de todos os ideais fechados maximais a esquerda (ou a direita) de A.

Lema 4.2.16. Para todo ideal aberto I de A, existe n tal que J(A)" C I.

Demonstragdo. Sendo M o conjunto dos ideais maximais a esquerda de A, temos que
JA/D) = Npep(m + I)/I contém (J(A) +1)/I = ((m) + I)/I. Agora, como A/I tem
dimensao finita, existe n > 1 tal que J(A/I)" = 0 (cf. [Lam01, 4.12]) e, portanto, J(A)" C
I. ]

Proposicao 4.2.17. Sendo A uma algebra pseudocompacta, temos as seguintes caracteriza-
¢oes alternativas para seu radical de Jacobson J(A):

(1) J(A) é igual a interse¢ao dos anuladores de todos A-modulos pseudocompactos simples.

(2) J(A) é o unico ideal I C A tal que I é pronilpotente (i.e. (), I" = 0) e A/I é um
produto de A-modulos simples.

Demonstragdo. A primeira caracterizacao segue da seguinte equivaléncia: um A-modulo a
esquerda (resp. a direita) pseudocompacto S é simples se, e somente se, S = A/I para algum
ideal fechado I maximal a esquerda (resp. a direita). Isso vale tomando I = anny(s) = {a €
Ala-s=0}paraalgum0 # s € S.

Para obtermos a segunda caracterizagio, note, primeiramente, que J(A) é pronilpotente
pelo lema 4.2.16 acima: (), J(A)" € (4,41 = {0}. O fato de que A/J(A) é um produto de
modulos simples pode ser conferido no item [(10)C (1)] da demonstracdo de [IM22, Prop
3.2].

Agora, provemos a unicidade. Se I é um ideal de A e S é um modulo pseudocompacto
simples, entdo I - S é igual a 0 ou a S. Agora, no caso em que I é pronilpotente, s6 pode
ocorrer que I-S = 0. Assim, dada a caracterizacdo anterior, chega-se que I C J(A). Obtemos,
também, a inclusdo oposta ao assumir que A/I é um produto de modulos simples, pois
vale nesse caso que (xA)/I = x - (A/I) = 0 para todo x € J(A). O

Apesar de nao estar claro na proposicao acima, pode-se provar que o radical de Jacobson
de uma algebra pseudocompacta coincide com o radical classico — no qual a topologia
nao é levada em conta. Assim, todas as caracterizacdes usuais de J(A) podem, de fato,
ser utilizadas, veja [IM22, Prop. 3.2]. Além disso, podemos utiliza-lo para caracterizar as
algebras pseudocompactas semissimples de forma analoga ao caso de dimensao finita.
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Proposicao-definicao 4.2.18. [IM22, Prop. 3.7] Uma algebra pseudocompacta A é chamada
de topologicamente semissimples se satisfaz alguma das condi¢oes equivalentes abaixo:

1. Para todo ideal a esquerda fechado I de A, existe um ideal ideal a esquerda fechado ]
talque A=1&].

2 J(A)=0
3. Todo A-moédulo a esquerda pseudocompacto é projetivo.
4. A é limite inverso de dlgebras de dimensdo finita semissimples.

5. A éisomorfa a um produto de algebras de matrizes M, (D;), onde n; sdo inteiros positivos
e D; sdo algebras de divisdo de dimensdo finita.

Exemplo 4.2.19. Uma versdo do teorema de Maschke é valida para grupos profinitos: se
G= @i G; é um grupo profinito tal que cada G; é finito e k é um corpo cuja caracteristica
nao divide a ordem de nenhum G;, entdo k[[G]] é top. semissimples. Isso segue do fato de
k[[G]] ser limite de semissimples ou, usando [IM22, Lemma 3.3], de que J(k[[G]]) = 0.

Dado um anel R, podemos construir uma topologia a partir de um ideal I ao tomar
como base de abertos do 0 € R os ideais I". Essa topologia é conhecida como I-adica e é
bem estudada em Algebra Comutativa, veja [GS71]. Por exemplo, o completamento de
k[x] em relacdo a topologia (x)-adica nos fornece a algebra das séries de poténcias k[[x]].
A seguir, verificaremos que, no caso noetheriano, algebras pseudocompactas possuem
topologia J(A)-adica.

Proposicao 4.2.20. [VV97, Prop. 3.22] Se A é uma dlgebra pseudocompacta noetheriana da
esquerda, entdo

i) A/J(A) é uma soma finita de médulos simples de dimensao finita.
ii) A é completa em relagao a topologia J(A)-adica.
iii) A topologia de A coincide com a topologia J(A)-adica.

Reciprocamente, se A é uma algebra noetheriana a esquerda satisfazendo i) e ii), entao A é
pseudocompacta quando equipada com a topologia J(A)-adica.

Demonstragdo. Vejamos a primeira afirmacdo. Do fato de A/J(A) ser topologicamente
semissimples noetheriana a esquerda, podemos concluir que A/J(A) é produto finito de
modulos simples de dimensao finita. Em particular, A/J(A) tem dimensao finita. Vale o
mesmo para J(A)"/J(A)", pois J(A)"! = J(J(A)") quando J(A) é finitamente gerado, cf.
[Ben91a, Prop. 1.2.5]. Desse modo, A/J(A)" tem dimensao finita para todo n > 0. Usando,
também, que a questdo 4.1.11 é vélida no caso noetheriano, concluimos que J(A)" é aberto
para todo n, o que, junto com o lema 4.2.16, nos diz que J(A)" sdo abertos basicos de A.
Em outras palavras, a topologia de A é J(A)-adica.

Reciprocamente, se A é noetheriana a esquerda podemos novamente concluir de 1)
que A/J(A)" tem dimensao finita. Assumindo também que A é completa nessa topologia,
concluimos que A é pseudocompacta. ]
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4.3 Dimensdes homologicas

Como A-PcMod é uma categoria abeliana com suficientes projetivos, podemos consi-
derar a dimenséo projetiva de um A-moédulo pseudocompacto assim como caracterizado
em 1.2.2. Assim, a dimensdo global de A como algebra pseudocompacta pode ser definida
como o supremo das dimensdes projetivas dos A-moédulos M € A-PcMod, ou seja, é
igual a gl.dim(A-PcMod).* Para caracteriza-la a partir dos funtores derivados, devemos
ressaltar que nao provamos que A-PcMod possui injetivos suficientes. Com isso, e lem-
brando que A-DMod satisfaz essa condicdo, definimos o funtor Ext como o funtor derivado
(a direita) do funtor covariante Hom,(M, —) : A-DMod — A-DMod ou do contravari-
ante Homy(—,N) : A-PcMod — k-DMod. Do mesmo modo, Tor é o funtor derivado
(a esquerda) do funtor —®4—: A-PcMod — k-PcMod. Com isso, os funtores derivados
possuem os seguintes dominios e codominios:

Ext’,(—,—) : A-PcMod x A-DMod — k-DMod
Tor?(—,—) : A-PcMod x A-PcMod — k-PcMod
Quando quisermos esclarecer que estamos levando em consideracdo as categorias pseudo-

compactas, escreveremos tais funtores como Extr,a) € TorTop(A), em contraste com o
caso nao-topologico, que denotaremos por Exta poq € TorA™Mod,

Agora, veremos que a dimensao global de algebras pseudocompactas possui uma
caracterizacao bastante similar a de algebras de dimenséo finita.

Lema 4.3.1. Se A é pseudocompacta, entdo todo A-modulo pseudocompacto simples S é
somando direto de A = A/J(A).

Demonstragao. Como o radical J(A) esta contido no anulador de S, cf. 4.2.17, podemos
concluir que a projecio A — A nos da uma estrutura de A-médulo para S. Além disso,
do fato de S ser simples, temos um morfismo de A-médulos sobrejetor A — S dado por
a — as, onde s # 0 é um elemento fixado de S.

Unindo isso ao fato de que A é topologicamente semissimples (pois J(A) = 0), deduzi-
mos, finalmente, que o epimorfismo A — S cinde. OJ

Proposicao 4.3.2. As seguintes afirmagoes sao equivalentes para um A-modulo a esquerda
pseudocompacto M:

(1) pd,(M) <n

(2) Ext,(M,S") = 0 para todo A-médulo simples S’

(3) Tor’(S, M) = 0 para todo A-médulo a direita simples S

(4) Tory(A/J(A),M) =0

% Como veremos no teorema 4.3.5 abaixo, nio h4 necessidade de definir as dimensdes globais a esquerda, a
direita ou fraca, pois todas coincidem.
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Demonstragao. As trés primeiras equivaléncias foram obtidas no corolario 3.2 de Brumer
[Bru66]. A implicagdo (1) = (4) vale em geral e segue da definicdo de Tor através de
resolugdes projetivas. Assim, basta provar (4) = (3), o que segue diretamente do lema
acima, pois Tor” comuta com somas diretas (finitas). [

Proposicao 4.3.3. Se {A;, ¢;;} e {M,, fi;} sdo sistemas inversos, respectivamente, de dalge-
bras pseudocompactas e de A;-médulos pseudocompactos tais que ¢;; e f;; sdo sobrejetores.
Escrevendo A = lim A; e M = lim_M;, temos que:

<«i «—i

a) Se cada M; é A;-projetivo, entdo M é A-projetivo.

b) pd, (M) < sup{pd,(M:)}.
Demonstragao. [Bru66, 3.3, 3.4] O

E razoavel de se perguntar se a desigualdade acima seria valida considerando M;
como A;-modulo. Caso isso fosse verdade, também podemos considerar existéncia de uma
desigualdade analoga para a dimenséo global.

Questao 4.3.4. Com a notagdo da proposicao acima, valem as desigualdades abaixo:
- pd(lim M;) < sup,{pd,, (M)}?
. gl.dim(@_Ai) < sup,{gl.dim(A;)}?

Note que ja sabemos que as perguntas acima sao vélidas nos casos em que pd , (M;) = 0
e que gl.dim(A;) = 0 para todo i.

O seguinte resultado mostra que a dimensao global de algebras pseudocompactas se
comporta de forma similar ao caso de algebras de dimenséo finita, o que foi apresentado
no teorema 1.2.16.

Teorema 4.3.5. As seguintes afirmacoes sao equivalentes para uma k-algebra pseudocom-
pacta A:

(1) gl.dim(A) <n

(2) Ext’i(S,S") = 0 para todos os simples S € A-PcMod e S’ € A-DMod.
(3) Tor(S,S’) = 0 para todos os simples S,S’ € A-PcMod.

(4) Tory(A/J(A), A/J(A)) =0

Demonstragao. Novamente, os trés primeiros itens foram obtidos por Brumer [Bru66, Thm
3.5] e as implicacdes restantes seguem como na demonstragdo anterior. [

Agora, veremos que a dimensao global de algebras pseudocompactas noetherianas
coincide com a dimenséao global ndo-topoldgica.
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Proposicao 4.3.6. Se a algebra pseudocompacta A é noetheriana e M € A-PcMod é finita-
mente gerado, entdo pd , p.,,.(M) = pd_;,s(M). Além disso, temos que

Extr,,4)(M, N) = Ext)} y1,4(M, N) para todo N € A-DMod
Torr,,4)(M, N) = Tor' y,4(M, N) para todo N € A-PcMod

Demonstragao. Se pd,_p..;.s(M) = m, entdo, pela hipotese, M possui uma resolugao proje-
tiva (P;);>o em A-PcMod de comprimento m formada por mddulos finitamente apresenta-
veis. Como cada P; é somando direto de um produto finito de A’s, segue que tal resolucao
também é projetiva em A-Mod e, portanto, que pd, p.10s(M) = pdys0a(M).

Além disso, aplicando o resultado 4.2.12, deduzimos que
Ext¥op(A)(M, N) = Homyopa)(Py, N) = Homy p10a(Py, N) = Ext)y_,.,(M,N)

As mesmas identidades sdo obtidas para o Tor aplicando a proposicdo 4.2.11.

Desse modo, podemos obter a desigualdade contraria pd , ,.,,,,(M) < pd,_1,4(M), pois
da existéncia de algum N € A-DMod tal que Extr, , (M, N) # 0 segue que pd,,_;,4(M) =
m. O

Corolario 4.3.7. Se a algebra pseudocompacta A é noetheriana, entdo as dimensoes globais
de A-PcMod e de A-Mod coincidem.

Demonstracado. Ja foi visto que ambas dimensdes globais sdo calculadas pelo supremo dos
moédulos finitamente gerados. De 4.2.13, também sabemos que todo M € A-mod pode
ser visto, também, em A-PcMod. Assim, o resultado segue da igualdade pd, ,.,,,,(M) =

pdA—Mod(M )- L

Exemplo 4.3.8. O produto enumeravel de corpos A = I,nk é uma algebra pseudocom-
pacta top. semissimples ou, equivalentemente, sua dimenséo global como algebra pseudo-
compacta é zero. No entanto, ao desconsiderarmos sua topologia, ela ndo é semissimples,
pois o ideal I = ®,nk ndo possui complementar em A; de fato, todo ideal (ndo-nulo) de A
possui interse¢do nao-nula com I. Na realidade, pode-se provar que a dimensao global de
A (ndo-topolodgica) é maior ou igual a 2, e vale a igualdade se assumirmos a hipotese do
continuo, cf. [Os073, Thm 2.51].

Tendo como motivacdo os resultados anteriores, o exemplo acima e o fato de
que Homrg,4)(—, —) sempre possui uma inje¢do em Homy.pi04(—, —), formulamos o se-
guinte:

Questao 4.3.9. Para algebras pseudocompactas A em geral:
1. Vale que gl.dim(A-PcMod) < gl.dim(A-Mod)?
2. Para todon > 0, existe um morfismo injetor Extgop(A)(—, —) = Ext) 40a(——)?

Note que uma resposta positiva para a segunda questao, também, responde afirmativa-
mente a primeira.
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Teorema 4.3.10. Sobre uma k-algebra pseudocompacta A noetheriana comutativa local com
corpo residual K = A/m, sdo equivalentes:

(1) gl.dim(A) =n < oo
(2) A éisomorfa a K[[xy,...,x,]]

Demonstragdo. Do anel das séries de poténcias ser regular de dimensédo Krull n, segue que
sua dimens&o global é n pelo teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum.

Para a reciproca, lembre que A é completa em relagido a topologia J(A)-adica (pela
proposigao 4.2.20) e aplique o resultado [Ser00, p.80, Thm 10] ou [Mat70, 206, Cor. 2]. [J

A fim de analisarmos a necessidade da hipotese de A ser noetheriana no teorema acima,
vale ressaltar que ndo encontramos na literatura exemplos de algebras pseudocompactas
nio-noetherianas locais com dimenséo global finita — o que também foi observado por
Brumer [Bru66, p. 452].

Para tanto, motivados pelo contraexemplo 5. de 1.2.13, propomos tratar da algebra de
séries de poténcias com expoentes racionais (ndo-negativos) k[[x, Q]]. De fato, tal algebra
¢ pseudocompacta, pois podemos construi-la a partir do seguinte limite inverso de algebras
de dimensao finita:

k[x'': 1 <i<n]
(x/i:1<i<n)

Kl[x. Q] = lim

nelN

Repare que, realmente, obtemos mondmios com grau arbitrariamente grande, pois
n?/n == oo, Além disso, tal algebra é local com ideal maximal m = Y., x'/"k[[x, Q]], pois
pode-se provar, de forma analoga ao caso de expoentes naturais, que todo elemento fora
de m é invertivel, cf. [TB15, Prop. 2.1.1]. Infelizmente, ndo conseguimos verificar se a reso-
lugéo projetiva obtida no caso nao-topoldgico de k[x, Q] pode ser reformulada para o caso
pseudocompacto. O principal entrave reside no fato de somas diretas infinitas ndo serem
modulos pseudocompactos. Desse modo, apenas formulamos a seguinte pergunta.

Questao 4.3.11. A algebra pseudocompacta local k[[x, Q]] possui dimensao global finita?

Dimensodes homologicas de produtos tensoriais

Agora, passaremos a tratar de como a dimensdes homologicas se comportam em relacio
ao produto tensorial. Nosso principal objetivo aqui sera generalizar dois resultados de
algebras de dimenséo finita que permitem provar a implica¢ao facil da conjectura de Han, i.e.
que gl.dim(A) < oo = hh.dim(A) < . Sdo eles: gl.dim(A ® B) = gl.dim(A) + gl.dim(B)
e que pd,g 1o, = gl.dim(A).

O seguinte lema é uma sutil generalizacdo da adjuncdo Tensor-Hom que é, no entanto,
bastante valiosa para demonstrarmos resultados sobre bimddulos.

Lema 4.3.12. Tome trés dalgebras pseudocompactas A, B e C e trés modulos:
- M € (A®B)-PcMod
« N € C-PcBimod-A
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. L € (C®B)-DMod.
Temos o seguinte isomorfismo natural em relacdo aos médulos:
Hom 5 ,(M, Home(N, L)) = Hom5,(N®.M, L)

onde a acdo de A® B-modulo em f € Hom¢e(N, L) é dada por ((a®b) - f)(n) = b(f(na)) e de
C®B em N®M ¢é dada por (c®b) - (n®m) = cn®bm.

Demonstragdo. O caso ndo-topologico é dado em [CE56, IX: 2.2] e pode ser provado de
modo analogo ao caso da adjung¢ao Tensor-Hom usual. De fato, mostra-se que o isomorfismo
(funtorial) é dado pelas funcdes abaixo, que sdo inversas uma da outra.

O(f) = (n®m > f(m)(n)), f € Hom ,5,(M, Home(N, L))
Y(g)=(mw-[n— g(n@m)]),g € Homc®B(N®AM, L)

Com isso, basta mostrar que as fun¢des envolvidas acima sdo continuas. Isso pode ser feito
de modo explicito assim como indicado em [San22, Thm 4.3.2.8] e [Mez98, 1.8].

Alternativamente, podemos mostrar que os isomorfismos sao topologicos do fato de os
funtores Hom e tensor completo comutarem com limites. Para tanto, escreva os modulos
pseudocompactos como limites de modulos discretos de dimensao finita M = @Mi e
N = liLnI N; (e podemos assumir ainda que os morfismos de seus sistemas inversos sdo
epimorfismos). Desse modo, usando que uma fun¢do com dominio discreto é sempre
continua, ja temos os isomorfismos para todo i, j

Hom,,(M;, Homc(Nj, L)) = Homg,(N;®4M;, L)

Usando ainda que tais isomorfismos sdo funtoriais, temos induzido o seguinte isomorfismo
dos limites diretos

li_r)n Hom ,55(M;, Homc(N;, L)) = h_r)n HomC@)B(Nj@AMi, L)

ij Lj
Aplicando os lemas 4.2.7 e 4.2.10 sucessivamente, obtemos o isomorfismo desejado:

HomA(;DBQiT_n Ml-,HomCQirfn N, L)) = HomcgbBQi'L'n Nj(§)AM,~,L). O

l J LJ

Proposicao 4.3.13. Se A eI sdo duas algebras pseudocompactas tal que T é topologicamente
semissimples, entdo

Ext’, 5 o, (A, Homp(N, L)) = Extr ,.,(N, L)

para todos médulos N € T® A°’-PcMod e L € T® A°?-DMod.

Demonstragao. Podemos reproduzir a demonstracio da versdao ndo-topdlogica, obtida em
[CE56, IX: 4.3].
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O caso n = 0 segue do lema acima com B=A?, C=TeM = A:
Hom g ,,, (A, Homr(N, L)) = Homgg 4, (N, L)

Para provar o caso geral, tomemos uma resolucio (I®A°)-projetiva P, de N e uma reso-
lucio (T®A°)-injetiva I, de L. Usando ainda que I' é semissimples, pode-se provar que o
complexo total de Homr(P., I.) é uma resolucéo AR AP -injetiva de Homr(N, L), cf. [CE56,
IX: Prop. 2.6a].

Assim,, o resultado é mostrado aplicando o lema acima:

EXt:lq@Aop (Aa Homr(N5 L)) =H" (HomA®Aop (A, Homr(P.k, I*))
= H"(Homyg 4, (P.®4A, L))
= H"(Homyg 40 (Ps, L))

= EXt;l‘@Aop (N, L) D

Corolario 4.3.14. Se A é uma dlgebra pseudocompacta, entdo gl.dim(A®T) < pd 45,0 (A)
para toda T top. semissimples. Em particular, se A e B sdo projetivos, respectivamente, como
A-bimddulo e B-bimodulo, entdo A®B é top. semissimples.

Demonstragao. A desigualdade segue diretamente da caracterizacdo de gl.dim e pd por
meio do funtor Ext e de que gl.dim(F@AoP )= gl.dim(A@F).

Agora, assuma que A e B sdo projetivos como A-bimddulo e B-bimddulo. Tomando
I' = k, obtemos que A e B sdo top. semissimples e, portanto, podemos utilizar o resultado
para concluir que gl.dim(A®B) < pd 45 4,(A) = 0. O

Teorema-definicao 4.3.15. Dizemos que uma algebra pseudocompacta A é topologicamente
separavel se satisfizer as seguintes condigoes equivalentes:

(1) A¢ é top. semissimples para toda extensio de corpos finita £ 2 k.

(2) A é um limite inverso de algebras separaveis de dimensao finita.

(3) A é projetivo em (AQA°)-Mod.

(4) ARA°P é top. semissimples.
Demonstragdo. As trés primeiras equivaléncias foram provadas no artigo de Iusenko e

MacQuarrie [IM22, Thm 4.3], no qual reduz-se o problema para o caso de dimensao finita.
Por exemplo, para provar (2) = (1) e (2) = (3), utiliza-se respectivamente que:

a) (lim A)®¢ = lim(A;®0);

b) A; ser projetivo como A;-bimédulo para todo i implica que A = 1<iLnA,- é projetivo
como A-bimddulo, cf. 4.3.3.

Além disso, é claro, por 4.2.18, que vale (4) = (3). A implicagdo restante (3) = (4)
segue do ultimo resultado com B = A°?. O]
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O segundo item da definicdo nos permite obter o seguinte (esperado) resultado a partir
do caso de dimensao finita: se k é um corpo perfeito (e.g. char(k) = 0, k é finito ou k é

algebricamente fechado), entdo toda algebra pseudocompacta top. semissimples é top.

separavel.

Exemplo 4.3.16. Se G = £iLni G; um grupo profinito tal que cada G; é finito e k é um corpo

cuja caracteristica nao divide a ordem de nenhum G;, entdo k[[G]] é top. separavel. Isso
pode ser visto de k[[G]] ser limite de algebras separaveis ou, alternativamente, porque

k[[G1I®K[[G]]°f = k[[G x G]] é semissimples.

Lema 4.3.17. Seja uma algebra pseudocompacta A. Se assumirmos que I' = A/J(A) é
topologicamente separavel, entdo vale que

Ext’ ., (= L) = Homygp., (Tor, (T, -), L)

para todo médulo L € (T®T°?)-DMod.

Demonstragao. Este é o analogo de [Eil54, Prop 10]. Primeiramente, note que ja temos o
isomorfismo quando n = 0:

HomA§rap(_a L) = Homr@w (F(/X\)A—), L)
De fato, isso segue do lema 4.3.12 tomando N =TI, B=T?e C =T.

Do teorema 4.3.15 acima segue que [®I? é top. semissimples. Assim, todo I'-bimédulo
discreto é injetivo, isto é, o funtor contravariante U = Homr@m(—, L) é exato para todo
L € (T®°P)-DMod. Assim, sabemos pelo lema 1.1.8 que U preserva funtores derivados:

Hom, g, (Tor (T, —), L) =U(L,(T®4~))
=R"(U(T®4—))
=R"(Hom g0, (T®4—, L))

Aplicando o isomorfismo do caso n = 0, obtemos enfim que:

Homy g, (Tor, (T, -), L) = R"(Hom g1, (—, L)) =

Unindo o lema acima com a proposicdo 4.3.13paraM =T = A/J(A), obtemos que

Ext’,y ,.,(A, L) = Ext',. (T, L) = Homyg,,(Tory (T, T), L)
para todo médulo L € (T®T°?)-DMod. Munidos de tal isomorfismo, podemos provar um
dos principais resultados desta secdo, o qual generaliza o caso de algebras de dimensao
finita. Intuitivamente, ele nos diz que A esta tio longe de ser semissimples quanto A esta
longe de ser projetivo como A-bimédulo.

Teorema 4.3.18. Se A é uma algebra pseudocompacta tal queT = A/J(A) é topologicamente
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separavel (e.g. se k é perfeito), entdo
gl.dim(A) = min{n | Tor,, ,(T,T) = 0} = pd 45 40 (A).

Demonstragao. Reformularemos a demonstragao de Eilenberg [Eil54, Prop. 12]. A primeira
igualdade foi obtida no teorema 4.3.5 e a desigualdade gl.dim(A) < pd 5 4., (A) no corolario
4.3.14. Denotando o segundo termo da igualdade por y, s6 nos resta provar que y >

PdAo?:Aop (A).

Assim, assuma que pd 45 ,4,,(A) > n. Segue da proposicdo 4.3.2 que Ext' 5 ,,(A,5) # 0

para algum médulo (simples) S € (T®T°’)-DMod. Pelo isomorfismo obtido logo acima,
podemos concluir que Tor’(T,T) # 0, ou seja, que y > n. ]

Proposicio 4.3.19. Sejam A e B duas algebras pseudocompactas tais que A®B seja semis-
simples, entdo J(A®B) = J(A)®B + ARJ(B).

Demonstragao. Pela proposigao 4.2.17, basta verificarmos que J (A)®B + AQJ(B) é pronil-
potente e que o quociente de A®B por esse ideal é top. semissimples.
A segunda afirmacéo é exatamente a hipotese do enunciado, pois

A®B e
= = = A®B.
J(A)®B + AQJ(B)

Para provar a pronilpoténcia, escreva os limites A = ml A/leB= @] B/J,onde e

J percorrem uma base de ideais abertos de A e de B respectivamente. Com essa notagao, o
produto tensorial tem a seguinte apresentacao:

B AQB

e A
ARB=lim—® — =lim ———
T3 I <7 I®B+ AQ]

Do lema 4.2.16, sabemos que, para todos I e ], existe n € IN (que depende de I e J) tal
que J(A)" CIe J(B)" € J. Com isso,

(J(A)®B + ABJ(B))™ C (J(A)®B)" + (ARJ(B))" C I®B + A®]
de modo que
(UWEB + ABJ(B))" C [ \I®B + AB)J.

neN Lj

Basta verificar, portanto, que o lado direito da incluséo é igual a {0}. Isso pode ser feito
notando que {I ®B + A®J }17 forma um sistema de vizinhancas do 0 € A®B. O

Teorema 4.3.20. Se A e B sdo duas algebra pseudocompactas, entdao
gl.dim(A®B) > gl.dim(A) + gl.dim(B).

A igualdade é obtida se assumirmos que A e B sdo top. separaveis (e.g. se k é perfeito).
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Demonstragao. Replicaremos os argumentos de Auslander [Aus55, Thm 16].

Aplicando a férmula de Kiinneth 1.1.9 (para T = —®—), obtemos que

TorféB(Ml @Mg, N1 @Nz) = @ TOI';-A(Ml, N1)®T0r?(M2, Nz)

i+j=n

para todos médulos M;, N; € A-PcMod e My, N, € B-PcMod. Assim, caso gl.dim(A) +
gl.dim(B) seja maior ou igual a n, obtemos médulos satisfazendo

TOI‘IA(Ml, N1)®TOI'?(M2, N2) * O,
para alguns i, j tais que i + j = n, o que implica que gl.dim(A@)B) = n.

Para obter a igualdade, note que a hipétese adicional - junto ao resultado 4.3.14 — nos
permite utilizar a proposicao anterior e concluir que

A®B _ A 5 B _ 53
J(A®B) ~ J(A)JB)

Assim, do teorema 4.3.5, sabemos que gl.dim(A@B) > n se, e somente se,

0+ Torfg’B (A®B, AQB) = @ Tor (A, Z)(X\)Torf (B,B)

i+j=n

Agora, da soma acima ser ndo-nula segue que Tor;'(A, A) # 0 e Tor}(B, B) # 0 para alguns
i, j satisfazendo i + j = n, isto é, que gl.dim(A) + gl.dim(B) > n. O

Observacio 4.3.21. Uma maneira alternativa de obter a desigualdade gl.dim(A®B) <
gl.dim(A) + gl.dim(B) no teorema acima, seria mostrar que isso vale para a dimensao
projetiva sobre a envelopante pd _,.(—) (veja [CE56, IX : 7.4]) e, em seguida, usar que tal
dimensao coincide com a dimensao global pelo teorema anterior.

4.4 Homologia de Hochschild e a conjectura de
Han

Nesta secdo, veremos como a conjectura de Han se comporta na classe de algebras
pseudocompactas. Mais detalhadamente, veremos que ela néo é satisfeita em geral, assim
como mostrado pelo contraexemplo 4.4.4 construido a partir de uma aljava infinita, mas
que certas classes de algebras de grupos profinitos verificam a conjectura.

A homologia de Hochschild para uma k-algebra pseudocompacta A e um A-bimé6dulo
pseudocompacto é definida de modo analogo ao usual com a diferenca de tomar produtos
tensoriais completos ao invés do produto tensorial comum. Ou seja, definimos

HH,(A, M) = Tor’®” (M, A)
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Equivalentemente, HH, (A, M) é a homologia do complexo (C.(A, M), b) abaixo

DAY PRl MA® L e L MA® ,

onde a operador de bordo b, é dado por

n—1
b (m®a;® ... Ray) =ma;® ... Ra, + Z(—l)im(ﬁ%al@ . 80,011 ® ... ®an+
i=1

+(-1)"a,m8a;® ... ®a,_;
No caso M = A, denotamos tal complexo por (C.(A), b).

Grande parte das propriedades da homologia de Hochschild nao-topolégica seguem de
argumentos gerais e, portanto, também sio validas nesse contexto. Por exemplo, HH,(—) é
um funtor das k-algebras pseudocompactas para os k-espacos vetoriais pseudocompactos.
Além disso, esse funtor comuta com produtos diretos e com o produto tensorial completo,
cf. 1.3.16.

Exemplo 4.4.1. 1. Se A é top. separavel (e.g. A = IL,nk), entdo HH,(A, M) = 0 para
todo M. Isso ilustra que tal homologia, que leva a topologia em consideragio, é
mais adequada de ser computada para algebras pseudocompactas. Por exemplo,
nao conhecemos uma maneira simples de computar a homologia de Hochschild
nao-topologica de IT,enk.

2. Analogamente ao caso de polindmios, pode-se provar que HH;(k[[xy,...,x,]]) =
k[[x1, ..., x, ] | @A (K™)

3. Verifiquemos que o anel A das séries de poténcias em infinitas variaveis satisfaz
hh.dim(k[[x;, x, ---]]) = c0. Mais ainda, vejamos por inducdo em n que HH,(A) # 0
para todo n > 0. De fato, se HH,_;(A) # 0, entdo pelo isomorfismo

HH,(A) = HH,(k[[x,11®k[[xz, ~]1) = &y jon HHi(k[[x: DS HH, (k[ [x2, - ]1)

obtemos que HH, (k[[x;])®HH,_(k[[x3,-~]]) é um somando direto nio-nulo de
HH,(A), pois temos o isomorfismo de algebras k[[x;, ---]] = k[[x1, x2, --]].

A seguir, provaremos que a homologia comuta com limites inversos.

Proposicao 4.4.2. Sendo A = hm A; um limite inverso de algebras pseudocompactas, vale
que HH,(A) = hm HH,(A;) para todo n > 0. Em particular, hh.dim(A) < sup,{hh.dim(A;)}.

Demonstragao. Replicaremos os argumentos do caso de grupos profinitos [RZ10, Prop.
6.5.5]. Denotando o sistema inverso de A por {A;, ¢;;}, podemos definir naturalmente,

ao tomar o tensor dos mapas ¢;, um sistema inverso dos complexos {C.(4;), gbg} Pela
propriedade do limite inverso, temos um morfismo de complexos

¥, : C.(A) > Lim{C.(A). ¢

i



4.4 | HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD E A CONJECTURA DE HAN

Para cada n > 0, vale que ¥, é dada pela funcao natural ABn+1 lim_A?"“. Assim,

usando que o tensor comuta com limite pelo lema 4.2.10, tal fungéo ¢ um isomorfismo de
complexos.

Desse modo, e utilizando que lim é um funtor exato, obtemos os seguintes isomorfismos
para a homologia:

— =~ 1 . ® ~ |y . OV — T .
HH,(A) = H,(C.(A)) = Hn(m{c*(A,), ¢} = m{Hn(C*AI), Hy(¢)} = @HHH(AI) ]
Apesar de parecer um resultado que reduz a homologia de A para as homologias de A;,
é dificil de usa-lo para computar a homologia, pois os mapas do sistema inverso {HH(A;)}
nao possuem uma apresentacdo simples nem sdo sobrejetores em geral. Isso também nos
impede de obter a desigualdade contraria para hh.dim(A), o que é contundentemente falso:

por exemplo, veja o caso das séries de poténcias, onde temos que hh.dim(k[[x]]) =1 e
hh.dim(k[x]/(x")) = oo para todo n.

Ainda assim, tal proposi¢éo nos permite deduzir uma versao do teorema de Keller 3.1.7
para algebras pseudocompactas:

Corolario 4.4.3. Se A ¢ limite de algebras de dimensao finita A; tais que gl.dim(A;) < o e
A;/J(A)) é separavel para todo i, entdo hh.dim(A) = 0.

Note, no entanto, que a implicagdo gl.dim(A) < co = hh.dim(A) = 0 nao é valida
para algebras pseudocompactas em geral, assim como ilustrado pela algebra k[[x]]. Desse
modo, ao formularmos a conjectura de Han nesse contexto — para a qual focaremos nossa
atencdo agora —, devemos apenas considerar se vale a equivaléncia gl.dim(A) < © <
hh.dim(A) < 0. Ja sabemos dos resultados principais da se¢io anterior que a implicagéo
direta é valida (quando k é perfeito). Assim, de fato, estaremos interessados somente na
implicacdo contraria (i.e. a propriedade de Han).

O seguinte exemplo nos diz que ela é falsa mesmo para limites de algebras de dimenséo
finita truncadas.

Contraexemplo 4.4.4. [IM21, Remark 6.18] Tomando a aljava infinita abaixo

Q:1+—2«—3 -

eoideal I = Ré gerado por caminhos de comprimento dois, a algebra A = k[[Q]]/I satisfaz
gl.dim(A) = oo e hh.dim(A) = 0.

Com efeito, retomando o exemplo 1.2.17, pode-se mostrar que o A-modulo simples S(n)
tem dimens&o projetiva n — 1, o que implica que gl.dim(A) = co. Além disso, note que
A= LiLnrm kA,/R% (onde A, é o diagrama de Dynkin penteado’) é um limite de algebras
com dimensio global finita. Assim, pelo corolario 4.4.3, vale que hh.dim(A) = 0.

Apesar do contraexemplo acima, ndo devemos descartar se ainda existem classes

interessantes de algebras pseudocompactas para as quais a propriedade de Han é valida.

3 Isto é, todas as suas flechas estdo orientadas no mesmo sentido.
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Dado que algebras de grupos finitos satisfazem a propriedade de Han, uma classe bastante
natural de considerar é a das algebras de grupos profinitos k[[G]]. Até o final desta secéo,
estaremos focados nessa classe de algebras e para a qual provaremos a propriedade de Han
no caso em que o grupo G é pro-p ou abeliano finitamente gerado.

Algebras de grupos profinitos

Notacao adicional: Até o final da secdo, utilizaremos G para denotar um grupo
profinito e p para um nimero primo.

Um grupo topoldgico G é profinito se é limite inverso de grupos finitos discretos.
Equivalentemente, pode-se defini-lo como um grupo compacto Hausdorft totalmente
desconexo tal que G/U é finito para todo subgrupo normal aberto de G, cf. [RZ10, Thm
2.1.3]. Pode-se provar ainda que um grupo é profinito se, e somente se, ele é o grupo
de Galois de uma extensao de corpos galoisiana (possivelmente, de dimenséo infinita),
cf. [RZ10, §2.11]. A primeira apresentacao sistematica da teoria (inclusive, homologica)
de tais grupos foi dada por Serre [Ser65]. Apesar disso, exemplos de grupos profinitos
naturalmente ja haviam estudados anteriormente, como os inteiros p-adicos por Hensel
[Hen97] e os grupos de Galois por Krull [Kru28]. A referéncia basica que utilizamos para a
teoria de grupos profinitos foi o livro de Ribes e Zalesskii [RZ10].

Exemplo 4.4.5. A seguir, apresentamos alguns exemplos simples de grupos profinitos:

1. O complemento de Z ¢ dado por Z=1lim _Z/nZ.
<«—nelN
2. O grupo dos inteiros p-adicos é definido por Z, = yLnne]N Z/p"Z.

3. SendoR = ZouR = Z.,, temos que os grupos lineares GL,(R) e SL,(R) sdo profinitos.

Assim como fizemos para algebras pseudocompactas, muitos dos conceitos de grupos
nao-topologicos (finitos) podem ser reformulados para o mundo dos grupos profinitos com
minimas alteracgdes, para que sua topologia também seja levada em conta. Por exemplo,
do ponto de vista homolégico, ao considerar a algebra de um grupo profinito G = limG;
estaremos sempre pensando na algebra completa k[[G]] = yLnl_ k[[G]]. Assim, para estabe-
lecer a (co)homologia de um grupo profinito G, devemos considerar um k[[G]]-mddulo
pseudocompacto M e um k[[G]]-mddulo discreto N para definir o seguinte:

H,(G, M) = Tors“N(M, k)H"(G,N) = Extjye(k, N), n >0

Como é usual, também podemos obter sua (co)homologia a partir do complexos (conti-
nuos) de Eilenberg-MacLane, cf. [RZ10, Thm 6.2.4].

Definicao 4.4.6. Seja p um ndmero primo. A p-dimensdo cohomolégica de um grupo
profinito G é o menor inteiro n tal que H'(G,N), = 0 para todo i > n e todo médulo
N € Z[[G]] - DMod, sendo que o subindice (-), foi usado para denotar os elementos de
H'(G,N) de ordem p" para algum n. A dimensdo cohomoldgica de G é definida tomando o
supremo: cd(G) = sup p{cdp(G)}

Podemos definir a ordem de um grupo profinito ao considerar numeros “supernaturais”,
isto é, um produto formal (possivelmente infinito) de primos com expoentes possivelmente
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infinitos IT,, p"® onde n(p) € N U {oo}. Assim, a ordem de um grupo profinito G = lﬂq G,
com cada G; finito, é definida por

#G = mmc(|Gy|); = pr”(P), onde n(p) = sup{n(p, i)},

sendo que n(p,i) é o expoente de p na decomposicéo de |G;| = II,p"#).

Com isso, podemos dizer que um subgrupo fechado H de G é um p-subgrupo de Sylow
de G se #H é multiplo de p e o indice [G : H] néo é divisivel por p. Nesse contexto, também
é possivel de se provar os teoremas de Sylow, veja [RZ10, Cor. 2.3.6].

Proposicdo 4.4.7. Para todo p primo, sendo G, um p-subgrupo de Sylow de G, valem as
igualdades

Cdp(G) = Cdp(Gp) = Cd(Gp) = pd]Fp[[G]](]FP)'
Em particular, ¢d,(G) =0 <= p{4G.

Demonstragdo. [RZ10, Prop. 7.1.4] e [RZ10, Cor. 7.3.3]. O

Teorema 4.4.8. [Bru66, Thm 4.1] Se G é um grupo profinito e k é algebra pseudocompacta
comutativa, entdo gl.dim(k[[G]]) = gl.dim(k) + cdi(G), onde cd(G) = SUP ¢, (1) €dp(G) com
r(G) sendo o conjunto das caracteristicas dos corpos (de caracteristica positiva) residuais k /m
param um ideal aberto maximal de k.

Corolario 4.4.9. Se G é um grupo profinito e k é um corpo de caracteritica p > 0, entdo

gldim(k[[G]]) = cd,(G) = pdyyiey (k).

Demonstragao. Isso segue do teorema e da igualdade pd (5(F,) = pdyjsp(k), que € veri-
ficada, pois uma resolucdo F,[[G]]-projetiva de IF, pode ser transformada numa resolucao
k[[G]]-projetiva de k ao aplicar o funtor exato k ®, —. H

Exemplo 4.4.10. Vejamos dois resultados anteriores que estdo englobados nesse teorema.

1. Se char(k) { #G, entdo cd,(G) = 0. Assim, reobtemos o fato de que k[[G]] é top.
semissimples nesse caso.

2. Se char(k) = pe G = Z,, entao

KI[G1] = lim

kK(Z/p"Z] = limk[x]/x"" = k[[x]]

Assim, gl.dim(k[[x]]) = 1 segue da igualdade cd,(Z,) = 1, veja [RZ10, Cor. 7.5.2].
Tomando somas diretas finitas de Z,’s e usando que k[[G x H]] = k[[GI®K[[H]],
obtemos que gl.dim(k[[x;, -, x,]]) = n.

Para podermos verificar a propriedade de Han para grupos profinitos, podemos conside-
rar se poderemos reformular a demonstragao de grupos finitos. Para tanto, o primeiro passo
esta em realizar o analogo do teorema de Burghelea 3.2.6. No entanto, devemos lembrar
que a soma direta infinita de espacos pseudocompactos nio é, em geral, pseudocompacta.
Uma possivel ideia para reparar a o resultado seria considerar o produto ao invés da
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soma, mas como pode-se perceber para o grupo dos inteiros p-adicos Z, em um corpo
k de caracteristica p, ndo deve haver um modo simples de decompor a homologia de
Hochschild de k[[G]] por meio das homologias de grupo dos centralizadores de G. De
fato, no caso abeliano de G = Z,, vale que Cs5(x) = G para todo x € G e, ainda, temos
os isomorfismos HH(k[[Z,]]) = k[[Z,]] e H(Z,,k) = k parai = 0,1; assim, por um
lado, obtemos um produto nao-enumeravel Il eciss(6)Hi(Co(x), k) = Iiez,k €, por outro,
o produto enumeravel (ndo-isomorfo) dado por HH;(k[[Z,]]) = H,enk. Aqui, apenas
utilizamos que a cardinalidade de Z, é ndo-enumeravel, o que é valido para todo grupo
profinito infinito [RZ10, Prop. 2.3.1]. Mas também pode-se provar que o conjunto das classes
de conjugacao de um grupo profinito infinito é sempre niao-enumeravel [JN19].

O principal problema para reformular a demonstragao do caso discreto reside no fato
de que a decomposi¢ao de ZG, através das classes de conjugacao de G, como uniao disjunta
de Z(G, x) nio respeita a topologia de G no caso profinito. Mesmo assim, conseguimos
provar o seguinte substituto para o teorema de Burghelea e que é suficiente para nossos
interesses.

Teorema 4.4.11. Sendo G um grupo profinito, ha um monomorfismo
H,(G, k) = HH,(k[[G]]) para todon > 0.

Demonstragdo. Um dos corolarios da demonstragido do teorema de Burghelea 3.2.6 é que
o complexo de grupos de G em relacéo a k, dado por C.(G, k) = (k[[G]]®", 9), possui um
monomorfismo natural no complexo de Hochschild padrio CHh(kG) = (k[[G]]‘g)"“, b).
Explicitamente, ele pode ser definido por

®: C(G, k) = CHN(kG)
g1® ves @gn — (gl ...gn)71®g1® vee @gn

Assim, escrevendo G = lim;{G,, ¢;} como limite de grupos finitos discretos, ® nos induz
mapas de sistemas inversos dos complexos

C.(Gi k) ——2—— CHoh(kG)

(psl “’Sl

C(Gi k) —— s CHoh(kG))

Sabemos, ainda, que ® induz um monomorfismo na homologia quando G ¢ discreto.
De fato, ® possui uma cisdo nesse caso, pois C,(G,k) = kZ(G, 1) é somando direto de
CHoch(kG) = kZG. Desse modo, aplicando o funtor de homologia H, no diagrama acima,
obtemos que o morfismo de sistemas inversos H,(®;) : H,(G;, k) - HH,(kG;) é injetor.
Da proposicdo 4.4.2 e de seu analogo para grupos [RZ10, Prop. 6.5.7], sabemos que as
homologias H,(G, k) e HH,(kG) sdo dadas, respectivamente, pelos limites de H,(G;, k)
e HH,(kG;). Desse modo, o resultado segue do fato de o limite inverso m preservar
monomorfismos. ]

Com tal resultado, podemos concluir que a homologia de Hochschild de k[[G]] é néo-
nula se a homologia de grupos de G em relacéo a k for ndo-nula. Isso nos permitira provar a
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conjectura de Han para grupos pro-p, pois tais grupos a propriedade especial de possuirem
apenas k como moédulo simples, como veremos a seguir.

Lema 4.4.12. Se G é um p-grupo finito e char(k) = p, entdo, para todo kG-mddulo M, o
submédulo M® = {m € M | gm = m para todo g € G} é nao-nulo.

Demonstragao. Fixado m # 0 em M, seja S o subgrupo abeliano de M gerado por {gm | G},
isto &, S = {}jec nggm | ng € Fy}. Defina uma acéo de G em S por h-gm := (hg)m. Como G
é finito, a cardinalidade das 6rbitas de S dividem a ordem de G, que é igual a p' para algum
[ > 0. Tomando um conjunto {sy, s;, -, S} de representantes das érbitas de S com s, = 0,
entdo temos que |Orb(s;)| = p* para algum k; > 0. Usando ainda que a cardinalidade de S
¢ finita e divisivel por p, conclui-se que

1+ Z Pt = 0(modp)

i=1

Logo, k; = 0 para algum i # 0, isto é, existe um elemento s; # 0 tal que g - s; = s; para todo
g€G. [

Proposicao 4.4.13. Se G é um grupo pro-p (i.e. um limite inverso de p-grupos finitos) e
char(k) = p, entdao o médulo trivial k é o tnico médulo simples tanto em k[[G]]-PcMod
quanto em k[[G]]-DMod.

Demonstragao. [RZ10, Lemma 7.1.5] Primeiramente, notemos com o lema acima que o
resultado é valido quando G é um p-grupo finito. De fato, quando M é um kG-moédulo
simples, obtemos que M = MC e, portanto, que todo k-subespaco de M é também um
submodulo. Logo, para que M néo tenha submodulos ndo-triviais, M deve ter dimensao
sobre k igual a 1.

Agora, mostraremos que podemos reduzir a demonstracdo para o caso finito. Se M é
um k[[G]]-mddulo simples pseudocompacto ou discreto, entdo sabemos que M é discreto
de dimensdo finita, cf. 4.2.14. Assim, o subgrupo U = n,{g € G | gm = m}, onde m percorre
uma k-base (finita) de M, é aberto em G. Normalizando U, obtemos o subgrupo aberto
normal V = Mgyt 'Ut. Como V C U age trivialmente em M, concluimos que M é um
modulo simples sobre o p-grupo finito G/V. [

Corolario 4.4.14. Dado um grupo pré-p G e um corpo k de caracteristica p, temos a seguinte
equivaléncia:

gldim(k[[G]]) <n < H,(G,k)=0

Demonstragao. Como vale a igualdade gl.dim(k[[G]]) = pdy;),(k), basta utilizar o resul-
tado acima junto a proposicdo 4.3.2. [

Teorema 4.4.15. Sek é um corpo e G, é um grupo pro-p, entdao k[[G,]] satisfaz a propriedade
de Han.
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Demonstragdo. Primeiramente, notemos que, se char(k) # p, entao k[[G,]] é (topologica-
mente) separavel, cf. 4.3.16. Em particular, vale que

gl.dim(k[[G,]]) = 0 = hh.dim(K[[G,]]).

Assim, podemos assumir, agora, que char(k) = p. Para esse caso, provaremos a contra-
positiva da propriedade de Han, isto é, come¢amos assumindo que gl.dim(k[[G,]]) = oo.
Pelo resultado 4.4.14, sabemos que H,(G,, k) # 0 para todo n > 0. Aplicando o teorema
4.4.11, obtemos que hh.dim(k[[G,]]) = . H

Agora, iremos provar a propriedade de Han para classes consideraveis de grupos
profinitos abelianos, o que seguira essencialmente de alguns teoremas sobre estrutura de
grupos abelianos encontrados no livro de Ribes e Zalesskii [RZ10, §4.3].

Dado um grupo profinito G, denotamos por tor(G) o subconjunto de tor¢io de G, que é
dado pelos elementos de G com exponente finito, isto é

tor(G) = {g € G| g° = 1 para algum e > 1}

Note que tal conjunto é um subgrupo quando G é abeliano, mas nem sempre ele é fechado.
De fato, quando G ¢ o produto de todo os ciclicos de ordem um primo I1,C,, temos que
tor(G) = ®,C,. No entanto, para todo grupo abeliano G, pode-se provar que

tor(G) é fechado em G < tor(G) possui um expoente finito e (independente dos g’s).

De fato, a implicagdo <= segue do fato de tor(G) ser, nesse caso, a imagem inversa de
{1} pela funcéo continua g — g¢, enquanto que a outra implica¢io é provada em [RZ10,
Lemma 4.3.7].

Teorema 4.4.16. Seja G um um grupo abeliano pro-p.
a) Se G ¢ livre de torcao, entdo G é isomorfo a um produto direto de copias de Z.,.
b) Se G possui um expoente finito e, entdo G é um produto de grupos ciclicos finitos
e
a=TTI1c.
i=1 m(i)
onde cada m(i) é um cardinal arbitrario.

¢) G pode ser decomposto como
G = F & tor(G),

onde F é um grupo livre de torgao.

Demonstragdo. A prova para os dois primeiros itens pode ser encontrada em [RZ10, Thm
4.3.3, Thm 4.3.8]. O dltimo item segue do fato de que F = G/tor(G) é livre de torcéo e,
portanto, é um grupo pro-p livre pelo primeiro item. Assim, a sequéncia exata curta abaixo
cinde

0 — tor(G) - G — G/tor(G) — 0. O
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Corolario 4.4.17. Se G é um grupo profinito abeliano tal que, para cada primo p, tor(G,) é
fechado (e.g. G, é finitamente gerado), entdo

c=([[[IzneTIII]c (4.4.18)

p n(p) p =1 m(,p)

ondee, € N e os indices n(p) e m(i, p) sao cardinais arbitrarios.

Demonstragao. Todo grupo abeliano pode ser decomposto como produto de seus p-grupos
de Sylow G = II,G,, cf. [RZ10, Prop. 2.3.8]. Além disso, a hipétese nos garante que,
para cada p, tor(G,) possui um expoente finito e,. Desse modo, basta aplicar o teorema
anterior. ]

Como néao temos conhecimento de um exemplo de grupo proé-p abeliano tal que tor(G,)
nio ¢ fechado em G, pensamos que a hipétese do resultado acima é consideravelmente
geral. No caso em que G, ¢ finitamente gerado, pode-se provar mais ainda: tor(G,) ¢ finito
[RZ10, Thm 4.3.4].

Teorema 4.4.19. Se G possui a forma 4.4.18 do corolario anterior, entao k[[G]] satisfaz
a propriedade de Han. Em particular, ela é valida para todo grupo profinito abeliano G
satisfazendo alguma das seguintes hipoteses:

+ G é finitamente gerado

« tor(G) é fechado em G

Demonstragdo. Novamente, provaremos a propriedade de Han através da contrapositiva.

Assim, assuma que gl.dim(k[[G]]) = oo, entdo char(k) = p para algum primo p e cd,(G,) =
oo, Entdo, G possui como somando direto um produto infinito de Z,’s ou algum grupo
ciclico C,i. De fato, caso isso ndo ocorresse, entdo G, seria uma soma finita de Z,’s e sua
p-dimensao cohomoldgica seria finita.

Desse modo, concluimos que k[[G,]] é da forma k[[x;, x;, --]]®B ou k[Cpi]@>B’ para
algumas algebras pseudocompactas B, B’. Como ja sabemos que os tensorandos k[[xy, --]]
e k[C,i] possuem dimensao de Hochschild infinita (vide 4.4.1), segue que o mesmo é valido
para k[[G,]], pois HH,(—) comuta com produtos tensoriais. Logo, hh.dim(k[[G]]) = e0. [

Naturalmente, gostariamos de ter provado a propriedade de Han para grupos profinitos
abelianos em geral. A fim de propor um possivel caminho para tal, formulamos abaixo
uma questio que, caso fosse respondida afirmativamente, implicaria na propriedade de
Han.

Questao 4.4.20. Se G é um grupo pro-p abeliano, entao tor(G) é isomorfo a um produto de
grupos ciclicos?
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Discussao Final

Como é esperado num projeto de pesquisa em Matematica, acabamos formulando, ao
longo dos ultimos dois anos, mais problemas do que pudemos resolver. Desse modo, bus-
caremos discutir aqui alguns problemas que nao foram resolvidos ao longo da dissertacéo,
mas que poderiam ser tratados no futuro. Outros problemas desse tipo também foram
registrados ao longo do capitulo anterior como “questdes”.

Em primeiro lugar, gostariamos de saber se a propriedade de Han é valida para algebras
de grupos profinitos em geral. Vale lembrar que a hipétese de que gl.dim(k[[G]]) = oo
apenas nos garante que, para infinitos valores de n, existe algum moédulo simples S, tal
que H,(G,S,). Para provarmos a propriedade de Han, basta mostrarmos que podemos
escolher tais mdodulos simples como sendo k. Para tanto, bastaria generalizar o teorema
3.2.8, que nos diz que a cohomologia H*(G, k) é infinita, e realizar seu analogo para a
homologia.

Nao conseguimos imaginar nenhum caminho para reformular a demonstracédo de R.
Swan, pois ela utiliza fortes propriedades de grupos de Lie compactos (com os quais ndo
possuimos familiaridade). Ja a demonstracdo algébrica de L. Evens assume que o grupo G
possui um subgrupo H de indice finito cujo anel de cohomologia contém um elemento
nao-nilpotente (lembre que podemos escolher H como sendo um grupo ciclico quando
G é finito). Desse modo, pensamos que um possivel caminho seria comegar com grupos
virtualmente pro-p:

Conjectura 4.4.21. Se G é um grupo profinito tal que G, tem indice finito (i.e.|G : Gp| < o),
entao k[[G]] satisfaz a propriedade de Han.

Justificativa. Acredito que, sendo t = |G : G,| possamos definir o mapa de Evens “conti-

»

nuo”:
normg, ¢ : H'(G,,k) - H"(G,k)

Além disso, podemos assumir que char(k) = p > 0 e que gl.dim(k[[G,]]) = cd,(G) =
gl.dim(k[[G]]) = co. Nesse caso, ja sabemos (pelo corolario 4.4.14) que H,(G,, k) e H*(G,, k)
€ ndo-nulo para todo n. Assim, se pudéssemos provar os dois itens abaixo, acredito que
poderiamos concluir que H"(G, k) é ndo-nulo para infinitos valores de n:

« H*(G,, k) possui um elemento ndo-nilpotente (em um grau > 0) o.

« A féormula de Mackey para 1 + o™ (para valores de m adequados) nos da elementos
nio-nulos na imagem de resgg, -
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Tendo esses resultados, seria interessante — e parece factivel — ver que o resultado
analogo também ¢é valido para a homologia.

Acreditamos que uma das questdes abordadas na justificativa acima pode ser estudada
independentemente do interesse na conjectura de Han, entdo a formulamos abaixo.

Questio 4.4.22. Dado um grupo pro-p H tal que cd,(H) = oo, é verdade que o anel de
cohomologia H*(H,F,) possui um elemento ndo-nilpotente (em um grau > 0)?

Como foi notado em 4.4.4, a propriedade de Han néo é valida mesmo para uma algebra
pseudocompacta que é limite de algebras que satisfazem a propriedade de Han. Uma das
razOes para ndo conseguirmos construir um contraexemplo como esse para algebras de
grupos profinitos é o fato de que a dimensao global de kG nao possui um meio termo
quando G ¢é finito:

gldim(kG) = 0 < gl.dim(kG) = o

Desse modo, pensamos que limites de algebras de dimenséo finita que satisfazem tal
propriedade deveriam ser melhor estudadas. Isso inclui, por exemplo, as algebras pseudo-
compactas comutativas e limites de auto-injetivas. Sobre o primeiro exemplo, ja sabemos
que a propriedade de Han ¢é valida no caso de dimenséo finita e, portanto, seria razoavel
estudar sua validade no caso pseudocompacto. Utilizando [IM22, Example 3.9], tal analise
possivelmente pode ser reduzida ao caso de algebras locais. Sobre o segundo caso, ndo
possuimos uma resposta mesmo para os casos particulares em dimensao finita de algebras
de Frobenius e simétricas. Mesmo assim, boa parte dos exemplos que satisfazem a proprie-
dade de Han, da tabela 3.1, sdo algebras de Frobenius. Desse modo, acreditamos que um
maior estudo dessas algebras de dimensao finita poderia ser bastante conveniente.

Por um outro lado, seria interessante considerar os limites da propriedade de Han em
mundos diferentes do pseudocompacto. Por exemplo, visto que o contraexemplo apre-
sentado aqui é gerado por infinitos elementos, poderia ser util analisarmos (se existirem)
contraexemplos da propriedade de Han nas seguintes classes de algebras: noetherianas,
finitamente geradas e artinianas.

Outro possivel caminho futuro seria tratar de propriedades mais fracas que a propri-
edade de Han. Por exemplo, poderia ser verificada validade da implica¢do hh.dim(A) =
0 = gldim(A) < o é valida para toda algebra de dimenséo finita. Tal proprie-
dade poderia ser chamada de propriedade de Han de nivel 0. Da mesma maneira, po-
deriamos considerar a propriedade de Han de nivel n, para qualquer natural n,, i.e.
hh.dim(A) < ny, = gldim(A) < co. Com essa nogao, temos que a propriedade de
Han é valida para uma algebra A se, e somente se, ela é valida para A em todo nivel n,. Da
mesma maneira, poderiamos nos perguntar se a propriedade de Happel é valida nos niveis
0 ou 1 — sabemos que ela é falsa a partir do nivel 2.



Apéndice A

Mais Anéis com caracterizacoes
homologicas

A.1 Anéis de dimensao global baixa

Terminologia e Notacao: O termo finitamente gerado sera abreviado por f.g. Os
anuladores a esquerda e a direita de um subconjunto S de um anel R sido denotados,
respectivamente, por ann,(S) e ann,(S). O anulador de um R-médulo M é simplesmente
denotado por ann(M). Dizemos que um modulo é 1-gerado se ele for gerado por um
elemento.

Anéis semissimples
Comecemos apresentando os anéis de dimenséao global 0.

Definicdao A.1.1. Um R-moédulo M é dito semissimples se todo submoédulo de M é um

somando direto de M ou, equivalentemente, se M é uma soma direta de R-mo6dulos simples.

Definicao-proposicio A.1.2. Um anel é dito semissimples se satisfaz alguma das seguintes
condicdes equivalentes:

(1) R é semissimples como R-moddulo.

(2) Todo R-mddulo é semissimples.

Demonstragao. A implicacao (1) = (2) é uma tautologia. Para a reciproca, afirmo que
toda soma de modulos semissimples e todo quociente de um moédulo semissimples (por
um submoédulo qualquer) sdo semissimples. Com isso e a hipotese de que R é semissimples,
podemos concluir que todo R-mddulo M é semissimples, pois M é isomorfo a um quociente
da forma @;R/Q. Assim, basta provarmos a afirmacéo:

« Uma soma de médulos semissimples é semissimples, pois ela ¢ uma soma de uma
soma de modulos simples.

125



126

APENDICE A

« Sendo M um moédulo semissimples e N um submoédulo, vejamos que M /N também
é semissimples. Um submoédulo qualquer de M/N tem a forma M’/N, onde N C
M’ C M. Vejamos que esse submoddulo é um somando direto; mais detalhadamente,
escrevendo a decomposicdo M = M’ @ M” para algum submoédulo M”, provemos
que

M M M’'+N

N N®TN
Claramente, M/N é gerado pela soma dos termos da direita. Agora, o fato de que a
interse¢ao deles é nula segue das seguintes implicagdes:

M/ / _ 124 M”+N / 124 /
Fam +N=m +N€T=>m—m ENCM

=sm’eM n(M’"+N)=N. O

Teorema A.1.3. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes sobre um anel R:
(1) R é semissimples.
(2) Todo R-méddulo 1-gerado é projetivo.
(3) Todo R-mddulo é projetivo.
(4) Toda sequéncia exata curta de R-modulos cinde.
(5) Todo R-médulo é injetivo.
(6) Todo R-médulo 1-gerado é injetivo.
(7) R é artiniano e J(R) = 0.
(8) (Wedderburn-Artin) R isomorfo a uma soma de anéis de matrizes M, (D) onde D é um

anel de divisao.

Panorama da demonstragao. Das caracterizagdes de modulos projetivos e injetivos, temos
que (3) = (4) < (5). Agora, (1) = (4) segue do fato de todo R-mddulo ser soma
direta de simples.

(2) = (1): Isso segue do fato de que, para todo ideal I de R, a sequéncia exata curta
0—>I—->R—->R/I->0

cinde sempre que R/I é projetivo.
(6) = (1):Isso é um forte resultado de Osofsky [Os073, Cor. 2.23].
(1) < (7): Veja [LamO1, 2.6, 4.14].
(1) < (8): Veja [LamO1, §3]. O
Mais caracterizacdes de anéis semissimples podem ser conferidas em [Lam99, Ex.

3.11, 6.83, Ex. 8.15], onde sdo utilizadas noc¢des de anéis de Kasch e de modulos quase-
injetivos.
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Anéis regulares segundo von Neumann

Definicdao A.1.4. Um R-modulo M a direita é dito divisivel se, para todo m € M e todo
r € R tal que ann,(r) C ann(m), temos que m € Mr.

Todo moédulo injetivo é divisivel, mas a reciproca nem sempre é verdade.
A seguir, apresentamos a classe de anéis com dimensao global fraca igual a 0.

Teorema-definicao A.1.5. Um anel R é dito regular segundo von Neumann se satisfaz
alguma das seguintes condicoes equivalentes:

(1) Paratodor € R, existe x € R tal querxr =r.

(2) Todo ideal a esquerda f.g. (ou principal) de R é um somando direto de R.
(3) Todo R-médulo é plano.

(4) R/I é projetivo para todo ideal f.g. I de R

(5) Todo R-modulo é divisivel.

Demonstragao. Veja [Wei9%4, 4.2.9], [Lam01, 4.23] e [Lam99, 3.18]. O

A partir da segunda caracterizagio, pode-se concluir a seguinte equivaléncia:
R é noetheriano e regular segundo von Neumann <= R ¢ semssimples

Outro modo de obté-la é utilizando que, no caso noetheriano, temos a igualdade das
dimensdes globais fraca e projetiva.

Restingindo-nos ao caso comutativo, temos o seguinte resultado:
Teorema A.1.6. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes sobre um anel comutativo R:
(1) R é regular segundo von Neumann.
(2) R é reduzido (i.e. 0 é seu uinico elemento nilpotente) e dimg,,;(R) = 0.
(3) R € um corpo para todo ideal maximal m de R.

(4) Todo R-moddulo simples é injetivo (ou divisivel).
Demonstracgao. [Lam99, 3.71,3.73] O

Um fato curioso sobre tais anéis é o seguinte: dentro da logica de certos topos booleanos,
pode-se provar que anéis comutativos regulares segundo von Neumann equivalem a
“corpos”, veja [Smi84] ou [Joh77, Prop. 5.6].

Anéis hereditarios

Teorema-definiciao A.1.7. Um anel R ¢é dito hereditario a esquerda se satisfaz alguma das
seguintes condicoes equivalentes:

(1) Todo submédulo de um R-modulo a esquerda projetivo é projetivo.
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(2) Todo ideal a esquerda de R é projetivo.
(3) lLgldim(R) < 1
(4) Todo quociente de um R-méodulo a esquerda injetivo é injetivo.
Demonstragdo. (3) = (1) : Sendo X C P um submddulo do médulo projetivo P, temos

a sequéncia exata curta 0 - X — P — P/X — 0. Usando que pd,(P/X) < 1, concluimos
que X é projetivo pela proposicio 1.2.2.

(1) = (2) : Isso segue de R ser projetivo.

(2) = (3) : Da condicao (3), temos que pdy(R/I) < 1 para todo ideal I. Assim, o
resultado segue do teorema de Auslander 1.2.6.

A equivaléncia (3) < (4) pode ser mostrada de maneira dual. Alternativamente,
pode-se conferir [Lam99, 3.22]. O
Outra caracterizacdo de anéis hereditarios pode ser conferida em [Lam99, Ex.

3.10].

Agora, apresentaremos um importante exemplo de anel da Algebra Comutativa que é
caracterizado pelo conceito acima.

Definicdao A.1.8. Seja R um dominio comutativo com anel de fra¢oes K. Um ideal fracio-
nario de R é um R-submodulo I de K tal que rI C R para algum r € R.

Repare que um ideal de R usual é, em particular, um ideal fracionario. De maneira
reciproca, usando que R é um dominio, temos que todo ideal fracionario I é isomorfo ao
ideal rI, que esta contido em R.

Teorema-definicao A.1.9. Seja R um dominio comutativo com anel de fracoes K. Dizemos
que R é um dominio de Dedekind se satisfaz alguma das seguintes condicbes equivalentes:

(1) R é hereditario.

(2) Todo R-médulo divisivel é injetivo.

(3) Todo ideal fracionario I de R é inversivel (i.e. I - J] = R para algum ideal fracionario J ).
(4) R é noetheriano, integralmente fechado e dimg,,;(R) < 1.!

(5) R é noetheriano e R, é um dominio de ideais principais® para todo ideal maximal m.

(6) Todo ideal proprio nao-nulo de R é fatorado de maneira tinica como produto de ideais
primos.

Demonstragao. (1) < (2): veja [Lam99, 3.24]

(1) < (3):Isso segue do fato de que um ideal fracionario é inversivel se, e somente
se, é projetivo, veja [Jac12, Prop. 10.3].

' No caso de dominios, temos que dimg,.;;(R) < 1 se, e somente, todo ideal primo nio-nulo de R ¢ maximal.

2 Ou, equivalentemente, um dominio de valorizacio discreta. Veja caracterizacdes desse anel em [TB15, Teo.
10.1.6]
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Para as demais caracterizagdes, consulte [Jac12, §10.1-10.2]. O]

Anéis semihereditarios

Defini¢ao A.1.10. Um R-modulo M é torsionless® se M pode ser mergulhado em um
produto direto II;R para algum conjunto de indices I.

Essa definicdo nao deve ser confundida com a de modulos livre de tor¢do. Uma relacao
entre eles é a seguinte: se R é um dominio, entdo todo moédulo torsionless é livre de
torcao.

Lema A.1.11. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes sobre um anel R:
(1) w.gldim(R) < 1
(2) Todo submédulo de um R-méodulo a esquerda (ou a direita) plano é plano.
(3) Todo ideal a esquerda (ou a direita) de R é plano.

Se assumirmos apenas que todo ideal principal de R é projetivo, obtemos uma classe
mais abrangente do que a de anéis semihereditarios. Tais anéis sdo conhecidos como anéis
de Rickart, veja [Lam99, §7D].

Teorema-definicao A.1.12. Um anel R é dito semihereditario a esquerda se satisfaz alguma
das seguintes condigoes equivalentes:

(1) Todo submédulo f.g. de um R-méddulo a esquerda projetivo é projetivo.
(2) Todo ideal a esquerda f.g de R é projetivo.

(3) Todo R-médulo a direita torsionless é plano.

(4) w.gl.dim(R) < 1 eR é coerente a esquerda’.

(5) Para todon > 1, o anel de matrizes M,(R) é de Rickart a esquerda.
Demonstracgao. [Lam99, 2.30,4.69,7.63] O

Pela caracterizagio (4) e pelo corolario 1.2.11, temos que:
R é noetheriano a direita e semihereditario a esquerda = R é hereditario a direita

Em particular, anéis com tais propriedades sdo semihereditarios a direita. Pode-se provar
que essa conclusao também é valida para anéis semihereditarios a esquerda e noetherianos
a esquerda, veja [Lam99, 7.6.5].

Teorema-definiciao A.1.13. Um dominio comutativo R é um dominio de Prifer se satisfaz
alguma das seguintes condigoes equivalentes:

(1) R é semihereditario.

% Nio conhecemos nenhuma tradugiio 6bvia para esse termo sem que haja confusio com a nogéo de mddulos
livres de torcao.

*Isto é, todo ideal a esquerda f.g. de R é finitamente apresentéavel.
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(2) Todo R-médulo livre de tor¢ao é plano.

(3) Todo R-médulo f.g. livre de tor¢ao é projetivo.

(4) w.gldim(R) < 1

(5) M, N sao R-modulos livres de torcdo = M ®x N é livre de tor¢ao

(6) 1,] sao ideais de R = I ®g ] € livre de tor¢ao
Demonstracao. [Lam99, 2.31, 4.69] [

Outras caracterizacdes de dominios de Priifer podem ser encontradas em [Lam99, 7.67]
ou na Wikipedia.

Um fato interessante é que, no caso de anéis locais comutativos, temos que a hipotese
w.gl.dim(R) < 1 ja implica que R é um dominio, cf. [Oso73, Prop. 2.36].

Exemplo A.1.14. Um dominio é dito de Bézout se todo ideal f.g. é principal. Como ideais
principais de um dominio sempre sdo projetivos, temos que todo dominio de Bézout &,
em particular, de Priifer. Assim, pode-se concluir, por exemplo, que o anel de polinémios
com expoentes racionais (ndo-negativos) k[x, Q] é um dominio de Priifer e, portanto, que

w.gl.dim(k[x,Q]) = 1.

Uma importancia de k[x, Q] é que seus subanéis fornecem contraexemplos importantes
para certas propriedades de dominios comutativos, veja [Got22].

A.2 Anéis auto-injetivos
Nesta sec¢do, realizamos essencialmente um resumo de diversos resultados provados
no capitulo 6 do livro de Lam [Lam99].

Terminologia: Dizemos que um anel é lateralmente artiniano (resp. noetheriano) se
ele é artiniano (resp. noetheriano) a esquerda ou a direita. Lembre que convencionamos
que um anel é artiniano se ele o for tanto a esquerda quanto a direita.

Se um anel R é auto-injetivo (i.e. injetivo como R-mddulo), entdo podemos obter
diversas caracteristicas. Por exemplo:

R é auto-injetivo e hereditario <= R é semissimples

De fato, temos a implicagio = do fato de R/I ser injetivo para todo ideal I de R.
Outras caracteristicas de anéis que acabam sendo equivalentes quando assumimos a auto-
injetividade sdo as de semihereditario e regular sengundo von Neumann. Veja essa e outras
equivaléncias em [Lam99, 7.52].

Antes de apresentarmos as principais classes de anéis auto-injetivos, veremos como
um anel noetheriano pode ser caracterizado utilizando a no¢do de médulos injetivos.

Teorema A.2.1. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes sobre um anel R:

(1) R é noetherinano a direita.
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(2) Todo limite direto de R-modulos a direita injetivos é injetivo.

(3) Toda soma direta de R-modulos a direita injetivos é injetiva.

(4) Todo R-médulo a direita injetivo é uma soma direta de submédulos indecomponiveis.

(5) Existe um cardinal  tal que todo R-moddulo injetivo é uma soma direta de submodulos

de cardinalidade < «a.

Demonstragao. Veja [Lam99, 3.46, 3.48] O
Teorema-definicao A.2.2. Um anel R é quase-Frobenius se satisfaz alguma das seguintes
condigoes equivalentes:

(1) R é lateralmente noetheriano e injetivo como R-modulo.

(2) R é artiniano e, para todo ideal I a esquerda e todo ideal ] a direita, temos que
ann,(ann/I)) = I eanny/ann,(J)) = J

(3) Todo R-médulo injetivo é projetivo.
(4) Todo R-médulo projetivo é injetivo.

(5) R é lateralmente artiniano e, para todo R-modulo simples S, temos que o R-moédulo
Homg(S, R) é simples ou nulo.

(6) R é artiniano e, para todo R-médulo N, os comprimentos de N e Homg(N, R) sdo iguais.

Utilizando a quarta caracterizacdo, podemos derivar o seguinte resultado que foi
utilizada ao longo da dissertacao.

Corolario A.2.3. Se M é um médulo sobre um anel R quase-Frobenius, entdo pdz(M) = 0
ou pd,(M) = oco.
Demonstragao. Suponha que M possua uma resolucdo projetiva de comprimento 1

0—>P>P>M-—>0

Como P; também é injetivo, podemos concluir que a sequéncia cinde e, portanto, M é
projetivo. Podemos proceder de maneira indutiva, para obter a mesma concluséo a partir
de qualquer resolucéo projetiva de M finita. [

Definicao A.2.4. Dizemos que um anel R é de Frobenius se R é quase-Frobenius e temos o
isomorfismo de R-médulos R = Homg(R, R), onde R = R/J(R).

Teorema A.2.5. As seguintes afirmagoes sao equivalentes sobre uma algebra de dimensao
finita A sobre um corpo k:

(1) A é um anel de Frobenius.
(2) Vale o isomorfismo de A-mddulos A = Homy(A, k).

(3) Existe uma forma bilinear ndo-degenerada B: A x A — k tal que B(ad’,a”) =
B(a,a’a”) para todos a,a’,a” € A.
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(4) Existe um funcional linear A : A — k tal que I € ker(d) para todo ideal I # 0 de R.
(5) A é quase-Frobenius e dimy(M) = dim;(Hom,(M, A)) para todo A-médulo f.g. M.

(6) A é quase-Frobenius e dim(I) + dimy(ann,(I)) = dim(A) para todo ideal a direita
minimal I de A.

(7) Para todo ideal a direita I e todo ideal a esquerda J de A, valem as igualdades:

dimy(I) + dimy(anny(I)) = dimg(A) = dimg(J) + dimi(ann,()))

Observacao A.2.6. O motivo para dizermos que essa algebras sdo “de Frobenius” esta no
fato de que ele foi um dos primeiros a estudar algebras com a propriedade A = Homy (A, k).
Basicamente, ele forneceu, em uma publicacido de 1903, a seguinte caracterizagdo para tais
algebras : sendo {€;, -+, €,} uma k-base da algebra A, escreva

€; '€j = ZC”]'EI
l

temos que A é de Frobenius se, e somente se, existe @ € k" e uma matriz ndo-degenerada
P, com entradas (P,);; = ), ajcy;. Para mais detalhes, veja [Lam99, §16G].

Tomando casos particulares de algumas caracteriza¢des de algebras Frobenius, obtemos
outra importante classe de algebras auto-injetivas.

Teorema-definicao A.2.7. Uma k-algebra de dimensdo finita A é simétrica se satisfaz
alguma das seguintes condicoes equivalentes:

(1) Vale o isomorfismo de A-bimdédulos A = Homy(A, k).

(2) Existe uma forma bilinear nao-degenerada simétrica B: AxA — k tal que B(aa’,a”) =
B(a,a’a”) para todos a,a’,a” € A.

(3) Existe um funcional linear A : A — k tal que I € ker(A) para todo idealI + 0 deR e
Maa") = A(d@’a) para todos a,a’ € A.

(4) Vale o isomorfismo de funtores Homy(—, k) = Homu(—, A).
Demonstragao. Veja [Lam99, 16.54, 16.71]. O

Exemplo A.2.8. 1. Dado um espaco vetorial V de dimenséo n, vimos na se¢éo 3.5 que
a algebra exterior A*(V') é de Frobenius. Além disso, vale que A*(V') é simétrica se, e
somente se, n é impar.

2. Toda algebra de Hopf de dimensao finita é uma algebra de Frobenius, veja [Koc03,
2.4.12]. Em particular, a algebra de grupos kG ¢é de Frobenius sempre G é um grupo
finito. Mais ainda, pode-se ver que kG é simétrica por meio do funcional linear

A: kG — k definido por A(}, a,8) = ai.

Algebras de Frobenius também possuem uma definicio com uma natureza mais catego-
rial. Por meio desse ponto de vista, foi provado que algebras de Frobenius comutativas estdo



A.3 | ANEIS PERFEITOS E SEMIPERFEITOS

em correspondéncia com teorias quanticas de campos topoldgicas (TQFT) de dimensao 2.

Para mais detalhes, consulte [Koc03].

Por outro lado, dentro da teoria de operades, algebras de Frobenius e simétricas podem
ser definidas como algebras de certos operades ciclicos, veja [Val12, p. 16].

A.3 Anéis perfeitos e semiperfeitos

Terminologia: Utilizamos DCC e ACC como abreviagdes das condi¢des de cadeias
descendentes e ascendentes respectivamente. Lembramos que um moédulo M é noetheriano
(resp. artiniano) se a ACC (resp. a DCC) é satisfeita para submodulos de M.

Anéis perfeitos foram introduzidos por Bass [Bas60], o qual também provou boa
parte das equivaléncias a serem enunciadas a seguir. Vale ressaltar que tal conceito esta
totalmente desvinculado do de corpo perfeitos. De fato, todo corpo (mesmo que néo seja
perfeito) é um anel perfeito.

Teorema-definicio A.3.1. Um anel R é dito perfeito a direita se satisfaz alguma das
seguintes condicoes equivalentes:

(1) Todo R-médulo a direita plano é projetivo.
(2) Todo R-médulo a direita possui uma cobertura projetiva.
(3) R/J(R) é semissimples e J(R) é T-nilpotente’ a direita.

(4) R/J(R) é semissimples e todo R-modulo a direita nao-nulo possui um submodulo
maximal.

(5) A condi¢dao DCC ¢ satisfeita para ideais de R a esquerda principais (ou finitamente

gerados).
(6) Para todo R-médulo a direita M, a ACC é satisfeita para os submodulos 1-gerados de
M.
Demonstragao. Veja [Lam01, 23.18, 23.20, 24.18, 24.25, Ex. 24.7]. O]

Usando a primeira caracteriza¢io, concluimos que w.gl.dim(R) = gl.dim(R) para todo
anel perfeito R. Em particular, concluimos, por exemplo, que um anel é semissimples se, e
somente se, ele é perfeito a direita e regular segundo von Neumann.

Pela terceira caracterizagio, vemos que todo anel semiprimario (e, em particular, todo
anel artiniano) é perfeito a direita ou a esquerda.

Utilizando a caracterizacéo (5), podemos concluir que:

R é noetheriano a esquerda e perfeito a direita <= R é artiniano a esquerda

5 Isto é, para toda sequéncia de elementos {ry, 7y, -} C R, existe um inteiro n > 1 tal que a, - aza; = 0.
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Considerando a condi¢éo (2) apenas para modulos finitamente gerados, obtemos a
seguinte generalizacdo da noc¢ao de anéis perfeitos.

Teorema-definicao A.3.2. Um anel R é dito semiperfeito se satisfaz alguma das seguintes
condigoes equivalentes:

(1) Todo R-moédulo a direita (ou a esquerda) finitamente gerado (ou 1-gerado) possui uma
cobertura projetiva.

(2) R/J(R) é semissimples e os idempotentes de R/J(R) podem ser levantados a R.
(3) Existe uma decomposi¢do 1z = e; + -+ + ey, onde o conjunto {e;} é formado por idempo-
tentes ortogonais tais que e;Re; é um anel local para todo i.

Demonstragao. Veja [Lam01, 23.6, 24.16]. OJ

Usando a ultima caracterizacio, vé-se que todo anel local é semiperfeito. Além disso, no
caso em que R é comutativo, obtemos que e;Re; = ¢;R é local e, portanto, R = e;,R® --- @ e,R
é uma soma de anéis locais.
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